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Este trabalho apresenta estudos sobre conveccao natural em uma cavidade anular
horizontal bidimensional preenchida com meio poroso homegéneo, isotrépico e satu-
rado por um fluido incompressivel considerando problemas fisicos distintos, através
da técnica da transformada integral generalizada. O primeiro caso, estacionario,
apresenta geragao volumétrica uniforme de calor, paredes interna e externa da ca-
vidade mantidas a temperaturas constantes e iguais, e paredes laterais adiabaticas.
O angulo do setor anular afeta fortemente a temperatura maxima e a particao da
transferéncia de calor nas superficies interna e externa e o efeito do aumento do
nimero de Rayleigh é mais significante na funcao corrente que na temperatura.
O segundo estudo, estacionario, apresenta aquecimento diferenciado, com tempera-
turas constantes nas paredes interna e externa, e paredes laterais adiabdticas. O
terceiro estudo, transiente, aborda o problema da convecgao natural com geracao
volumétrica de calor, paredes interna e externa sob mesma temperatura e paredes
laterais adiabaticas. Neste caso a transformada é aplicada tanto na direcao radial
quanto na direcao azimutal e a resultante temporal é resolvida pelo método de di-
ferencas finitas. Para os casos estacionarios, a transformada é aplicada na direcao

azimutal e o método de diferencas finitas é aplicado na direcao radial.
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This work presents studies on natural convection in a two-dimensional horizontal
annular cavity filled with a homogeneous, isotropic porous medium saturated with
an incompressible fluid, considering distinct physical problems using the generalized
integral transform technique. The first steady-state case features uniform volumet-
ric heat generation, with the inner and outer cavity walls maintained at constant
and equal temperatures, and adiabatic side walls. The angle of the annular sector
strongly affects the maximum temperature and the heat transfer partition between
the inner and outer surfaces, and the effect of an increase in the Rayleigh number is
more significant on the velocity field than on the temperature. The second steady-
state study involves differentiated heating, with constant temperatures on the inner
and outer walls, and adiabatic side walls. The third study, transient, addresses the
problem of natural convection with volumetric heat generation, with the inner and
outer walls at the same temperature and adiabatic side walls. In this case, the
transform is applied in both the radial and azimuthal directions, and the resulting
temporal equation is solved using the finite difference method. For steady-state
cases, the transform is applied in the azimuthal direction, and the finite difference

method is applied in the radial direction.
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Capitulo 1

Introducao

Os eventos que levaram ao acidente de Fukushima Daiichi, em 2011, alertaram
a comunidade do setor nuclear quanto a necessidade de desenvolvimento de alter-
nativas passivas para remocao do calor de decaimento dos elementos combustiveis
nucleares (WANG et al. [1]).

Em geral, o combustivel nuclear usado que é descarregado do nicleo do reator
é colocado numa piscina de combustivel usado (ou, em inglés, spent fuel pool) por
um longo periodo de tempo. Este armazenamento submerso permite o decaimento
dos produtos de fissdo e a dissipagdo do calor (TEIXEIRA E SILVA et al. [2]).
Na maioria dos casos, o local de armazenamento inicial esta localizado préximo ao
nicleo do reator, como acontece nas usinas nucleares brasileiras, Angra 1 e Angra
2.

Apesar das instalacoes de armazenamento de piscina de combustivel usado pos-
suirem um alto grau de aceitacao dado o longo histérico de utilizacao deste meio de
armazenamento em diversos paises, em caso de auséncia total de energia elétrica, o
suprimento constante de dgua do sistema de resfriamento ativo da piscina é inter-

rompido, aumentando a probabilidade de reagao entre o revestimento dos elementos

combustiveis e a dgua devido a temperaturas elevadas (ROMANATO [3],ALIATKA



et al. [4], HUNG et al. [5]). Tal evento pode potencialmente expor o material radi-
oativo com consequéncias severas a instalacao e ao meio ambiente.

Para mitigar a ocorréncia desse tipo de evento, pode-se utilizar a conve¢ao na-
tural como forma de remocao de calor passiva no armazenamento de combustiveis
usados. A conveccao natural refere-se a um método de dissipacao de calor que ocorre
naturalmente sem a necessidade de sistemas mecanicos ativos, como ventiladores ou
bombas de ar. Ou seja, o calor é dissipado de forma eficiente e natural, aproveitando
o movimento natural dos fluidos, sem a necessidade de componentes ativos. Essa
abordagem é comum em projetos que buscam eficiéncia energética e sustentabili-
dade, aproveitando os principios fisicos para manter temperaturas controladas de
maneira mais economica.

Para o setor nuclear, por exemplo, apés alguns anos, o combustivel que nao
sera mais utilizado no reator pode ser removido da piscina de combustivel usado e
armazenado em um sistema de armazenamento a seco, como o casco mostrado na
figura Estes sao excelentes exemplos de sistemas de resfriamento passivo, por
conveccao natural, e vem sendo adotados em diversas centrais nucleares, inclusive

nas usinas brasileiras, como solucao para o armazenamento de combustiveis usados.



Casco para armazenamento a seco
de combustivel nuclear usado

Figura 1.1: Exemplo de casco para armazenamento a seco de com-
bustivel nuclear usado.  Fonte: http://www.eletronuclear.gov.br/Imprensa-e-
Midias/Paginas/Eletronuclear-recebe-médulos-de-armazenamento-da-UAS.aspx.

Percebe-se, portanto, que estudos aprofundados envolvendo o fenémeno da con-
veccao natural tornaram-se imperativos para a industria nuclear. Esses estudos
abrangem desde a pesquisa fundamental, que visa compreender os mecanismos de
conveccao natural em cavidades, até a aplicacao pratica, envolvendo o projeto e a
implementacgao de diversos tipos de sistemas de resfriamento passivo.

De forma geral, um problema envolvendo o fenéomeno da convecgao natural € mo-
delado matematicamente pela equacao da continuidade, pelas equagoes de Navier-
Stokes (quantidade de movimento) e pela equagdo da energia. Contudo, obter a
solucao deste problema nao é algo trivial devido a sua natureza nao-linear.

Antigamente eram empregados métodos puramente numéricos para resolucao
deste problema, tais como o método de diferencas finitas e o método de volumes
finitos, porém, com o desenvolvimento tecnolégico, novos métodos com maior pre-

cisao e menor tempo de processamento vem sendo adotados. Entre eles, destaca-se



a Técnica da Transformada Integral Generalizada, um método hibrido que consiste

de uma combinacao de técnicas analiticas e aproximacoes numéricas, aprimorado a

partir do método da Transformada Integral Cléssica (MIKHAILOV e OZISIK [6]).

1.1 Motivacao

A transferéncia de calor por convecgao natural em cavidades com ou sem a pre-
sencga de meio poroso é um tema de grande interesse para pesquisadores dada a sua
aplicabilidade na industria e em outros setores da engenharia. E possivel encon-
trar facilmente na literatura estudos relacionados ao fenomeno desde a década de
60. Contudo, a maioria dos trabalhos encontrados na literatura estudam cavidades
verticais, devido ao fato da complexidade das cavidades horizontais ser superior.

A escolha da cavidade com geometria anular horizontal preenchida com meio
poroso proposta nesse trabalho é justificada devido a sua pontecial aplicabilidade
industrial, incluindo sistemas geotérmicos, producao de petréleo, controle da po-
luicao das aguas subterraneas, isolamentos térmicos, processos de solidificagao e
especialmente pelo armazenamento de materiais nucleares.

A estocagem de combustivel nuclear usado é um assunto de muito interesse para
o setor nuclear de forma geral, e especialmente no Brasil, dada a recente adogao de
um sistema de estocagem a seco para manuntencao da operagao da Central Nuclear
Almirante Alvaro Alberto (CNAAA). A compreenséo do processo de transferéncia de
calor é essencial para prever o comportamento a longo prazo dos materiais nucleares
e minimizar os riscos ambientais associados.

Contudo, é importante ressaltar que o presente trabalho trata este problema
como uma classe de problemas, e nao um modelo fiel de um casco de armazenamento,

uma vez que este tipo de estudo nao estd limitado a uma tnica finalidade, podendo



ser aplicada em diversas outras situacoes ja mencionadas anteriormente.

A solucao para esse tipo de problema nao é trivial dada a natureza nao-linear dos
termos convectivos. Conforme a complexidade do problema aumenta, métodos mais
poderosos devem ser empregados na busca de solugoes. Nesse contexto, foi escolhida
a Técnica de Transformagao Integral Generalizada, um método hibrido analitico-
numeérico capaz de resolver uma variedade de problemas de equacoes diferenciais
parciais e que se mostrou bastante efetivo para solucao de problemas convectivos-

difusivos nas ultimas décadas.

1.2 Objetivo

O objetivo deste estudo é propor a utilizagao da Técnica da Transformada Integral
Generalizada para investigar o comportamento tanto estacionario quanto transiente
do fenomeno de transferéncia de calor por conveccao natural em cavidades cilindricas
horizontais anulares preenchidas com um meio poroso saturado. O estudo abrange
cavidades de diferentes tamanhos de setores angulares e razoes de raios, considerando
uma variedade de problemas fisicos distintos. Esses problemas incluem, por exem-
plo, a geracao interna uniforme de calor e o aquecimento diferenciado. A técnica
proposta visa proporcionar uma analise detalhada e abrangente das condicoes de
conveccao natural nestas cavidades, oferecendo uma compreensao aprofundada de
como diferentes configuracoes e parametros afetam o comportamento térmico do
sistema.

Para alcancar esse objetivo, foram realizadas diversas analises detalhadas dos
parametros envolvidos, incluindo variagoes no nimero de Rayleigh, que desempenha
um papel crucial na intensidade da convecgao natural. Também foram examinadas

mudancas no tamanho do setor angular da cavidade, a razao de raios, entre outros



parametros relevantes. Essas analises foram conduzidas com o intuito de obter uma
compreensao abrangente e profunda das caracteristicas do fenomeno estudado. Além
disso, foi verificada a possivel existéncia de solucoes duplas para condigoes iniciais
especificas do problema, o que pode revelar complexidades adicionais na dinamica

do sistema investigado.

1.3 Organizacao do texto

No primeiro capitulo, foi apresentada uma breve introdugao sobre convecgao natu-
ral e sistemas de remocao de calor passivo. A discussao incluiu como a adocao desse
tipo de sistema pode beneficiar as usinas nucleares brasileiras, destacando suas van-
tagens do ponto de vista da seguranca. Além disso, foram abordados os beneficios
em termos de liberacao de espaco nas piscinas de combustivel usado ja existentes,
facilitando os proximos ciclos de operacao. Por fim, o capitulo também apresen-
tou a motivagao e os objetivos do presente trabalho, estabelecendo o contexto e a
relevancia da pesquisa.

No segundo capitulo, é apresentada uma revisao bibliogréafica extensa e deta-
lhada que abrange trabalhos anteriores sobre o fendmeno da convecgao natural em
cavidades. Esta revisao examina uma variedade de problemas fisicos distintos re-
lacionados ao tema, considerando as diferentes abordagens e condicoes investiga-
das em estudos anteriores. Além disso, o capitulo inclui uma andlise aprofundada
da Técnica da Transformada Integral Generalizada. Este método hibrido com-
bina técnicas numéricas e analiticas, e é destacado por sua eficdcia na resolucao
de equagoes complexas que descrevem o fenomeno da conveccao natural em cavi-
dades. A secao dedicada a Técnica da Transformada Integral Generalizada busca

explicar seus principios fundamentais, sua aplicacao pratica e como ela contribui



para a obtencao das solucoes necessarias para o fenomeno estudado neste trabalho.

No terceiro capitulo, é apresentado o desenvolvimento matematico detalhado
para cada um dos trés problemas fisicos abordados nesta pesquisa. O primeiro pro-
blema consiste no estudo bidimensional em regime estacionario da convecgao natural
em uma cavidade anular horizontal que esta preenchida com um meio poroso e su-
jeita a uma geracao volumétrica de calor uniforme. O segundo problema também é
um estudo bidimensional em regime estacionario, mas considera uma cavidade anu-
lar horizontal preenchida com um meio poroso que é aquecido de forma diferenciada,
sem a presenca de geracao volumétrica de calor uniforme. Finalmente, o terceiro
problema analisa o estudo bidimensional em regime transiente da convecgao natural
em uma cavidade anular horizontal, novamente preenchida com um meio poroso e
sujeita a geragao volumétrica de calor uniforme. Para todos os trés problemas pro-
postos, assume-se que as temperaturas nas paredes interna e externa da cavidade
sao constantes, as paredes laterais sao adiabaticas e o meio poroso é descrito como
isotrépico, homogéneo e saturado com um fluido incompressivel.

No quarto capitulo, sao apresentadas as analises detalhadas de convergencia e
os resultados obtidos para cada um dos estudos propostos nesta pesquisa. Este
capitulo dedica-se a avaliar como as solu¢oes numéricas convergem com base nas
condigoes e parametros definidos para os problemas estudados. Em seguida, sao
discutidos os resultados obtidos para cada estudo, contemplando variacoes em di-
versos parametros relevantes, como o numero de Rayleigh, que é um parametro
importante na convecgao natural e influencia o comportamento do fluxo térmico.
Além disso, sao consideradas as variagoes no tamanho da cavidade, tanto na direcao
radial quanto na direcao azimutal, e os angulos iniciais definidos nas simulagoes.
Cada um desses fatores é examinado em detalhe para fornecer uma compreensao

aprofundada dos impactos que eles tém sobre os resultados finais obtidos.



No quinto capitulo, sao apresentadas as consideracoes finais, que incluem um
resumo abrangente das principais andlises realizadas ao longo do trabalho e dos
resultados obtidos. Este capitulo oferece uma visao geral das conclusoes mais im-
portantes derivadas dos estudos e das simulagoes realizadas, destacando os principais
achados e suas implicacoes. Além disso, sao fornecidas recomendacoes para possiveis
estudos futuros, baseadas nas observacoes e limitagoes identificadas durante a pes-
quisa. As recomendagoes visam orientar novos pesquisadores na exploragao de areas
ainda nao totalmente investigadas ou na melhoria das abordagens existentes, con-

tribuindo assim para o avango continuo no campo de estudo.



Capitulo 2

Revisao Bibliografica

Este capitulo tem como objetivo apresentar uma visao abrangente dos estudos
realizados sobre conveccao natural em cavidades, abordando tanto os trabalhos ex-
perimentais quanto os estudos numéricos desenvolvidos na area, com destaque para
a Técnica da Transformada Integral Generalizada, que sera tratada em uma secao
especial.

A convecgao natural, também conhecida como convecgao livre, é um fenémeno de
transporte de massa e calor que ocorre em fluidos. O movimento do fluido é gerado
por diferencas de densidade resultantes de gradientes de temperatura. Quando uma
regiao de um fluido é aquecida, suas moléculas ganham energia cinética, o que faz
com que elas se afastem umas das outras, resultando em uma diminuicao de sua
densidade. Com isso, o fluido aquecido se torna mais leve e sobe, enquanto o fluido
mais frio e denso ocupa seu lugar. Esse movimento ascendente e descendente cria
correntes de conveccao que transferem calor de forma eficiente.

O fenémeno da convecgao natural tanto com geragao interna de calor em cavida-
des, em que o meio atua como fonte de calor, quanto com aquecimento diferenciado,
onde as paredes sao mantidas em temperaturas distintas, vem ganhando destaque

nas ultimas décadas devido a sua vasta aplicabilidade na industria e em setores da



engenharia como o de petréleo e o nuclear.

2.1 Conveccgao natural em cavidades

Problemas relacionados a transferéncia de calor por convecgao natural em cavida-
des fechadas, tanto em escoamentos laminares quanto turbulentos, tém se tornado
um tema de crescente interesse nas investigacoes cientificas.

A conveccgao natural em cavidades é um fenomeno complexo e altamente influ-
enciado por fatores como a forma geométrica da cavidade, as condi¢oes de contorno
e as propriedades termofisicas do fluido em questao. Dependendo das condicoes de
contorno e das caracteristicas da cavidade podem se desenvolver padroes de escoa-
mento laminar ou turbulento.

O ndmero de Rayleigh (Ra), nomeado em homenagem ao matematico e fisico
inglés John William Strutt, o Lord Rayleigh, que foi o responsavel por sua iden-
tificacao apds estudos experimentais, é um parametro adimensional utilizado para
caracterizar a convecgao natural em um fluido.

A magnitude do nimero de Rayleigh é uma boa indicacao sobre se o fluxo é
laminar ou turbulento. Quando o numero de Rayleigh é mais baixo que o valor
critico para aquele fluido, a transferéncia de calor é primariamente na forma de
conducao; quando excede o valor critico, a transferéncia de calor passa a ocorrer
predominantemente na forma de convecgao.

Diversos autores utilizam o nimero de Grashof (Gr), que estd relacionado ao
ntmero de Prandtl (Pr) e ao nimero de Rayleigh. A Eq. representa a forma

como estes parametros se relacionam.

Ra
Pr’
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Esses numeros sao frequentemente empregados em vérias pesquisas como
parametros para analisar o comportamento dos regimes de escoamento, facilitando a
identificagao das regioes laminares, transientes e turbulentas em fluxos de convecgao
natural.

A modelagem tedrica dos problemas de transferéncia de calor por convecgao natu-
ral em cavidades é realizada a partir das equacoes de continuidade, de Navier-Stokes
e de energia, formuladas de forma acoplada para o caso de convecgao natural, resul-
tando em um sistema de equagoes diferenciais parciais nao-lineares, cujas solucoes
apresentam um comportamento desafiador para o tratamento numeérico.

Existe uma ampla variedade de publicacoes que abordam a convecgao natural
para diversos tipos de geometrias, tais como, retangulares (DU e BILGEN [7]), qua-
dradas (FUSEGI et al. [§], JOSHI et al. [9]), esféricas (POP et al. [10]), anulares
(POP et al. [11], ARPINO et al. [12, 13], KHALEED et al. [14]), cilindricas (SHE-
KAR et al. [15], HOLZBECHER e STEIFF [16]), horizontais (CHO et al. [17], MOU-
KALLED e ACHARYA [I§], BELABID [19]), verticais (MARTIN [20], WOLFF F.
[21], SHIM e HYUN [22]), inclinadas (LEE e GOLDSTEIN [23], RAHMAN e SHA-
RIF [24], SAHA [25]), preenchidas (HAAJIZADEH et al. [26], BLYTHE et al.
[27], PRASAD e CHUT [28]) ou ndo com meio poroso.

Contudo, o objetivo principal deste trabalho é investigar cavidades com geome-
trias anulares horizontais preenchidas com meio poroso, abrangendo tanto o regime
estacionario quanto o regime transiente, a fim de compreender de maneira abran-

gente os mecanismos de transferéncia de calor e fluxo de fluido em tais configuragoes.
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2.1.1 Conveccgao natural em geometrias cilindricas horizon-
tais

A convecgao natural em geometrias cilindricas horizontais pode ser influenciada
pela relacao entre o diametro do cilindro e a altura do fluido, conhecida como relagao
de aspecto. Em cilindros que possuem uma relacao de aspecto baixa, ou seja, aqueles
que sao mais achatados e apresentam uma altura menor em comparagao ao diametro,
o movimento do fluido dentro desses cilindros tende a ser predominantemente do-
minado por correntes circulares. Por outro lado, em cilindros que possuem uma
relacao de aspecto alta, ou seja, aqueles que sao mais alongados e tém uma altura
maior em relagao ao diametro, o movimento do fluido no interior tende a ser mais
influenciado por correntes verticais

A eficiéncia da transferéncia de calor nesse tipo de conveccao natural depende de
diversos fatores. A condutividade térmica do fluido, a temperatura das superficies
do cilindro e a presenca de obstaculos internos podem afetar significativamente o
processo. Assim, é fundamental compreender e controlar esses fatores a fim de
otimizar a transferéncia de calor nesse tipo especifico de configuragao cilindrica
horizontal.

Diversos estudos focados em geometrias cilindricas horizontais podem ser encon-
trados na literatura, como por exemplo, o de MACK e BISHOP [29] que obtiveram
a solucao para a convecgao natural estacionaria bidimensional entre dois cilindros
concéntricos horizontais, cada um mantido a uma temperatura uniforme diferente,
através dos trés primeiros termos na série de poténcias do nimero de Rayleigh.
Os efeitos do aquecimento viscoso e compressional foram negligenciados, e todas
as propriedades do fluido, exceto o peso especifico, foram tratadas como constan-
tes. Foi observado que para numeros de Prandtl correspondentes a gases e liquidos

nao metalicos, a configuracao das linhas de corrente apresentada foi de um vortice
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unico. O fluxo multicelular, no entanto, foi observado para numeros de Prandtl
muito pequenos (metais liquidos). A andlise das equagoes de perturbagao revelou
que a influéncia do nimero de Prandtl na transferéncia total de calor é um efeito
de ordem superior, manifestando-se exclusivamente em termos de quarta poténcia e
superiores do nimero de Rayleigh.

POWE et al. [30} B1] apresentaram resultados de uma investigacao experimental
e um estudo numérico em escoamentos convectivos naturais em anéis cilindricos
horizontais. POWE et al. [31] usou uma técnica numérica relativamente simples
usando "diferencgas centrais” convencionais para investigar a convecgao natural na
geometria do anel cilindrico em toda a faixa de nimeros de Rayleigh para os quais o
escoamento é realmente estavel e em uma ampla faixa de larguras de lacunas relativas
inversas, (%) A curva de transi¢ao determinada experimentalmente de POWE
et al. [30] de escoamento constante para instavel foi confirmado numericamente para
determinadas larguras de lacunas relativas inversas, onde o fluxo instavel é precedido
por um fluxo celular secundario.

Alguns trabalhos cldssicos, como os de KUEHN e GOLDSTEIN [32] 33| 34],
conduziram diversos estudos tedricos, numéricos e experimentais sobre conveccao
natural em geometrias anulares horizontais concéntricas e excéntricas com diferentes
tipos de fluidos, tais como ar, 4gua e nitrogénio. A transferéncia de calor foi anali-
sada para diversos parametros, tais como nimero de Rayleigh, nimero de Prandtl,
nimero de Nusselt, entre outros. Equacgoes de correlagao foram desenvolvidas, uti-
lizando um modelo de camada limite de conducao. Essas equagoes sao validas para
diversas condigoes, incluindo transferéncia de calor por conducao, fluxo laminar e
fluxo turbulento.

CALTAGIRONE [35] comparou resultados experimentais e tedricos sobre a

conveccao natural em uma camada porosa saturada delimitada por dois cilindros

13



concéntricos, horizontais e isotérmicos. Observou-se que, para nimeros de Rayleigh
pequenos, o estado do sistema corresponde a um regime de pseudo-conducao. As
isotérmicas sao coaxiais com os cilindros. E para ntumeros de Rayleigh maiores, um
regime estacionario de convecgao bidimensional se estabeleceu entre os dois cilindros.

BURNS e TIEN [36] relataram os resultados de uma investigacao analitica bidi-
mensaional da convecgao natural, em regime estacionario, em meio poroso comple-
tamente envolvido por esferas concéntricas e cilindros horizontais pelo método das
diferencas finitas e pelo método das perturbagoes. Os resultados indicaram que um
valor maximo da transferéncia de calor ocorre para as geometrias esférica e cilindrica
dependentes apenas da razao do raio para cada geometria.

FAROUK e GUCERI [37] apresentaram solugoes numéricas para um estudo es-
tacionario da convecgao natural bidimensional no anel formado entre dois cilindros
horizontais concéntricos que estavam mantidos a temperaturas constantes e difen-
rentes. Os resultados de fluxo e transferéncia de calor foram divididos em vérios
regimes. Para ntmeros de Rayleigh abaixo de 100, as velocidades foram muito pe-
quenas para afetar a distribuicao de temperatura, que permaneceu essencialmente
como na condugao pura. Observou-se a existéncia de uma regiao de transi¢ao para
numeros de Rayleigh entre 100 e 30000. Para um valor de Ra igual a 10000 observou-
se uma inversao radial da temperatura, sugerindo a separacao das camadas limite
térmicas do cilindro interno e externo.

VASSEUR et al. [38] através de uma abordagem numérica, usando o método de
diferencas finitas, estudou o problema da convec¢ao natural bidimensional laminar
em uma camada anular porosa, com geracao interna de calor uniformemente dis-
tribuida, entre dois cilindros horizontais concéntricos e isotérmicos. Foi observado
que para numeros de Rayleigh baixos, um perfil de temperatura mais ou menos

parabdlico foi estabelecido ao longo do anel, resultando em dois vortices contra-
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rotativos em cada metade da cavidade. Sob o efeito de convec¢ao fraca e moderada,
a temperatura maxima dentro do meio poroso foi consideravelmente mais alta do que
aquela induzida por condugao pura. Para valores maiores do nimero de Rayleigh, as
analises revelaram uma estrutura de fluxo que consiste em um ntcleo estratificado
termicamente e duas camadas limite com uma espessura e taxa de transferéncia de
calor da ordem de Ra~'/3 e Ra'/3, respectivamente.

TSUI e TREMBLAY [39] estudaram numericamente o problema transiente
de transferéncia de calor por conveccao natural entre dois cilindros horizontais
isotérmicos, considerando a aproximacao de Boussinesq, por meio da abordagem
de vorticidade-funcao de corrente para baixos nimeros de Rayleigh. Eles investiga-
ram o efeito da razao dos diametros nas caracteristicas do fluxo.

SENT e TORRANCE [40] apresentaram um estudo que introduziu uma apro-
ximacao de anel fino para tornar o problema dependente do tempo analiticamente
tratavel. As equagoes governantes para a conveccao natural dependente do tempo,
originadas de uma distribuicao arbitraria de fonte de calor em um anel fino, foram
reduzidas a solucao de duas equacoes diferenciais ordinarias nao lineares. A apro-
ximagao nao impos nenhuma restrigao sobre o nimero de Rayleigh, embora os efeitos
de possiveis zonas de recirculacao dentro da espessura do anel tenham sido suprimi-
dos. Para nimeros de Rayleigh infinitos e aquecimento simétrico, existe uma solugao
exata. Para aquecimento assimétrico ou nimeros de Rayleigh finitos, oscilagoes de
velocidade amortecidas foram observadas, levando a um movimento em regime es-
tacionario. Sob certas condigoes, dois estados estacionarios estaveis sao possiveis, e
qualquer um deles pode ser alcancado dependendo das condigoes iniciais. Também
foi demonstrado que o comportamento cadtico nao é possivel sob a aproximacao de
anel fino, a menos que os efeitos de inércia do fluido sejam incluidos.

HIMASEKHAR e BAU [41I] realizaram um estudo sistemético de solugoes
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multiplas e bidimensionais das equacoes de Darcy-Oberbeck-Boussinesq para um
meio poroso saturado confinado entre dois cilindros horizontais. Para nimeros de
Rayleigh abaixo de um valor critico, foi obtida uma solugao tunica e para nimeros
de Rayleigh maiores, multiplas solugoes foram obtidas. Para razoes de raios rela-
tivamente grandes R > 2/, as solucdes adicionais aparecem como ramos isolados.
Duas solugoes permanecem estaveis para uma faixa de niimeros de Rayleigh maiores
que o Rayleigh critico, até que eventualmente elas perdem estabilidade por meio das
bifurcacoes de Hopf, onde a estabilidade do sistema muda apdés um ponto critico e
uma solugao peridédica surge. Para razoes de raios relativamente pequenos R < 2, as
solucoes adicionais aparecem por meio de um processo de bifurcagao simples. Um
ramo da solugao perde estabilidade enquanto outro ganha. Para Rayleigh superior a
um valor critico, foi encontrada apenas uma solucao estavel e que perde estabilidade
via uma bifurcacao de Hopf conforme o ntimero de Rayleigh aumenta.

STORESLETTEN e TVEITEREID [42] estudaram a convecgao natural em um
cilindro circular horizontal poroso com parede aquecida de maneira nao uniforme,
a fim de estabelecer uma temperatura linear na diregao vertical, com secoes finais
perfeitamente isoladas. Concluiu-se que para cilindros longos com comprimento
adimensional L > 0,86, um fluxo tridimensional tinico foi observado no inicio da
conveccao, enquanto para cilindros curtos (L < 0,86), a convecgao foi bidimensi-
onal. Neste caso, o estado de conducao bifurca-se em duas solugoes convectivas
qualitativamente diferentes. Uma das solugoes fornece um padrao de fluxo simétrico
consistindo em dois vértices de rotagoes contrarias, enquanto o fluxo da segunda
solucao consiste em trés vortices.

STEWART e BURNS [43] investigaram numericamente as caracteristicas do
fluxo de conveccao natural em regime estacionario e as distribuicoes de temperatura

para um anel horizontal bidimensional contendo um meio poroso com geracao de
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calor de forma uniforme. As equacoes governamentais dependentes do tempo foram
nao dimensionadas e transformadas em uma forma explicita de diferencas finitas.
As equacoes de diferencas finitas foram obtidas a partir de expansoes truncadas das
séries de Taylor, utilizando um esquema de diferencas centrais. Uma condigao de
fluxo multicelular foi encontrada a partir de condicoes de parede isotérmica com
temperatura igual. As células contrarias e de baixa intensidade se desenvolveram a
medida que a taxa de geracao de calor aumentou. A simetria invertida nos padroes
de fluxo e nas distribui¢oes de temperatura ocorreu quando a condicao de parede
isotérmica aquecida mudou de uma parede do cilindro para a outra.

GARG e SZERI [44] desenvolveram um estudo numérico do fluxo de convecgao
natural em um anel cilindrico horizontal com o objetivo de estabelecer a utilidade
da formulacao Galerkin-Spline para problemas de conveccao natural. O anel possuia
paredes isotérmicas e o fluido apresentava propriedades materiais constantes, exceto
pela sua densidade; a variagao de densidade foi incorporada por meio da aproximagao
de Boussinesq. Duas formulacoes foram empregadas: a formulacao de velocidade e a
formulagao de fungao corrente. Conseguiu-se demonstrar a utilidade da formulagao
Galerkin-Spline para o problema e, em comparagao com dados publicados, mostrou-
se que ela levava a uma maior precisao do que o método das diferengas finitas.
Também se demonstrou que a formulacao de funcao corrente era computacional-
mente superior a formulacao de velocidade. Nao se encontrou bifurcagao do estado
bésico até 60.000 no nimero de Grashof, mesmo sem a suposicao a priori de sime-
tria sobre o plano vertical. Esse ultimo resultado constratou nitidamente com os
resultados obtidos quando material poroso preenchia o anel.

Estudos conduzidos por BARBOSA MOTA e SAATDJIAN [45] [46, [47] inves-
tigaram a convecgao natural em uma camada porosa entre cilindros concéntricos

e cilindros excéntricos horizontais através de um método numérico para resolver as
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equacoes de Darcy-Boussinesq bidimensionais em uma malha muito fina. Os estudos
mostraram que quando R esta acima de 1,75, a transicao de um regime de fluxo de
duas células para quatro células depende se o nimero de Rayleigh ¢ aumentado ou
diminuido e um circuito fechado de histerese é formado associado a transicao de um
padrao de fluxo para o outro. Para razoes de raio pequenas (R < 1,75), regimes de
fluxo em estado estacionario contendo duas, quatro, seis e oito células sao obtidos
progressivamente na camada porosa conforme o nimero de Rayleigh é aumentado,
mas nenhum comportamento de histerese foi observado. Os estudos também mos-
traram que a reducao da razao do raio aumenta a estabilidade do fluxo, mudando
os efeitos convectivos para numeros de Rayleigh mais altos.

GUJ e STELLA [48] estudaram numericamente a dinamica de fluido e os cam-
pos térmicos em um anel bidimensional entre cilindros excéntricos horizontais, sob
condicoes laminares e estacionarias. Observaram que a excentricidade horizontal
do cilindro interno gerou, em contato com resultados numéricos conhecidos, uma
taxa de fluxo azimutal nao nula no canal entre os dois cilindros e alterou subs-
tancialmente o campo térmico e a geometria da pluma. Trés mecanismos basicos
para a formacao de padroes em anéis excéntricos foram encontrados, dependendo
do nimero de Rayleigh: condugao, que é dominante para Ra baixos; conveccao; e o
fluxo azimutal global, que se tornam mais relevantes para Ra intermediarios e altos.
Esses dois iltimos mecanismos sao opostos, de forma que uma inclinacao horaria ou
anti-hordaria da pluma e das linhas de corrente na regiao superior pode ser induzida
em Ra intermediarios e altos, dependendo de qual desses dois mecanismos prevalece.

YOO [49] investigou numericamente os fenomenos de bifurcagao e a existéncia
de solucoes duplas na convecgao natural em um anel horizontal para fluidos com
0,3 < Pr < 1. O fluido estava contido entre dois cilindros circulares concéntricos

horizontais infinitos, sao mantidos a diferentes temperaturas uniformes. Foi ob-
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servado que quando o numero de Rayleigh excedeu um valor critico, dois tipos de
padroes de fluxo, denominados pelo autor como ”fluxo descendente”e ”fluxo ascen-
dente”, que sao caracterizados pela direcao do fluxo do fluido na parte superior do
anel, se manifestaram. Também foi visto que a medida que o nimero de Prandtl
aumentava, o numero de Rayleigh critico, acima do qual tanto o fluxo ascendente
quanto o fluxo descendente existem, diminuia. A distribuicao de temperatura do
fluxo descendente difere significativamente daquela do fluxo ascendente, exceto na
parte inferior do anel. Além disso, o numero de Nusselt global do fluxo descendente
¢ maior do que o do fluxo ascendente, e a diferenca diminuiu & medida que o niimero
de Prandtl aumentou.

SCURTU et al. [50] analisaram teoricamente a convecgao livre estacionaria bidi-
mensional em um meio poroso saturado confinado entre dois cilindros concéntricos
horizontais através do uso de uma expansao de perturbacao regular. A aproximacao
de Darcy-Boussinseq foi adotada e assumiu-se que o fluxo era conduzido por um
gradiente de temperatura vertical constante. As anélises mostraram que para uma
dada espessura relativa da regiao anular, o fluxo convectivo do fluido permitiu encon-
trar regimes de fluxo com quatro células dependendo do niimero de Dacry-Rayleigh
critico.

SHU et al. [51] realizaram um estudo numérico sobre a transferéncia de calor
convectiva natural em um anel excéntrico horizontal entre um quadrado externo
isotérmico e um cilindro interno circular isotérmico aquecido usando o método da
quadratura diferencial (DQ).

MIZUSHIMA et al. [52] elaboraram um estudo tedrico, assumindo campos de
fluxo bidimensionais e incompressiveis, sobre transicoes de convecgao natural em um
anel entre cilindros concéntricos horizontais. Foi estabelecido que o cilindro interno é

mantido a uma temperatura superior em relacao a temperatura do cilindro externo,
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e por meio de simulagoes numéricas foi confirmada a existéncia de solucoes duplas
estaveis para numeros de Rayleigh maiores do que um determinado valor critico.

YOO [53] investigou a conveccao natural em um anel horizontal onde uma parede
apresenta fluxo de calor constante para os fluidos de 0,2<Pr<1. O cilindro externo
foi mantido a uma temperatura constante, e o cilindro interno foi aquecido com
um fluxo de calor constante. Usando uma abordagem numérica para resolver as
equagoes transientes que regem os campos de fluxo e temperatura, foi mostrado que
existem solugoes estaveis duplas acima de um numero de Rayleigh critico.

KUMARI e NATH [54] estudaram o fluxo de convecgao natural ndo estacionario
de um anel cilindrico horizontal preenchido com um meio poroso. As equacoes de
Navier-Stokes, juntamente com a equacao de energia que governa o fluxo de con-
vecgao natural nao estacionario, foram resolvidas pelo método de volumes finitos.
Verificaram que, quando a temperatura do cilindro externo foi repentinamente re-
duzida, ocorreu uma mudanca na direcao da transferéncia de calor em um pequeno
intervalo de tempo imediatamente apos a reducao impulsiva da temperatura da pa-
rede. Nenhum fenomeno semelhante foi observado quando a temperatura da parede
do cilindro externo foi repentinamente aumentada. O estado estaciondrio final foi
alcancado apds determinado instante de tempo. Os resultados mostraram que o anel
completamente preenchido com um meio poroso apresentou a melhor eficacia de iso-
lamento. A convecc¢ao no anel horizontal foi confinada principalmente nas regioes
superior e inferior. Portanto, apenas essas regioes deveriam ser isoladas. No caso de
um anel parcialmente preenchido com material poroso, isolar a regiao préxima ao
cilindro externo foi mais eficaz do que isolar a regiao préxima ao cilindro interno.
Também relataram que o efeito do niimero de Darcy na transferéncia de calor foi
mais pronunciado do que o efeito do nimero de Grashof.

ALDOSS [55] investigou a convecgao natural em um anel horizontal preenchido

20



com meio poroso de permeabilidade varidvel. Dois casos foram considerados: va-
riacao da permeabilidade do meio poroso na direcao radial e na direcao tangencial.
A solugao numérica foi obtida utilizando o método dos volumes finitos. Verificou-se
que a variacao da permeabilidade teve uma influéncia significativa nos perfis de ve-
locidade e nos perfis de temperatura. Isso afeta as caracteristicas de transferéncia
de calor e pode ser utilizado em aplicagoes de melhoria da transferéncia de calor.

YUAN et al. [56] apresentaram uma investigacao da convecgao natural em anéis
concéntricos horizontais de formato interno variavel, onde as superficies interna e
externa foram mantidas a uma temperatura constante. Foi observado que a presenca
de cantos nos anéis quadrados e triangulares e o maior espaco superior no anel
eliptico melhoraram o desempenho da transferéncia de calor em comparacao com o
anel cilindrico.

ABAHRI et al. [57] estudaram a convecgao bidimensional acoplada com o pro-
cesso de termodifusao. O estudo abordou uma investigacao tedrica e numérica da
separacao de espécies em uma mistura liquida binaria saturando um espaco anular
poroso horizontal, onde o cilindro interno foi aquecido isotermicamente. A resolugao
analitica foi realizada utilizando o método de perturbacao como funcao do tempo
versus os parametros fisicos correspondentes (nimeros de Rayleigh e Lewis, etc.).
Os resultados revelaram que a separacao pode ser aumentada com um valor 6timo
para pequenos valores do numero de Rayleigh. Além disso, esses valores sao menos
importantes do que o valor critico de Rayleigh, que leva a perda da estabilidade do
fluxo unicelular encontrada na literatura.

ROY e GORLA [58] investigaram a convecgao natural em um reator delimitado
por dois cilindros concéntricos e preenchido com meio poroso nao-Darcy saturado
com um fluido gerador de calor por meio de uma reagao exotérmica. As equagoes

transformadas foram resolvidas usando o método das diferencas finitas. Um es-
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tudo detalhado do fluxo e campos térmicos e a transferéncia de calor nas pare-
des interna e externa do anel foi conduzido para uma ampla gama de parametros
fisicos, tais como, o nimero de Darcy, parametro de arrasto de Forchheimer, niimero
de Frank-Kamenetskii, nimero de Rayleigh e raio externo do anel. Dois vértices
contra-rotativos foram observados em cada metade do anel. Foi verificado a par-
tir das variagoes das linhas de corrente e isotérmicas que para valores mais altos
dos parametros fisicos os vortices externos moveram-se para cima e a temperatura
maxima foi observada no topo do anel. No entanto, para parametros fisicos com
valores mais baixos, os vortices internos e externos ocorreram na mesma linha e as
isotermas tornaram-se quase concéntricas. Com o aumento do nimero de Darcy e
do nuimero de Rayleigh, o valor maximo da magnitude do nimero de Nusselt nas
paredes interna e externa aumentou, enquanto seu valor minimo diminuiu.
SANTOS et al. [59] realizaram um estudo bidimensional preliminar sobre con-
veccao natural conjugada em uma cavidade cilindrica horizontal contendo um corpo
quadrado gerador de calor envolto em ar, cujo valor do niumero de Prandtl é 0,7.
O regime de escoamento laminar foi adotado e os resultados numéricos, conside-
rando uma variacao do nimero de Rayleigh de 10% a 107, foram obtidos por meio
de simulagoes em um software comercial apds testes de convergéncia de malha. Foi
observado que o nimero de Nusselt aumenta de acordo com o nimero de Rayleigh.
JA e CHEDDADI [60] estudaram numericamente o efeito combinado de diferen-
tes tipos de condicoes iniciais e a variacao do nimero de Rayleigh nas caracteristicas
da conveccao termossolutal em um anel horizontal preenchido com um meio poroso
saturado por um fluido binario. A equacao de Darcy, as equagoes de conservacao de
energia e concentragao de espécies sao resolvidas pelo Método da Direcao Implicita
Alternada (ADI), baseado na discretizacao por Diferenga Finita Central. Os resul-

tados numéricos em regime estacionario, utilizando trés tipos de condicoes iniciais,
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mostram que diferentes padroes de fluxo multicelular sao obtidos com o aumento do
niumero de Rayleigh.

TOUZANI et al. [61] investigaram numericamente a convec¢ao natural em um
anel cilindrico horizontal com dois blocos de aquecimento, de forma trapezoidal
invertida, colocados em uma posicao mediana, de forma global e por zona, distin-
guindo trés zonas: superior, central e inferior. Um fluxo bi-vértice foi observado e a
influéncia de cada vértice na transferéncia de calor foi analisada. O fluxo de calor e
a taxa de transferéncia calculados por zona (superior, central e inferior) mostraram
que a transferéncia de calor era mais importante para a zona superior do anel. Com-
parado a configuracao sem blocos, a presenca de blocos contribuiu para a melhoria
geral da transferéncia de calor. Essa melhoria foi observada na zona inferior (efeito
vortice inferior) e na central. Para a zona superior, apesar de sua importancia, a
transferéncia de calor foi deteriorada.

Alguns poucos estudos consideraram a condi¢ao de contorno de isofluxo na parede
interna. KUMAR [62] ¢ KUMAR e KEYHANI [63] estudaram a transferéncia de
calor por conveccao natural em anéis horizontais com cilindros internos com fluxo

de calor constante e cilindros externos mantidos a temperaturas constantes.

Existem alguns estudos sobre os efeitos da conveccao natural com particoes ou
setores preenchidos por meio poroso, como defletores radiais (LAI [64]), partigdes
azimutais em um anel horizontal (NISHIMURA et al. [65]), setores anulares esféricos
(BAYTAS et al. [66]) , e anel concéntrico composto (LEMOS e MASCIARELLI [67]).
No entanto, até onde sabemos, o efeito do angulo azimutal do setor na convecgao
natural em um setor anular horizontal contendo meio poroso gerador de calor nao

foi investigado sistematicamente na literatura.
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2.2 Técnica da Transformada Integral Generali-

zada

A Técnica da Transformada Integral Generalizada (em inglés, Generalized Integral
Transform Technique - GITT) é uma metodologia hibrida numérico-analitica deri-
vada da Técnica de Transformagao Integral Classica (em inglés, Classical Integral
Transform Technique - CITT), cuja evolugao a partir do Método de Separacao de
Varidveis e sua metodologia foram sintetizados em OZISIK [68].

Embora a CITT seja capaz de lidar com problemas nao homogéneos, dificuldades
sao encontradas na busca pelas solugoes de problemas nao transformaveis, ou seja,
problemas onde nao é possivel encontrar uma base de expansao de fungao prépria
que leve a um sistema transformado dissociado apds a transformagao integral. Um
problema diferencial parcial pode se tornar nao transformavel devido a varias cir-
cunstancias, como no caso de problemas de difusao-conveccao, presenca de termos
nao lineares nas condicoes de contorno, nos coeficientes da equagao ou no termo
fonte, conforme evidenciado por COTTA et al. [69].

A GITT surge como uma alternativa para a CITT na resolugao de uma grande
variedade desses problemas nao-transformaveis, incluindo as formulagoes nao line-
ares mais usuais em aplicagoes em mecanica dos fluidos e transferéncia de calor,
além de apresentar um desempenho computacional eficiente e oferecer controle de
precisao. Inicialmente desenvolvida por COTTA [70] e COTTA e OZISIK [71] e sis-
tematicamente desenvolvida posteriormente por SERFATY e COTTA [72],COTTA
[73], COTTA e MIKHAILOV [74], COTTA [75] .

Essa técnica hibrida, que usa expansoes de autofungao truncadas (COTTA e
MIKHAILOV [76]), é particularmente interessante para fins de referéncia e validagao

(benchmark). O método retém as mesmas caracteristicas de uma solu¢ao puramente
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analitica, dado o aspecto de controle automatico do erro (COTTA [77]), tendo sua
aplicacao, tanto na transformacao das equacoes quanto na implementacao do codigo
computacional, e obteve um enorme impulso com o surgimento de pacotes para com-
putagao simbdlica-numérica como o Mathematica (WOLFRAM [7§]), que, inclusive,
possibilita imediata visualizacao dos resultados devido aos seus recursos gréficos.

O método da Transformada Integral Generalizada é aplicado iniciando-se pela
identificagao do problema de autovalor associado mais adequado ao fenémeno em
estudo. Nesse processo, uma equacao diferencial parcial com condigoes de contorno
apropriadas ¢ formulada e as solucoes correspondentes, ou seja, as autofuncoes e os
autovalores, sao encontradas.

Em seguida, as transformadas integrais adequadas para cada campo de interesse
no problema sao selecionadas. Pares de transformadas e inversas sao encontrados,
permitindo a conversao das equagoes diferenciais parciais em equacoes diferenciais
ordindrias. A escolha das transformadas depende das propriedades do problema e
das caracteristicas desejadas da solucao.

Apo6s a escolha das transformadas, ocorre a transformagao integral do problema
diferencial parcial, utilizando-se as formulas inversas nos termos nao transformaveis.
Em casos nos quais o sistema diferencial ordinario resultante é infinito, realiza-se
um truncamento apropriado para reduzir o sistema a um nimero finito de equacoes.

A solucao numérica é entao calculada para obter os potenciais transformados,
que representam os resultados intermediarios obtidos apds a transformacao inte-
gral. Por fim, as formulas analiticas de inversao sao aplicadas para obter os campos
originais desejados. Nessa etapa, ocorre a inversao das transformadas aplicadas
anteriormente, convertendo as solucoes do dominio transformado para o dominio
original (ALVES, L. S. B. [79]).

Portanto, a Técnica da Transformada Integral Generalizada propoe relaxar a
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exigéncia de uma transformacao integral exata que resulte em um sistema diferencial
transformado néo acoplado. Em vez disso, um problema auxiliar (de autovalor), que
pode ser ou nao caracteristico do problema original, é selecionado para desenvolver
o par transformada-inversa. A transformacao integral é entao aplicada, produzindo
um sistema diferencial ordinério infinito e acoplado. Apds truncar o sistema em uma
ordem suficientemente alta para garantir a precisao necessaria, o sistema diferencial
ordinario é resolvido numericamente utilizando algoritmos estabelecidos. A férmula
explicita de inversao, portanto, fornece uma representagao analitica para as variaveis
independentes restantes que foram eliminadas pela transformacao integral.

A GITT tem se mostrado uma ferramenta computacional poderosa para a solucao
de problemas com contornos moveis, como estudados por GUERRERO e COTTA
[80] e GUIGON et al. [81], problemas com propriedades fisicas varidveis, como em
MACHADO e COTTA [82], problemas com condicoes de contorno nao lineares como
apresentado por COTTA et al. [83], problemas com termos fonte, conforme AN
et al. [84], problemas com cavidades completamente preenchidas com meio poroso
(ALVES e COTTA [85], ALVES et al. [86], MACHADO DOS SANTOS et al. [87])
ou parcialmente preenchidas com meio poroso (HIRATA et al. [88, 9], LISBOA
et al. [90], LISBOA e COTTA [91]) e problemas que nao consideram meio poroso,
como em LEAL et al. [92], 03].

Resumidamente, COTTA [04] evidenciou as diversas vantagens importantes que
este método oferece. Sua abordagem hibrida numérico-analitica concentra o es-
forco computacional na integracao numérica de sistemas de equacoes diferenciais
ordinarias (EDOs), uma tarefa bem consolidada mesmo para sistemas rigidos. A
ampla disponibilidade de solucionadores de EDOs e sub-rotinas cientificas simpli-
fica a implementagao computacional do método. Além disso, o controle automatico

de erro global permite trabalhar com precisao definida pelo usuario, otimizando
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o esfor¢co computacional. O método também lida eficientemente com dominios de
formas irregulares, seja por meio da descricao das superficies de contorno ou pela
decomposigao em regioes regulares.

Este método pode ser extendido a situagoes multidimensionais (LISBOA et al.
[95]), com um aumento moderado do esforgo computacional. Dada a natureza
hibrida desta técnica, a tarefa numérica é sempre reduzida a integracao de um
sistema diferencial ordinario em uma tinica variavel independente restante, uma vez
que a parte analitica do procedimento de solucao é empregada sobre todas menos
uma variavel independente.

PEREZ-GUERRERO [96] utilizou a GITT para resolver as equagoes de Navier-
Stokes em formulacao de funcao corrente somente, para um escoamento incom-
pressivel, em regime estaciondrio e laminar, bidimensional em uma cavidade de
secao quadrada de comprimento infinito na qual a tampa superior movia-se a uma
velocidade constante unitaria. Através de uma formulacao biharmonica foi possivel
obter um problema auxiliar simples, que permitiu transformar o problema diferen-
cial parcial em um sistema diferencial ordindrio nao-linear acoplado capaz de ser
resolvido com reduzido esfor¢co de implementacao computacional.

SERFATY e COTTA [97] apresentou uma abordagem numérico-analitica
hibrida, baseada em desenvolvimentos na técnica de transformada integral generali-
zada, para a solucao de uma classe de problemas nao-lineares de convecc¢ao-difusao
transiente. A equacao diferencial parcial original foi transformada integralmente em
um sistema enumeravel de equacoes diferenciais ordinarias nao-lineares acopladas,
que foi resolvido numericamente para os potenciais transformados. A convergéncia
da andlise hibrida foi ilustrada ao considerar a equagao nao-linear unidimensional de
Burgers, que tipicamente representa a competicao entre conveccao e difusao com um

modelo matematico simples. O comportamento de convergéncia da analise hibrida
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foi entao investigado, para tamanhos crescentes do sistema de EDO truncado, e
comparado criticamente com uma solucao semi-discreta para diferentes valores dos
parametros governantes.

BAOHUA e COTTA [98] aplicaram a GITT para estudar a convecgao natural
em estado estacionario em um involucro retangular vertical poroso saturado subme-
tido a geracao interna uniforme de calor. As solugoes foram obtidas na formulacao
da funcgao corrente e temperatura e os resultados foram comparados com solugoes
puramente numéricas relatadas previamente na literatura. Observou-se que perto
das paredes frias, o movimento convectivo tornou-se mais importante e as isotermas
ficaram mais espagadas. O ponto maximo da fungao corrente () estd mais préximo
do topo e o padrao de fluxo é assimétrico na direcao vertical. As linhas isotérmicas
sao mais planas na parte superior do recinto e mais paralelas na parte inferior, onde
predomina a condugao.

MACHADO e COTTA [99] trataram as equagdes da camada limite bidimensio-
nal estacionaria, para fluxo simultaneo de calor e fluido dentro de dutos, através da
técnica generalizada de transformada integral. O fluxo estava sujeito a uma tempe-
ratura uniforme nas paredes e condi¢oes uniformes na entrada, tanto para os campos
de velocidade quanto de temperatura.

PEREZ GUERRERO e COTTA [100] estudaram o fluxo laminar estaciondrio
incompressivel bidimensional de um fluido newtoniano, desenvolvido dentro de um
canal de placas paralelas, com uma distribuicao uniforme de velocidade longitudinal
na entrada, tanto para fluxo paralelo quanto para fluxo irrotacional. Como esperado,
em abordagens do tipo expansao em funcgoes proprias, a convergéncia melhora a

medida que se afasta da entrada do duto.

PEREIRA et al. [101] estudou o desenvolvimento hidrodinamico de um fluido

newtoniano que flui através de um canal anular concéntrico sob regime laminar
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estacionario considerando escoamento incompressivel e axissimétrico. Os resultados
numéricos obtidos demonstraram excelentes caracteristicas de convergéncia desse
método hibrido. Comparacoes criticas com a formulacao da camada limite foram
fornecidas e um conjunto de resultados de benchmark foi produzido, para diferentes
valores do nimero de Reynolds, a saber, Re = 0, 40, 300, 1000 e 2000, para cobrir
uma ampla gama de parametros governantes e permitir comparagoes com resultados
relatados anteriormente, obtidos através da formulacao da camada limite

SOUZA et al. [102] aplicou GITT & versao transitéria do problema cldssico da
cavidade quadrada preenchida com ar e aquecida diferencialmente, considerando as
propriedades do fluido como funcoes da temperatura. A validade do procedimento
computacional foi confirmada pela comparacao dos resultados com dados previa-
mente relatados para propriedades constantes do fluido. A solucao para proprie-
dades variaveis do fluido, utilizando a aproximacao de Boussinesq, foi apresentada
para varios valores de inclinacoes, com um nimero de Rayleigh de 10? ¢ um ntimero
de Prandtl de 0,71, demonstrando a capacidade da GITT em capturar a formacao
e evolugao de células circulantes a um baixo nimero de Rayleigh. Também foram
propostas novas correlacoes para o angulo de inclinacao e a razao de aspecto.

LISBOA et al. [90] analisaram a convecgao natural dentro de uma cavidade re-
tangular parcialmente preenchida com um meio poroso gerador de calor através
da Técnica de Transformacao Integral Generalizada (GITT), e utilizaram controle
automatico de erros para resolver as equacoes de fluxo laminar e energia. Foi con-
siderado um meio heterogéneo com propriedades fisicas espacialmente variaveis e
termos de origem que explicam a transicao abrupta das duas regides. A anélise
mostrou que aumentos no numero de Rayleigh com a constante geracao interna de
calor diminuem a temperatura maxima dentro da cavidade, permitindo o desenvol-

vimento de vortices mais fortes. Além disso, diminuir a proporcao também tem
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efeitos positivos no resfriamento da cavidade.

FU et al. [103] propuseram a técnica de transformagao integral generalizada para
investigar o comportamento natural da conveccao estacionario em um cilindro ver-
tical, com geracao interna de calor uniforme, sob diferentes condi¢oes de contorno,
tais como, paredes adiabaticas e isotérmicas. A andlise de convergéncia mostrou
que a presente técnica analitica-numérica hibrida tem um bom desempenho de con-
vergéncia em ordens de truncamento relativamente baixas no campos de temperatura
e funcao corrente. Observou-se que o numero de Rayleigh tem efeitos significativos
nos componentes de velocidade, tanto nas condigoes de contorno isotérmica quanto
adiabatica. Com o aumento do nimero de Rayleigh, as velocidades radial e axial
aumentaram linearmente. Além disso, os componentes de velocidade aumentaram
mais rapidamente na condicao de contorno adiabatico. Também foi constatado que
os efeitos do niimero de Rayleigh na distribuicao de temperatura foram insignifican-
tes.

PEREIRA et al. [104] investigaram a convecgdo natural em cavidades anula-
res horizontais através da GITT considerando um fluxo em estado estacionario,
regime laminar, bidimensional. Casos de teste para diferentes razoes de aspecto e
numero de Rayleigh foram validados com dados experimentais de Kuehn e Goldstein.
Encontrou-se uma méxima desvio relativo de 5% comparando os resultados da GITT
para o numero de Nusselt médio com os dados experimentais, enquanto um desvio
relativo méaximo de 8% foi encontrado ao comparar com uma correlacao empirica
dos mesmos autores. Os autores concluiram que a solu¢ao GITT com o problema
de autovalor na coordenada angular apresentou melhores taxas de convergéncia do
que a expansao de autofuncoes mais usual na variavel radial. Isso ocorreu devido
as condicoes de contorno originalmente homogéneas na direcao angular, que nao

requeriam filtragem para aprimoramento da convergéncia, ao contrario da filtragem
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necessaria na direcao radial que introduziu um termo fonte na equacao filtrada para
a funcao de corrente.

Neste trabalho, a GITT é aplicada para resolver as equagdes governantes em
funcao da temperatura e funcao corrente, combinando o método da transformada
integral generalizada com o método das diferengas finitas. Excelente convergéncia
é mostrada tanto para a funcao corrente quanto para a temperatura em todos os
casos abordados. Sao observados efeitos significativos do angulo do setor no padrao
do fluxo de convecgao natural, bem como nos valores maximos de temperatura e

funcao corrente.
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Capitulo 3

Metodologia

As equacgOes governantes que regem a conveccao natural sao as relativas a con-
servacao de massa, momentum e energia. Tais equagoes sofrem adaptacoes corres-
pondentes a natureza do fluido em questao, seja ele compressivel ou incompressivel,
levando em consideracao a caracterizagao do escoamento,bidimensional ou tridimen-
sional, e consideracoes especificas relacionadas a analise do empuxo.

Este capitulo apresenta as formulagoes matematicas para todos os problemas
fisicos abordados nesta tese e seus respectivos métodos de solucao. Inicialmente
uma formulacao geral é apresentada, seguida pelas formulacoes especificas para cada
problema fisico, que sao: conveccao natural em regime estacionario com geracao
volumétrica de calor, conveccao natural em regime estacionario com aquecimento
diferenciado e conveccao natural em regime transiente com geracao volumétrica de

calor.

3.1 Aproximacao de Boussinesq

A aproximacao de Boussinesq é uma simplificacdo comumente utilizada na

dinamica dos fluidos, especialmente em problemas de convec¢ao natural, onde as
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variacoes de densidade de um fluido sao pequenas e ocorrem principalmente devido
a mudancas de temperatura.

A densidade do fluido (p) é tratada como constante em todas as equages do
movimento, exceto no termo de flutuabilidade, que envolve a forca de gravidade.
Isso significa que as variagoes de densidade devido a temperatura sao desprezadas
em quase todos os termos, exceto onde elas causam um efeito significativo, como na
forca de empuxo que dirige a conveccao. Dessa forma, a densidade é linearizada em

torno de um valor de referéncia p,, de acordo com a Eq. (3.1)):

p(T) = po(1 = B(T — To)), (3.1)

onde T é a temperatura local, Ty é a temperatura de referéncia e 5 é o coeficiente
de expansao térmica volumétrica do fluido.

A principal vantagem é que ao tratar a densidade como constante na maioria dos
termos, a aproximagcao simplifica a analise matematica e computacional dos proble-
mas de convecgao. Essa aproximacao é valida para muitos problemas praticos em
que as variacoes de densidade sao pequenas,ou seja, quando a variacao da massa
especifica é regida apenas por pequenas variacoes de temperatura, como na con-
veccao natural de ar ou agua em ambientes onde as diferencas de temperatura sao
moderadas.

Contudo, a aproximacao nao ¢é valida quando as variagoes de temperatura sao
grandes o suficiente para causar variagoes significativas na densidade, o que pode afe-
tar a precisao dos resultados. Também nao é apropriada para fluidos compressiveis,
onde as mudancas de densidade nao podem ser desprezadas, nem para fluxos de alta

velocidade, onde os efeitos de compressibilidade sao relevantes.
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3.2 Equacoes governantes generalizadas para re-

gime transiente e regime estacionario

Sob a aproximacao de Boussinesq para conveccao natural, que ignora diferencas
de densidade, exceto onde elas aparecem em termos multiplicados pela aceleragao
devido a gravidade e a lei de Darcy para meios porosos, que ¢ valida apenas quando
os efeitos de forcgas inerciais e difusao de vorticidade perto de limites sélidos podem
ser negligenciadas, as equagoes governantes para conveccao natural em um meio
poroso isotrépico com propriedades constantes, podem ser descritas pelas seguintes

equacoes:

V-7 =0, (3.2a)
Kbov K -
Eaa‘i‘v— _;(Vp_fm(l_ﬁ(T_TO))g)a (32b>
T
PCp <b88_t +7- VT) = kV2T + ¢", (3.2¢)

onde b = 0 para o problema estacionario e b = 1 para o problema transiente, K é
a permeabilidade, ® ¢ a porosidade, v ¢é a viscosidade cinemética, y é a viscosidade
dinamica, o coeficiente de expansao térmica, py a densidade, Ty a temperatura de
referéncia, ¢, calor especifico, k condutividade térmica e ¢ a taxa volumétrica de
geracao de calor.

Em uma cavidade anular horizontal, o sistema de coordenadas cilindricas é ado-
tado. Para um problema bidimensional, temos

10(ru) 10v
o Trae =0 (3.3a)
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Kbau+u__5 op
@ ot B

o + po(1 = B(T — Tp))g cos 9) , (3.3b)

K bov K (10p )
Ega—i‘v— —g <;%—p0(1—ﬁ(T—To))gSIIl9) 3 (33C)
oT or wvoT o?’T 10T 10°T

o (ba“ﬁ*;%) =" (W+FE+EW) tan o (33d)

onde u e v sao as componentes radial e azimutal da velocidade, respectivamente.

3.2.1 Formulacao em funcao corrente

A utilizagao da formulacao de funcao corrente 1 neste trabalho é justificada pela
sua capacidade de reduzir o nimero de equagoes a serem resolvidas. Ao satisfazer au-
tomaticamente a equacao da continuidade, essa abordagem viabiliza a simplificacao
das equagoes de quantidade de movimento para uma tnica expressao, eliminando a

pressao durante esse processo.

1oy o

U= V=g (3.4a,b)

Derivando a Eq. (3.3b) em 6 e a Eq. (3.3c) em r e subtraindo uma da ou-

tra, temos a equacao da quantidade de movimento em termos da funcao corrente,

representada pela Eq. (3.5)).

2 2 2 2
bgg(a_w+1a_w+ 18¢)+((9_¢+18_¢+ 1(91#)_

ot \ Or? ror | 12002 or2  ror 12002 (3.5)
upo I\ or 00 )

Usando a funcao corrente, podemos escrever a equacao da conservacao de energia
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conforme a Eq. ({3.6]).

0*T 10T 1 9*T

:k(W—F;E—Fﬁw)—Fq. (3.6)

or  1090T 104 0T
P\ T 00 0r ¥ or 00

3.2.2 Formulagao adimensional

As equacoes que governam o estudo da conveccao natural sao, em geral, muito
complexas e a sua aplicagao se torna mais conveniente com a adimensionalizacao
das mesmas. Dessa maneira, é comum examinar o comportamento de escoamentos
de fluidos em cavidades com conveccao natural por meio da utilizacao de ntimeros
adimensionais. Portanto, para facilitar a resolucao dos problemas abordados, intro-

duzimos os seguintes parametros e variaveis adimensionais.

r T—TO ul vL 1/1
Lo — * _ * _ * 7
r I’ ATO y U CY’ v a) ¢ Oé’
(3.7a-j)
ta Pr 1 K gpB KAT,L
== =b—, Pr==—, Da=—, Ra="———.
2 X Do T YT av

O termo L é um raio de referéncia, o termo AT, representa a temperatura de
referéncia, o termo x é o coeficiente do termo transiente que é representado pela razao
da porosidade (®) com o nimero de Prandtl (Pr), pelo nimero de Darcy (Da). Os
simbolos «, 3, g, K, v e k denotam, respectivamente, a difusividade térmica efetiva,
o coeficiente de expansao térmica, a aceleracao gravitacional, a permeabilidade, a
viscosidade cinemdtica e a condutividade térmica efetiva.

Logo, a equacao da conservacao da quantidade de movimento na forma adimen-

sional é escrita como:
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bo (@ 106 LG\ (@0 106 10w
xot \or2  ror r200? o2 ror  r200?)

. 0T  cosBOT
—Ra (sm@a—{— " %)

(3.8)

A equacao da conservagao da energia na forma adimensional é escrita como:

oT 109 oT 10¢0T *T 10T 10*T R,

ot Tre0ar roro0 o2 ror r2oer T Ra’

(3.9)

K ///L3
onde Ra; = gﬁ—q
apk

3.2.3 Formulagoes especificas

A formulacao pode ser usada tanto em problemas com geragao interna de
calor e quanto problemas com aquecimento diferenciado por conta da definicao do
numero de Rayleigh escolhida para cada situacao. O numero de Rayleigh é um
numero adimensional, assim denominado em homenagem ao fisico inglés Lord Ray-
leigh e sua aplicagao ¢ geralmente realizada por meio dos valores de Rayleigh externo
(baseado na diferenca de temperatura das paredes laterais) e interno (baseado na
taxa volumétrica de geracao de calor).

Para problemas com geragao e paredes em uma mesma temperatura, a diferenca

q/// L2

k

de temperatura de referéncia é definida como AT, = . Assim, os dois nimeros
de Rayleigh sao idénticos Ra = Ra;.
Para problemas sem geracao de calor interna, mas com duas paredes em tempe-

raturas distintas T} e Ty, adotamos T, = T} e AT, = Ty — T. Assim, teremos as

temperaturas adimensionais de 0 e 1 nas duas paredes respectivamente.
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3.3 Conveccao natural em regime estacionario

com geracao volumétrica de calor

Consideremos a convecgao natural em uma cavidade anular horizontal bidimensi-

onal delimitada por superficies no raio interno r;, raio externo r, e angulos ¢, e s,

|5

como apresentado na figura [3.1]

W

Figura 3.1: Setor anular e sistema de coordenadas.

A cavidade é preenchida com um meio poroso, sujeito a aquecimento interno

" O meio poroso ¢ isotrdpico,

uniforme, com taxa volumétrica de geracao de calor ¢
homogéneo e saturado com um fluido incompressivel. As paredes internas e ex-

ternas sao mantidas a mesma temperatura constante e uniforme T,,, e as paredes

laterais em #; e # sao mantidas adiabaticas. Todas as propriedades termofisicas sao
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consideradas constantes.
Para o problema estacionario com geracao volumétrica de calor e paredes man-
tidas sob a mesma temperatura, podemos reescrever as equagoes (3.8)) e (3.9) da

seguinte forma:

2 2
8w+18_¢+16¢:_Ra(8T

oy 1 10% T 4 cos 0T
or2  ror 1?2062 or m r 00)’

em n<r<l, 6 <60<6, (3.10a)

10007 109 dT *T 19T 16T

_ot ot 1oh
c 000 rorod oz rar 2o T
em n<r<l, 6;<60<0, (3.10b)

onde 7 é o raio adimensional interno da cavidade e o raio de referéncia adotado na
adimensionalizacao das equacoes é o raio externo da cavidade.

As equagdes governantes estao sujeitas as seguintes condigoes de contorno:

W(n,0) = ¥(1,0) =0, T(n,0) = T(1,0) =0, (3.11a-d)

aT(T, 01> . 8T(T, 02)

U(r,01) = (r,62) =0, = = (3.11e-h)
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3.3.1 Problemas auxiliares

Para a aplicacao da técnica da transformada integral generalizada os problemas

auxiliares para a coordenada @ sao escolhidos:

d?x;(0)
doz

+M12X1(9):0, 0, <0 <0y,

XZ(QI) = 07 XZ(GZ) = 07 1= 1a 27 37 ..

para a funcgao corrente 1, e

d*1,(0) 5
e + A T,.(0) =0, 6 <6 <06,
dln(61) dl'n(02) B
=0 G =0 n=123 .

(3.12a)

(3.12b,c)

(3.13a)

(3.13b,c)

para a temperatura T', onde x;(0) e I',,(0) sao as autofungoes, u; e A, sdo os auto-

valores correspondentes.

As autofuncoes y;(6) sdo dadas por

5 ‘
xi(0) = /Esin(,ui@), i = g—;, i=1,2,3,...

onde Qf = (92 — 91.

As autofungoes I',,(0) sao dadas por

40

(3.14)

(3.15a)
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3.3.2 Transformada Integral Generalizada

Os problemas auxiliares permitem a definicdo do seguinte par de transformada

integral para a funcao corrente e a temperatura, respectivamente:

02
hy(r) :/ Xi(0)(r,0)d, transformada, (3.16a)
01
W(r,0) = in(Q)qﬁi(T), inversa, (3.16Db)
i=1
02
T, (r) :/ [,.(6)T(r,0)dd, transformada, (3.17a)
01
T(r,0) = ZFn(Q)Tn(r), inversa. (3.17b)
n=1

Aplicando a transformacao na direcao ‘¢, a Eq. (3.10a)) é operada por

092 Xi(0) —df, com a férmulas inversas (3.16b) e (3.17b|) aplicadas:
1

0 %(7’) + lawl(r) _ K _i(r> = —Ra (Z Qjj aj;y”) + % Z a:j _j(r)> )
i (3.18)

or? r or r? 4
Jj=1 j=1
1=1,2,3,
onde os coeficientes a;; e aj; sao dados por
02
ajj = / xi(6) sin(0)';(6)do, (3.19a)
01
02 ,
= [ xi0)cos )00 (3.100)
01

Analogamente, a Eq. (3.10a]) é operada por |, 0612 I[',,(0) _d#, com a férmulas inver-
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sas (3.16b)) e (3.17b)) aplicadas:

PTl) 10 Ay 4 fu= 300 B 20

or? r Or r? n or
7j=1 k=1
(3.20)
__ZZBTL]]‘CT]‘C(T) (;7" ) n = 172a37
7=1 k=1
onde os coeficientes f,, B, e B;‘ij sao dados por
hz/)m@wz¢@ (3.21a)
01
02 ,
Bmh—/‘rgmmwﬁgmw, (3.21b)
01
02 /
B [ Ta@r 000 (3210
01

As equagoes transformadas (3.18]) e (3.20)) s@o resolvidas considerando as seguin-

tes condigoes de contorno transformadas :

vi(n) =0, ¥(1)=0, i=1,2,3, .. (3.22a,b)

To(n) =0, T,(1)=0, n=123,.. (3.22¢,d)
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3.3.3 Solucgao por diferencas finitas das equacgoes transfor-
madas

O método das diferencas finitas é um método numérico bem estabelecido e foi
escolhido por sua simplicidade para resolver problemas de transferéncia de calor com
baixo custo computacional que nao podem ser tratados por analise exata devido as
nao linearidades [105].

Para fins computacionais, as expansoes de autovalores sao truncadas em uma
ordem finita N. As equacoOes transformadas e juntamente com as
condicoes de contorno transformadas sao resolvidas pelo método das dife-
rengas finitas na diregao . O intervalo [n, 1] é discretizado em uma malha uniforme
com M + 1 nés, onde 1, = n+ mAr e Ar = (1 —n)/M. Usando o esquema de
diferenca finita central de segunda ordem [68], Eqgs. e sao discretizadas

da seguinte forma:

Vim1 — 20im + Yim—1 n ii/ji,mﬂ — Vim—1 _ LM%/_J‘ _
Ar? T'm 2Ar p2 e
N - — N
j—vjﬂn'f'l — j—jjvm_l 1 *

i=1,2,.,N, e m=12..,M-1, (3.23a)

Tn m+1 2T‘nm + Tn m—1 1 Tn m+1 — Tn m—1 1 2
3 ’ ) — ’ J — _)\ Tnm —
Ar? + T 2Ar rz "

N N - - - -
1 - Tm - T'mf 7 wkm 1= wkmfl ra
— 1> > (B, gl Zgmel g T et : —

(rm) , ( ik Vhm 2Ar ngk =gk 2Ar Jrs

n=12..,N, e m=12..,M—1, (3.23b)
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onde ; ,, denota v;(r,,) e T, denota T, (r,,).
As equagoes ([3.23]) junto com condigbes de contorno discretizadas sdo pronta-

mente resolvidas para obter os ponteciais transformados v; ,, e T},,,. As férmulas

inversas ([3.16b)) e (3.17b]) sdo entao aplicadas para obter os resultados finais para a

temperatura e funcao corrente originais. Todos os cédlculos sao implementados por

meio do software Mathematica.
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3.4 Conveccao natural em regime estacionario

com aquecimento diferenciado

Consideremos a convecgao natural em uma cavidade anular horizontal delimitada
por superficies no raio interno r;, raio externo r,, e angulos 6, e 6, como apresen-

tado na figura [3.2]

Figura 3.2: Setor anular e sistema de coordenadas

A cavidade é preenchida com um meio poroso, aquecido pela parede interna, com
temperatura prescrita 7;. O meio poroso € isotrépico, homogéneo e saturado por
um fluido incompressivel. A parede externa é mantida em uma mesma temperatura

constante e uniforme T, e as paredes laterais em 6, e 6y sao adiabaticas, ou seja,
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a transferéncia de calor é desprezivel. Todas as propriedades termodinamicas sao
consideradas constantes.
Para o problema estacionario com aquecimento diferenciado sem geragao vo-

lumétrica de calor, podemos reescrever as equagoes (3.8) e (3.9)) da seguinte forma:

% 10y 1 0% cos OT
o oy o — e (Wsm"* T

),em l<r<mn, 6;<60<6b,,

(3.24a)

82_T+18_T+l82_T_13_¢6_T_13_¢6_T 1 < < 0, < 0 < 6
or2  ror 12002  rdf or ror 897em T ! 2

(3.24b)

onde 7 é o raio adimensional externo da cavidade e o raio de referéncia adotado na
adimensionalizacao das equacoes é o raio interno da cavidade.

As equagdes governantes estao sujeitas as seguintes condicoes de contorno:

»(1,0) =¢(n,0)=0, T(1,0)=1, T(n,0) =0, (3.25a-d)

aT(T, 61) . aT(’l", (92)
00 00

U(r, 01) =(r,0:) =0, =0. (3.25¢-h)
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3.4.1 Problemas auxiliares

Para a aplicacao da técnica da transformada integral generalizada os problemas

auxiliares para a coordenada 6 sao escohidos:

d?x;(0)
doz

+ u?xl(e) =0, 0,<0<60,,

Xi(01) =0, xi(f2) =0, i=1,23,..

para a funcao corrente 1, e

d*1, () 5
e + A T,.(0) =0, 6 <6 <06,
dln(61) dl'n(02) B
=0 G =0 n=123 .

(3.26a)

(3.26b,c)

(3.27a)

(3.27b,c)

para a temperatura T', onde x;(0) e I',,(0) sao as autofungoes, u; e A, sdo os auto-

valores correspondentes.

As autofuncoes y;(6) sdo dadas por

5 ‘
xi(0) = /Esin(,ui@), i = g—;, i=1,2,3,...

onde Qf = (92 — 91.

As autofungoes I',,(0) sao dadas por
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3.4.2 Transformada Integral Generalizada

Os problemas auxiliares permitem a definicdo do seguinte par de transformada

integral para a funcao corrente e a temperatura, respectivamente:

02
hy(r) :/ Xi(0)(r,0)d, transformada, (3.30a)
01
P(r,0) = in(g)qﬁi(r), inversa, (3.30b)
i=1
02
T, (r) :/ [,.(6)T(r,0)dd, transformada, (3.31a)
01
T(r,0) = ZFn(B)Tn(r), inversa. (3.31b)
n=1

Aplicando a transformacao na direcao ‘¢, a Eq. (3.24a)) é operada por

0612 Xi(0) —df, com as férmulas inversas (3.30b)) e (3.31b|) devidamente aplicadas:

(3.32)

dr? rodr 72 , .
Jj=1 j=1
1 =1,2,3, ...
onde os coeficientes a;; e aj; sao dados por
02
ajj = / xi(0) sin(8)T';(6)dé, (3.33a)
01
02 ,
= [ xi0)cos )00 (3.33b)
01

Analogamente, a Eq. (3.24b)) é operada por f:f [,,(0) _d#, com as férmulas in-
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versas ([3.30b)) e (3.31b]) devidamente aplicadas:

AT, (r)

1dT,(r) A2 - I e o dT;(r)
ar a0 =003 Bld(r)

(3.34)
o Z Z BrjiTe(r) d%':?")

. 3 * ~
onde os coeficientes f,, Bnjr e B, ;. sao dados por

_ 92
7l _/ T,(6)d0 = /7,
01

(3.35a)
02
Bui= [ TuO0)T,0)a. (3.350)
01
02 ,
B [ TaOT 00000 (3.35¢)

As equagoes transformadas (3.32)) e (3.34)) s@o resolvidas considerando as seguin-

tes condigoes de contorno transformadas:

Ui(1) =0, ¥;i(n) =0, i=1,2,3,.. (3.36a,b)

T,(1) = fu, To(n) =0, n=1,2,3,.. (3.36¢,d)
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3.4.3 Solucgao por diferencas finitas das equagoes transfor-
madas

A solugao pelo método de diferencas finitas é similar a solucao do problema fisico
em regime estaciondrio com geracao volumétrica de calor, apresentado previamente,
considerando pequenas alteragoes nos intervalos da coordenada radial e a auséncia
do termo fonte.

As expansoes de autovalores sao truncadas em uma ordem finita N e as equagoes
e juntamente com as condigoes de contorno transformadas séo
resolvidas pelo método de diferengas finitas na diregao . O intervalo [1, 7] é discreti-
zado em uma malha uniforme com M +1 nés, onde r,, = 1+mAr e Ar = (n—1)/M.
Usando o esquema de diferenca finita central de segunda ordem, as equacoes

e (3.34) discretizadas da seguinte forma:

Vim1 — 20im + Yim—1 | L Yim1 —Vima L oo
Ar? i T'm 2Ar r2, HiYim =
N = . N
j—.'jam+1 — ,I'j,m—l 1 *
— Ra (JZl Qi OAF + a jzlaijTj’m ,

i=1,2,..,N, e m=12..,M—1 (3.37a)

Tn,m+1 - 2Tn,m + Tn,m—l 1 Tn,m—‘rl - Tn,m—l 1

— - _>\2Tnm -
Ar? + T 2Ar rz o
N N — _ - -
1 SN (B Timer = Tjm—1 5 5 Vhmtt — Vhm-1
T ) # ngk 7 kim 2Ar ngk =ik 2Ar ’

n=12.,N e m=12.,M-1 (3.37b)

onde 1;,, denota ¥;(r,,) e Ty, denota T, (r,,).

Egs. (3.37) juntos com as condigbes de contorno discretizadas sdo rapidamente
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resolvidas para obter os pontencias transformados v; ,, € T, ,,. As férmulas inversas

(3.30b) e (3.31b)) sao entao aplicadas para obter os resultados finais a temperatura

e fungao corrente originais por meio do software Mathematica.
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3.5 Conveccao natural em regime transiente com

geracao de calor volumétrica

Consideremos a convecgao natural em regime transiente em uma cavidade anular

horizontal bidimensional delimitada por superficies no raio interno r;, raio externo

|s

r, € angulos 6; e 6, como apresentado na figura [3.3]

T(r,0,0)=To
Y(r,0,0) =yo

Figura 3.3: Setor anular e sistema de coordenadas

A cavidade é preenchida com um meio poroso, sujeito a aquecimento interno

. 7 . ~ " . 7. s .
uniforme, com taxa volumétrica de geragao de calor ¢ . O meio poroso é isotrépico,
homogéneo e saturando com um fluido incompressivel. As paredes internas e ex-
ternas sao mantidas a mesma temperatura constante e uniforme T,,, e as paredes
laterais em 6, e #5 sao mantidas adiabaticas. Todas as propriedades termofisicas sao

consideradas constantes.
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Para o problema transiente com geracao volumétrica de calor e paredes mantidas
sob a mesma temperatura, podemos reescrever as equacoes e da seguinte

forma:

10 (0% 10y 10% Oy 10y 10%\
( * )*(W*W*ﬁw)—

X0t \orz " ror 2062
T T

— Ra sin98—+cosea— em l<r<mn 6;<0<6, t>0, (3.38)
or r 00

or 10y oT 10¢p0T T 19T  10°T

Eer@@ar rarﬁé_w+;8r+r_2w+l’

em l<r<mn, 0 <60<0y t>0, (3.38b)

onde 7 é o raio adimensional externo da cavidade e o raio de referéncia adotado
na adimensionaizacao das equagoes é o raio interno da cavidade.

As equacgoOes governantes estao sujeitas as seguintes condigoes iniciais e de con-

torno:
P(r,0,0) =, T(r,0,0)=T, 1<r<n, 06 <0<0,, (3.39a-b)
W(1,0,t) =(n,0,t) =0, T(1,0,t) =T(n,0,t) =0, (3.39¢-f)
W(r,01,t) = P(r, 0o, 1) = 0, aT(g;“t> - 8T<g;2’t) —0. (3.39g-j)
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3.5.1 Formulacao em coordenada log-polar

Para simplificar os cédlculos e eliminar a interdependéncia das coordenadas es-
paciais, foi adotada uma transformagao em log-polar, conforme apresentado na Eq.
(3.40a,b)). Essa abordagem tem o objetivo de tornar a analise mais direta e eficiente,
facilitando o tratamento das equagoes e a interpretagao dos resultados.

A transformacao log-polar é particularmente 1til para sistemas que apresentam
simetria radial, permitindo uma representacao mais conveniente das variaveis espa-

ciais e simplificando a resolucao dos problemas estudados.

r=e e &=lInr (3.40a,b)

A seguir, tem-se as equagoes que descrevem as relagoes relevantes.

% _ % 3 (3.41a)
o (0 0 1
o (o) = gl 9= = (3.41b)

Sendo que, para qualquer fungao , temos as seguintes relacoes:

of _ofof _10f
o = 8_55 =% (3.42a)
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OPf 0 (0f 0\ 0¢
W_é‘_ﬁ(é’?E)E’

_ 27 (%) N (3_f) (55> 9 (ag) (3.42b)
~ oz \arr) "\ e e \ar )’ |

10 10f

r2 962 r209¢°

vy 0,10 10

ror  r2062
CL®f 10f  19f f
82 2
L (P ry
2e2 T e

Ao aplicar a transformacgao log-polar as equagoes (3.38a)) e (3.38b]), obtém-se as

seguintes expressoes ajustadas:

* %Y Py Y\ or or
<8£2 + 892> + <(9_§2 + W) = —e*Ra (s.m@a—5 —i—COSQ%)

em 0<&<lnn, 6;<60<6y, (3.43a)

0T QVOT  9pIT 0T T 2
ot 90 9 9 90 0 | 092

em 0<&<lnnp, 6 <0<0y (3.43b)

Depois de aplicar a transformacao log-polar, as equagoes governantes resultantes
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sao entao submetidas as seguintes condigoes iniciais e de contorno, que devem ser

cuidadosamente observadas e atendidas:

V(£ 0,0) =1, T(0,00=T, 0<E<Inn 6 <0<6, (3.44a-b)

w<07 67 t) = w(lnﬁ; ‘97 t) = 07 T(07 97 t) = T<1n777 97 t) = 07 (344C_f>

aT(€7 917 t) _ 8T(€7 927 t)

(&, 01,t) = P(&,0,1) = 0, o=

= 0. (3.44g-5)

Vale ressaltar que o uso desta formulagao log-polar é inédito; até o momento, nao
foram encontrados relatos na literatura sobre sua aplicacao para a resolucao deste

tipo de problema.
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3.5.2 Problemas auxiliares

Para a aplicagao da técnica da transformada integral generalizada no caso tran-

siente, os problemas auxiliares para as coordenadas & e 6, respectivamente, sao

definidos da seguinte forma:

onde = =1Inn, e

A23*(6)

T AN®%(0) = 0,

3(61) =0, %(6:) =0,

J J

para a fungao corrente 1, e

&’ (6)

ez Homln() =

d2]‘—‘:1(9) 27 %
i+ BEL(0) =
AT ) dTH6)
o 7 o

0,

i=1,2,3,..

01<9<92,

i=1,2,3,..

0<¢<E,

01<0<92,

n=123.

(3.45a)

(3.45b,c)

(3.45a)

(3.45b,c)

(3.46a)

(3.46b,c)

(3.47a)

(3.47D,c)

para a temperatura T, onde ®;(§), ®7(0), I',(£) I',(0) sdo as autofungdes, vi, Aj,

., e [, sao os autovalores correspondentes.
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As autofuncgoes ®;(&) sao dadas por

5 :
Bi(€) = \/ =sin(€), ==, i=123,.. (3.48)
As autofungoes ®%(¢) sao dadas por
N 2 T ,
o (0) = sin(A;0), N\ =-, j=123, .. (3.49)
’ 0 0
onde 0y = 6, — 0.
As autofungoes I'y,(€) sao dadas por
2 . Tm
(8 = \/;sm(amﬁ), O =—, m=1,2,3, (3.50a)
As autofungoes I () sao dadas por
1
90) =4/, Bi=0, (3.51a)
ai
2 -1
L0) = | Zeos(guf). =" n—a3
or 0

(3.51b)
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3.5.3 Transformada Integral Generalizada

Os problemas auxiliares permitem a definicdo do seguinte par de transformada

integral para a funcao corrente e a temperatura, respectivamente:

Vi(0,1) = /0: O,(6)Y(E,0,t)dE, transformada em &, (3.52a)

b2
¥, ;(t) :/ 5(0)v;(0,t)dd,  transformada em 0, (3.52b)

01

W(&,0,t) ZZCI% 15 ;(t), inversa, (3.52¢)

=1 j=1

T, (0,t) = /0: e*T,(6)T(€,0,t)dE,  transformada em &, (3.53a)

~ 62
Tn(t) = / *(0)T,,(0,t)dd, transformada em 6, (3.53Db)
01

=
™
<
T
]2
[M]#
-
2
78>%
i
=
~n

man(t), inversa. (3.53¢)

Aplicando a transformagao na direcao '€’ e ‘¢’, a Eq. (3.43a]) é operada por

fOE O, (&) —d€ e ;12 ®%(0) —df, com a férmulas inversas (3.52c)) e (3.53c|) aplicadas:

Ay (1) Y J
- (7 (EE Ao B E i) 5]

m=1 n=0

onde a condicao inicial da fungao corrente transformada é

Uy =ofy em t=0, (3.55)
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e os coeficientes fi;, Aijmn € Bijmn a0 dados por

fij = /0: ®,;(£)d¢ : P7(6)do,

01

02
dl'n () d¢ P%(0)T;(6) sin(6)do,
df 01

Aijmn = /OVH eg(I)z(g)

B~ | "o orn@de [ 30 5 o).

01

Analogamente, a Eq. (3.43b]) é operada por f:f [(6) —dée 96

as férmulas inversas (3.52¢c|) e (3.53¢) devidamente aplicadas:

oo o 0 XX

Z Z Z Cmnijopzji,j (t)%om(t)
i=1 j=1 o=1 p=0
D>

ZMm

o0

onde a condicao inicial da temperatura transformada é

%m,n =T,fr em t=0,

mn

e os coeficientes f . Crnijop € Dmnijop 520 dados por

= 02
fou= [ T [ 1000,

0 0,

dF 02 . d@*(&) i
Cormiion = / P (6)@:(6) o) e / 0a(0) 23 06,
0

r d " [ (0)d%(0 dF;(Q)dH
Do = [ 1wl & 21 00 [ 00500025 a0

L = 2¢ .
M, /0 €T, (6T (€)de.

60

Dmnijopi}i,j (t)TO,p(t) - (a?’n + /8721)Tm
0

(3.56a)

(3.56a)

(3.56b)

['*(0) _df, com

n(t) + Frns

(3.57)

(3.58)

(3.59a)

(3.59b)

(3.59¢)

(3.59a)



Capitulo 4

Resultados e discussoes

Neste capitulo sao apresentados e discutidos as analises de convergéncia e demais
resultados obtidos para os dois problemas que consideram a convec¢ao natural em

regime estacionario e para o problema da conveccao natural em regime transiente.

4.1 Convecgao natural em regime estacionario

com geracao volumétrica de calor

Para o problema de conveccao natural em uma cavidade anular horizontal, onde
ocorre uma geracao volumétrica interna de calor, sao apresentados diversos resul-
tados numéricos detalhados. Esses resultados abrangem diferentes valores para o
nimero de Rayleigh, com os valores sendo Ra = 10, 50, 100, 500, 1000, 2000, e
5000. Além disso, foram considerados dois valores distintos para o raio interno adi-
mensional, que sao n = 0,25 e n = 0,5. A andlise também leva em conta diferentes
angulos do setor anular, especificamente 6; = 0 e 0y com os valores de 6 = 7,
e m. Esses dados proporcionam uma visao abrangente sobre como as variagoes de

diversos parametros afetam o comportamento da conveccao natural e a distribuicao

térmica dentro da cavidade anular horizontal.
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4.1.1 Analise de convergéncia

A convergéncia para a temperatura e funcao corrente sao apresentadas na tabela
e , para Ra = 100, n=0.5, e 6y = 7, onde a ordem de truncamento para
as expansoes N, varia de 10 a 40. Os valores de temperatura e funcao corrente
sao apresentados para diferentes localidades da geometria anular, com r variando de
n=0,5a1e 6 de 0 anw. Pode-se percerber na tabela[d.I]que a temperatura convergiu
para quatro digitos quando a ordem de truncamento das expansoes N = 20. tabela
[4.2] apresenta a andlise de convergéncia da fungao corrente que também ocorre para
N = 20.

Tabela 4.1: Convergéncia da temperatura para Ra = 100, n=0,5 e 0; = 7.

0 N r=20,6 r=20,7 r=20,75 r=20,8 r=20,9
10 0,02158 0,03075 0,03128 0,02936 0,01879
20 0,02159 0,03076 0,03129 0,02937 0,01879

O 5 0,02159  0,03076  0,03129  0,02937  0,01879
40 0,02159  0,03076  0,03120  0,02937  0,01879
10 0,02164  0,03082  0,03135  0,02944  0,01884

T 20 002165  0,03083  0,03136  0,02944  0,01885

430 002166  0,03083  0,03136  0,02945  0,01885
40 0,02166  0,03083  0,03137  0,02945  0,01885
10 0,02169  0,03087  0,03141  0,02949  0,01889

T 20 002170  0,03088  0,03142  0,02950  0,01889

330 002170 0,03088  0,03142  0,02950  0,01889
40 0,02170  0,0308%8  0,03142  0,02950  0,01889
10 0,02180  0,03100  0,03154  0,02962  0,01899

T 20 002181  0,03101 003155  0,02963  0,01899

2 30 002181 003101 003155  0,02963  0,01899
40  0,02181  0,03101  0,03155  0,02963  0,01900
10 0,02204  0,03127  0,03181  0,02990  0,01921

20 002204 003128 003182 002991 001921

30 0,02205 0,03128 0,03182 0,02991 0,01921
40 0,02205 0,03128 0,03182 0,02991 0,01921
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Tabela 4.2: Convergéncia da fungao corrente com Ra = 100, n=0,5 e 0; = 7.

0 N r=20,6 r=0,7 r=20,75 r=20,8 r=20,9
10 0,0567 0,0068 -0,0293 -0,0609 -0,0807
s 20 0,0559 0,0058 -0,0303 -0,0618 -0,0812
4 30 0,0558 0,0056 -0,0304 -0,0619 -0,0813
40 0,0558 0,0056 -0,0305 -0,0620 -0,0814
10 0,0694 0,0082 -0,0361 -0,0748 -0,0990
s 20 0,0685 0,0070 -0,0373 -0,0759 -0,0997
3 30 0,0683 0,0068 -0,0375 -0,0761 -0,0998
40 0,0683 0,0067 -0,0375 -0,0761 -0,0999
10 0,0801 0,0090 -0,0422 -0,0870 -0,1150
s 20 0,0791 0,0077 -0,0436 -0,0882 -0,1158
2 30 0,0789 0,0074 -0,0438 -0,0885 -0,1159
40 0,0788 0,0073 -0,0439 -0,0885 -0,1160

4.1.2 Resultados

As figuras[4.1)(a) a[4.1(d) mostram a comparagio entre os resultados obtidos com

a técnica da transformada integral generalizada (GITT) e o método de diferencas

finitas (FDM), o qual foi implementado para validar as solugoes por GITT. Os perfis

de temperatura, funcao corrente, velocidade radial e velocidade angular ao longo da

linha central da cavidade (6

%) foram analisados considerando n = 0,25, N = 20,

Ra = 50 e 500. Pode-se perceber que os resultados para ambos os métodos estao

em excelente concordancia.
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(c) Perfil de velocidade radial em 6 = 7. (d) Perfil de velocidade angular em ¢ = 7.

Figura 4.1: Comparacao da solu¢ao por GITT com FDM para 6 = 7/2, n = 0,25,
0 =, Ra = 50 e 500.
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A figura apresenta a comparacao dos perfis de temperatura ao longo de
posicoes angulares diferentes para 0y = 7, n = 0,5, e Ra = 4000, com os resultados
encontrados na literatura [38] (Ra’ = 500 e R = r,/r; = 0.5 quando baseado no raio
interno r;). Pode-se notar que VASSEUR et al. [38] considerou a convecg¢ao natural
em regime estacionario, com escoamento laminar, em uma cavidade bidimensional
com uma camada porosa delimitada por dois cilindros concéntricos horizontais, e a
coordenada angular ¢ igual a zero no topo da cavidade, e m no fundo. O caso de
conducao pura é tambem apresentado, para fins de comparagao. Pode-se perceber
que os resultados pela GITT estao em excelente concordancia com os resultados
obtidos por VASSEUR et al. [38]. Em qualquer posi¢ao radial, a temperatura di-
minui no fundo da cavidade e aumenta no topo, onde é maior que a temperatura
sob condigao puramente condutiva. A convecgao leva fluido frio para regides mais
quentes, quando se move na direcao do aumento da temperatura, e leva fluido quente

para as regioes mais frias, quando se move na direcao da reducao de temperatura.
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Figura 4.2: Comparacao da solucao via GITT com resultados da literatura: perfil
de temperatura ao longo de diferentes posicoes angulares para Ra = 4000.

A tabela [4.3] apresenta a comparagao dos valores da fungao corrente maxima e
minima obtidos no trabalho atual com os obtidos por VASSEUR et al. [3§].

Tabela 4.3: Comparacao da fungao corrente para diferentes nimeros de Rayleigh.

Ra Vmas Vmin
Trabalho atual Vasseur [38] Trabalho atual Vasseur [38]
400 0,4789 0,476 -0,3195 -0,320
4000 4,3544 4,34 -2,6801 -2,67
16000 12,3986 12,5 -7,2309 -7,23
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As figuras e mostram respectivamente a distribuicao radial de tempe-
ratura e de fungao corrente em 6 = /2 para numero de Rayleigh variando de 10
a 5000, n = 0,5, 0y = m. Conforme Ra aumenta de 10 até 5000, a temperatura
no meio da cavidade diminui e o perfil de temperatura muda gradualmente para
uma curva menos acentuada, com a temperatura maxima na regiao central e duas
camadas limites caracterizadas por um forte gradiente de temperatura. Conforme
Ra aumenta podemos observar a formagao de picos mais intensos na funcao cor-
rente, e quando o Rayleigh diminui os valores de pico sao menores e as curvas sao

consideravelmente mais suaves.

0.040
0.036 —
0.032 — e,
= - \\“\
0.028 — A \
© 0.024
2
< 0.020 -
Gg—'_ . — Ra=10
% 0.016 -—— Ra=50
==+ R3a=100
0.012 — - Ra=500
——= Ra=1000
0.008 —
- Ra=2000
0.004 ——— Ra=5000
0.000 1 | 1 | 1 | 1 | 1
0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1
Raio

Figura 4.3: Distribuicao radial de temperatura em 6 = 7/2 para numeros de Ray-
leigh variando de 10 a 5000, n = 0,5 e 0y = 7.
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Ra =10
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KN

L = Ra=50
- Ra = 100
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4~ Ra=1000
—— Ra = 2000

-5 —— Ra=5000

_6 | | | 1 1 | | | |
0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1
Raio

Figura 4.4: Distribui¢do radial de fungao corrente em 6 = m/2 para nimeros de
Rayleigh variando de 10 a 5000, n = 0,5 e 0y = .

A tabela apresenta a temperatura mdxima, funcao corrente méxima e

minima, para uma razao de raio, neste caso, um raio adimensional interno 7 = 0,5
T T 7r)
27374 6

Rayleigh iguais a 500, 1000 e 2000. Neste caso, ¥maz € Ymin S0 0s valores maximo

e cinco angulos diferentes do setor anular (6 e para numeros de

e minimo, respectivamente, da fungao corrente nos centros dos vértices no sentido

horéario e anti-horario, e T},,, é a temperatura maxima, localizada no centro dos

vortices.
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Tabela 4.4: Comparacao dos valores da temperatura maxima, funcao corrente
maxima e minima para setores anulares com diferentes tamanhos e nimeros de
Rayleigh, para raio interno adimensional n = 0, 5.

m m m m

Tinaz
500 0,0330 0,0347 0,0337 0,0330 0,0323
1000 0,0345 0,0365 0,0351 0,0340 0,0327
2000 0,0372 0,0370 0,0356 0,0346 0,0331
Vmax
500 0,3985 0,3892 0,2960 0,2146 0,1173
1000 0,7828 0,7928 0,6550 0,4988 0,2813
2000 1,4891 1,5383 1,4264 1,2072 0,7909
Yrmin
500 -0,5980 -0,5274 -0,3469 -0,2363 -0,1282
1000 -1,1859 -1,0184 -0,6368 -0,4223 -0,2260
2000 -2,3137 -1,8683 -1,0899 -0,6897 -0,3574

As figuras [4.5] [4.6] e [£.7] mostram linhas de fluxo e isotermas de setores anulares

com angulos 0y = m, g, %, para numeros de Rayleigh Ra = 500, 1000, 2000, e raio
adimensional interno n = 0.5. E possivel observar que, proximo as paredes interna
e externa do setor anular, a conveccao torna-se mais importante e as isotermas
se aproximam. Conforme o Ra aumenta, os vértices sao mais proeminentes e os
valores da funcao corrente aumentam. A temperatura maxima é observada proxima
da linha central da cavidade e decresce nas paredes interna e externa. Uma diferenca
maior de temperatura pode ser observada entre a parte superior e a parte inferior do
espaco anular, uma vez que mais calor é transportado para cima devido a circulacao
do fluido. A medida que o angulo final diminui e, consequentemente, o setor anular

analisado é menor, o valor maximo da temperatura observada também diminui,

assim como o valor maximo da fungao corrente.

69



)

(a) Fungao corrente, Ra = 500 (b) Temperatura, Ra = 500
(c) Fungao corrente, Ra = 1000 (d) Temperatura, Ra = 1000
(e) Fungao corrente, Ra = 2000 (f) Temperatura, Ra = 2000

Figura 4.5: Graficos de contorno para um setor anular horizontal com aquecimento
volumétrico interno (n = 0,5, 0y = 7).
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a) Funcao corrente, Ra = 500 (b) Temperatura, Ra = 500

U/

—~

c¢) Func¢ao corrente, Ra = 1000 (d) Temperatura, Ra = 1000

7

(e) Fungao corrente, Ra = 2000 (f) Temperatura, Ra = 2000

Figura 4.6: Graficos de contorno para um setor anular horizontal com aquecimento
volumétrico interno (n = 0,5, 0y = 7).
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(a) Funcao corrente, Ra = 500 (b) Temperatura, Ra = 500

(¢) Fungao corrente, Ra = 1000 (d) Temperatura, Ra = 1000

)

(e) Fungao corrente, Ra = 2000 (f) Temperatura, Ra = 2000

Figura 4.7: Graficos de contorno para um setor anular horizontal com aquecimento
volumétrico interno (n = 0,5, 0y = 7).

72



A figura apresenta a temperatura maxima 7p,., como funcao do nimero de
Rayleigh Ra, para setores anulares com 0y = 7/6, w/4, w/3, m/2, m, raio interno
adimensional n = 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, e Ra até 10%. E possivel observar que para uma
dada combinagao de 6 e 1, a temperatura maxima 7Tp,.« primeiramente aumenta
com o aumenta do Ra, atinge um pico, e entao diminui. Quanto maior o angulo
do setor anular 6, maior o valor do pico de Ti,ax. O pico Tiax Ocorre para um
valor de Ra muito maior para ; = m do que para outros ¢ investigados. Esta
tendéncia é invertida para 6y = /2 e menores que este valor: o pico Tpax ocorre
para um Ra ligeiramente superior para um 6y menor. Quando o raio adimensional
interno 1 aumenta, consequentemente estreitando a cavidade, o pico Ty, ocorre
para um valor de Ra superior para um mesmo ;. Enquanto T, se afasta do
modo de conducao para valores de Ra pequenos para todos os 8, a partida ¢ mais
significante para maiores 6y do que para menores 6.

A figura mostra os fluxos de calor normalizados pelos respectivos fluxos de
calor do modo de condugao nas superficies interna e externa como uma funcao de Ra,
para angulos do setor anular iguais a §y = 7/4, m/2, 7, raios adimensionais internos
iguais a n = 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, e Ra até 10*. Pode-se percerber que para ; = /4,
o fluxo de calor normalizado na superficie interna do setor anular aumenta com o
aumento de Ra, enquanto o fluxo de calor normalizado na superficie externa dimi-
nui para todos os raios adimensionais internos analisados. Uma tendéncia oposta
pode ser percebida para ¢y = m: o fluxo de calor normalizado na superficie interna
diminui enquanto o fluxo de calor na superficie externa aumenta. Para um angulo
intermedidrio 0y = 7/2 , o fluxo de calor normalizado na superficie interna primeiro
diminui ligeiramente e depois aumenta com o aumento de Ra,enquanto o fluxo de
calor normalizado na superficie externa primeiro aumenta ligeiramente antes de di-

minuir com o aumento de Ra. Ao comparar as figurasid.9(a), (c) e (e), pode-se notar
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que o distanciamento dos fluxos de calor em modo condutivo sao muito maiores para
0y = m/4 do que Oy = 7/2 e m. Pode-se concluir que o angulo 6, afeta fortemente
a particao de transferéncia de calor nas superficies interna e externa da cavidade

porosa em forma de setor anular com geragao de calor interna constante.
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Figura 4.8: Temperatur xima em func¢ao do niimero de Rayleigh Ra para angulos
T

do setor anular 0y =
(b) n=0,5, (c) n =

, T, e para raios adimensionais internos (a) n = 0,4,

maxi
ZEZ
6" 4732
0,6, and (d) n =0,7.
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Figura 4.9: Fluxo de calor normalizado na superficie interna e externa como fungao

do numero de Rayleigh Ra para raios adimensionais internos n = 0,4, 0,5, 0,6, 0,7,
Vs

e angulos do setor anular 65 = 13 e .
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4.1.3 Conclusoes

A técnica conhecida como Transformada Integral Generalizada, que é um método
que combina aspectos analiticos e numéricos de forma hibrida, foi proposta para
realizar uma investigacao detalhada sobre a conveccao natural em um setor anular
horizontal preenchido por meio poroso e sujeito a uma geracao interna uniforme de
calor.

Os resultados numéricos obtidos demonstram uma excelente convergéncia tanto
para a fungao temperatura quanto para a funcao corrente, enquanto o custo compu-
tacional associado é relativamente baixo. As solugoes geradas por meio da técnica
de transformada integral foram co-validada com os resultados obtidos através do
método das diferencas finitas, confirmando assim a eficacia e a precisao do método
proposto para resolver este problema especifico.

Além disso, o método sugerido foi validado ao ser comparado com um caso
previamente publicado na literatura, mostrando uma excelente concordancia para o
campo de temperatura.

Os efeitos do aumento do numero de Rayleigh tornam-se mais perceptiveis na
funcao corrente e, consequentemente, nas velocidades radial e angular, enquanto a
influéncia sobre a temperatura é menos signigivativa. A medida que o angulo final
é reduzido de m para % , foi possivel observar uma diminuicao tanto no valor da
temperatura maxima quanto no valor da funcao corrente.

Embora a presenca das duas estruturas vorticais em contra-rotacao seja uma
caracteristica comum para todos os angulos do setor anular investigados, o tamanho
relativo desses dois vortices varia com a diminui¢ao do angulo do setor. Especifi-
camente, o vértice localizado mais proximo ao raio externo da cavidade tende a se
tornar dominante. Além disso, o angulo do setor anular exerce um impacto signifi-

cativo sobre o valor da temperatura méaxima e a particao da transferéncia de calor
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na superficie interna e na superficie externa do setor anular, que contém um meio

poroso com geracao de calor.
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4.2 Conveccao natural em regime estacionario

com aquecimento diferenciado

No contexto do problema de convecgao natural em uma cavidade anular hori-
zontal, onde ocorre um aquecimento diferenciado, foram apresentados diversos re-
sultados numéricos e gréaficos. Esses resultados incluem a andlise da temperatura,
da funcao corrente e do nimero de Nusselt. Foram considerados diferentes valores
para o numero de Rayleigh, que variam de 5 a 200, e dois valores distintos para
o raio externo adimensional, que sao n = 2,0 e n = 2,5. Além disso, os angulos
do setor anular foram analisados em profundidade, incluindo os valores de 6; = 0,

, e m. Esses resultados oferecem uma visao detalhada

I

Y

INE

das variaveis envolvidas e suas interacoes no comportamento da conveccao natural

dentro da cavidade anular horizontal.

4.2.1 Analise de convergéncia

A convergéncia para a temperatura e funcao corrente sao apresentadas na tabela
4.5 e tabela respectivamente, para Ra = 50, 60, 70, 80,90 e 100, raios adimen-
sionais externos n = 2, e 0y = m, onde a ordem de truncamento para as expansoes
N varia de 10 a 40. Os valores de temperatura e funcao corrente sao apresentados
em diferentes localizagoes da geometria anular, onde r =1,25,1,50 e 1,75 ¢ 6 = 7.
Pode-se perceber na tabela que a temperatura convergiu para quatro digitos
com a ordem de truncamento N = 25. O mesmo comportamento é observado para

a fungao corrente na tabela [4.6, onde a convergéncia também ocorre para N = 25.
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Tabela 4.5: Anélise de convergéncia da temperatura para diferentes posi¢oes no eixo

radial e 6 = g

Ra N r=1,25 r = 1,50 r=1,75

10 0,5976 0,3630 0,1792
15 0,6019 0,3694 0,1842
20 20 0,6015 0,3691 0,1842
25 0,6016 0,3693 0,1844
40 0,6016 0,3693 0,1843
10 0,5777 0,3526 0,1780
15 0,5810 0,3573 0,1820
60 20 0,5809 0,3572 0,1820
25 0,5809 0,3573 0,1820
40 0,5809 0,3573 0,1820
10 0,5594 0,3442 0,1778
15 0,5626 0,3491 0,1820
70 20 0,5623 0,3488 0,1819
25 0,5623 0,3488 0,1818
40 0,5623 0,3488 0,1818
10 0,5427 0,3376 0,1785
15 0,5460 0,3424 0,1826
80 20 0,5455 0,3419 0,1823
25 0,5454 0,3418 0,1822
40 0,5454 0,3418 0,1822
10 0,5278 0,3326 0,1799
15 0,5311 0,3375 0,1842
90 20 0,5304 0,3367 0,1837
25 0,5303 0,3365 0,1834
40 0,5303 0,3365 0,1834
10 0,5144 0,3288 0,1818
15 0,5179 0,3338 0,1863
100 20 0,5169 0,3327 0,1855
25 0,5168 0,3324 0,1852
40 0,5167 0,3324 0,1852
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Tabela 4.6: Anélise de convergéncia da fungao corrente para diferentes posi¢oes no

eixo radial e § = g

Ra N r=1,25 r = 1,50 r=1,75

10 -4,7534 -9,3052 -3,5682
15 -4,7348 -9,3098 -3,5949
20 20 -4,7354 -9,3094 -3,5946
25 -4,7350 -9,3099 -3,5957
40 -4,7351 -9,3097 -3,5955
10 -5,6178 -6,1832 -4,1625
15 -5,5967 -6,1804 -4,1829
60 20 -9,5969 -6,1803 -4,1826
25 -9,5965 -6,1801 -4,1828
40 -9,5965 -6,1801 -4,1828
10 -6,4457 -7,0058 -4, 7277
15 -6,4183 -6,9982 -4,7486
70 20 -6,4196 -6,9981 -4,7475
25 -6,4197 -6,9982 -4,7474
40 -6,4197 -6,9982 -4,7474
10 -7,2375 -7,7793 -9,2694
15 -7,2075 -7,7705 -9,2919
80 20 -7,2106 -7,7708 -9,2897
25 -7,2108 -7,7710 -9,2893
40 -7,2108 -7,7710 -9,2893
10 -7,9949 -8,5099 -95,7919
15 -7,9609 -8,4994 -5,8173
90 20 -7,9663 -8,5003 -9,8133
25 -7,9670 -8,5008 -5,8126
40 -7,9671 -8,5008 -95,8126
10 -8,7199 -9,2029 -6,2986
15 -8,6816 -9,1906 -6,3273
100 20 -8,6898 -9,1922 -6,3212
25 -8,6914 -9,1930 -6,3198
40 -8,6916 -9,1931 -6,3197
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4.2.2 Resultados

As figuras [4.10] |4.11] e 4.12f mostram o fenomeno das solugoes duplas observadas

para temperatura e func¢ao corrente, quando o ntimero de Rayleigh (Ra) vale 50,

o raio adimensional externo (n) é igual a 2, o angulo 6, igual a zero e o angulo

™

5 € 7, onde um mesmo numero de Rayleigh pode gerar

0y assume os valores de 7,
solugoes bicelulares ou unicelulares, dependendo das condigoes iniciais da simulagao.

Dois tipos de padroes de fluxo podem ser obervados quando o niimero de Rayleigh
ultrapassa um valor critico: o primeiro é o padrao de vértice em forma de crescente
na particao superior da cavidade, no qual o fluido na parte superior da particao
ascende, e o segundo é o fluxo no qual o fluido desce, formando dois vortices em
sentido contrario na parte superior da cavidade.

E possivel observar que, mesmo alterando o niimero de particoes, as solucoes para
temperatura e funcao corrente mudam apenas no topo da cavidade de acordo com

as diferentes condicoes iniciais quando uma combinacao especifica de parametros é

considerada.
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(a) Fungao corrente, solu¢ao unicelular. (b) Temperatura, solu¢ao unicelular.

(¢) Fungao corrente, solugao bicelular. (d) Temperatura, solucao bicelular.

Figura 4.10: Fenomeno das solugoes duplas para 6; = 0,7, 7, °F,
Ra = 50.
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(a) Fungao corrente, solu¢ao unicelular. (b) Temperatura, solu¢ao unicelular.

(¢) Fungao corrente, solugao bicelular. (d) Temperatura, solugao bicelular.

Figura 4.11: Fenomeno das solugoes duplas para 6, = 0,5, n =2, 0y = 5 ¢ Ra = 50.

)99
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(a) Fungao corrente, solu¢ao unicelular. (b) Temperatura, solu¢ao unicelular.

(¢) Fungao corrente, solugao bicelular. (d) Temperatura, solugao bicelular.

Figura 4.12: Fenomeno das solugoes duplas para 6; =0, n =2, 8 = 7 ¢ Ra = 50.
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A figura mostra o fenomeno das solugoes duplas observadas para tempe-
ratura e func¢do corrente, quando o nimero de Rayleigh (Ra) é igual a 100, o raio
adimensional externo (n) é igual a 2,5, e para o angulo #; valendo 0 e o angulo
0 valendo 7. Na solucao unicelular, o fluido se movimenta para cima préximo a
parede interna aquecida e desce préximo a parede externa fria. Na solugao bicelular,
novamente a formacao de um novo vortice contra-rotativo ocorre na parte superior
da geometria. Também é possivel observar que com o aumento da cavidade e do
numero de Rayleigh uma perturbacao mais significativa foi observada na distribuicao
da temperatura na parte superior, em comparacao com as analises anteriores.

As figuras e mostram a curva de Nusselt médio nas paredes interna
e externa versus o numero de Rayleigh para cavidades com n = 2 e 2,5 respec-
tivamente, bem como a presenga de solugoes duplas para determinados valores de
Rayleigh. Pode-se observar que para a faixa do nimero de Rayleigh analisada, con-
forme o tamanho da cavidade aumenta, o Nusselt médio na parede interna diminui e
o Nusset médio na parede externa aumenta. Também pode-se percerber que para a
cavidade com n = 2,5, as solucoes duplas podem ser observadas a partir de niimeros

de Rayleigh inferiores em comparacao com a cavidade com 7 = 2.

85



(a) Fungao corrente, solu¢ao unicelular. (b) Temperatura, solu¢ao unicelular.

(¢) Fungao corrente, solugao bicelular. (d) Temperatura, solugao bicelular.

Figura 4.13: Fenomeno das solugoes duplas para 6; = 0,n = 2,5, 0y = m e Ra = 100.
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A figura apresenta curvas de nimero médio de Nusselt em funcao do niimero
de Rayleigh, fazendo uma comparacao dos dados obtidos neste estudo com dados dis-
poniveis na literatura, tanto experimentais como numéricos, para fins de validagao.
E possivel observar que os dados obtidos no estudo estao de acordo com os dados
existentes na literatura.

Inicialmente, a transferéncia de calor nao se afasta significativamente do caso
de conducao pura, que ocorre quando o nimero de Nusselt é igual a um, mas con-
forme o nimero de Rayleigh aumenta, a intensidade da circulacao do fluido também
aumenta. O aumento repentino do Nusselt é principalmente uma consequéncia de
uma mistura de fluido mais eficiente devido a formagao de vértices contra-rotativos
adicionais que aparecem na parte superior da geometria.

Para esta geometria, sempre ha movimento fluido, mesmo para nimeros de Ray-
leigh muito pequenos, pois o regime de conducao pura sé pode existir se a compo-
nente horizontal do gradiente de temperatura for idéntica a zero em todo o dominio
e se a componente vertical for inferior a um certo limite. Para valores de Rayleigh
mais altos, os resultados experimentais estao localizados acima dos valores calcula-
dos, o que implica que ha um aumento significativo na transferéncia de calor devido
aos efeitos tridimensionais desenvolvidos ao longo do comprimento dos cilindros, que

nao sao contabilizados neste estudo bidimensional.
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Figura 4.14: Fenomeno das solugoes duplas paran =2, 6, =0 e 0y = 7.
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4.2.3 Conclusoes

Foi apresentado o desenvolvimento matematico e a andlise de convergéncia da
conveccao natural em regime permanente em uma cavidade anular horizontal po-
rosa bidimensional com aquecimento diferenciado pela parede interna. Novamente,
a solucao pela técnica da transformada integral generalizada mostrou ser uma pode-
rosa abordagem numérica-analitica com boa convergéncia para resolver problemas
de transferéncia de calor, com baixo custo computacional.

A convergéncia para quatro digitos é prontamente obtida para a temperatura
e funcdo corrente quando a ordem de truncamento (N) é igual a 25. Para uma
combinacao especifica de condicoes iniciais, foi observada a convergéncia de solugoes
duplas tanto para a temperatura quanto para a fungao corrente.

Interessante observar que a formacao dos vértices para o caso com aquecimento
diferenciado é completamente diferente quando comparado ao caso anterior, com
geracao de calor interna. Solugoes unicelulares e bicelulares foram apresentadas para
diferentes tamanhos de setores anulares e cavidades. Os resultados obtidos foram

comparados com dados disponiveis na literatura, mostrando excelente concordancia.
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4.3 Conveccao natural em regime transiente com

aquecimento volumeétrico

Para o problema de conveccao natural em regime transiente, que ocorre dentro
de uma cavidade anular horizontal com geracao interna de calor, foram gerados e
apresentados diversos resultados numéricos e graficos. Esses resultados abrangem
diferentes aspectos, incluindo a distribuicao da temperatura, a funcao corrente e o
numero de Nusselt, com base em uma série de valores variados para o niimero de Ray-
leigh, tamanho da cavidade, entre outros parametros. Essa abordagem detalhada
permite uma compreensao mais aprofundada e abrangente das varidveis envolvidas e
dos efeitos provocados pela variagao de parametros sobre o comportamento térmico

e o fluxo dentro da cavidade anular.

4.3.1 Analise de convergéncia

A convergéncia para a temperatura e para a funcao corrente é apresentada, res-
pectivamente, nas tabelas e [4.8 Esses resultados sdo especificamente para os
parametros onde o nimero de Rayleigh (Ra) é 100, o raio externo adimensional (R)
é 2, e o angulo final (6;) é 7. A ordem de truncamento para as expansoes, denotada
por N, varia de 10 a 25. Os valores de temperatura e funcao corrente sao mostrados
para diferentes localidades da geometria anular, com o raio (r) variando de 1,25 a
1,75 e o angulo () variando de 0 a 7.

Na tabela[d.7]é possivel observar que a temperatura convergiu para quatro digitos
significativos quando a ordem de truncamento das expansoes foi igual a 15. De
maneira semelhante, a tabela apresenta a analise de convergéncia para a fungao
corrente, demonstrando que a convergéncia também ocorre quando a ordem de trun-

camento ¢é igual a 15.
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Tabela 4.7: Convergéncia da temperatura.

¥ N r=125 1=150 r=175
10 0,0968 0,1217 0,0858
, b 0,0967 0,1218 0,0860
20 0,0967 0,1218 0,0859
25 0,0967 0,1218 0,0859
10 0,0972 0,1222 0,0862
r 15 0,0972 0,1223 0,0864
6 20 0,0972 0,1223 0,0863
25 0,0972 0,1223 0,0864
10 0,0978 0,1228 0,0868
T 15 0,0977 0,1229 0,0870
4 20 0,0977 0,1229 0,0869
25 0,0977 0,1229 0,0869
10 0,0986 0,1236 0,0875
w15 0,0985 0,1237 0,0877
3 20 0,0985 0,1237 0,0877
25 0,0985 0,1237 0,0877
10 0,1006 0,1257 0,0895
r 15 0,1005 0,1258 0,0897
2 90 0,1005 0,1258 0,0896
25 0,1005 0,1258 0,0896
10 0,1052 0,1308 0,0941
15 0,1051 0,1309 0,0943
9 0,1051 0,1309 0,0942
25 0,1051 0,1309 0,0942
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Tabela 4.8: Convergéncia da fungao corrente.

¥ N 1=12> r=150 r=1,75
10 0,1634 -0,0972 -0,2725
r 15 0,1642 -0,0972 -0,2750
6 20 0,1642 -0,0974 -0,2740
25 0,1640 -0,0973 -0,2744
10 0,2308 -0,1386 -0,3870
r 15 0,2318 -0,1387 -0,3906
4 90 0,2319 -0,1389 -0,3891
25 0,2316 -0,1389 -0,3897
10 0,2820 -0,1718 -0,4766
r 15 0,2834 -0,1718 -0,4810
3 92 0,2834 -0,1722 -0,4792
25 0,2831 10,1721 -0,4799
10 0,3240 -0,2043 -0,5582
r 15 0,3255 -0,2044 -0,5634
2 90 0,3255 -0,2048 -0,5612
25 0,3252 -0,2047 -0,5621
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Essas tabelas evidenciam a precisao dos célculos realizados para os diferentes
pontos da geometria anular estudada. Isso confirma que a escolha da ordem de
truncamento é adequada para garantir a acuracia necessaria nos resultados tanto
para a temperatura quanto para a funcao corrente, assegurando a consisténcia dos

dados apresentados.
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4.3.2 Resultados

A tabela apresenta uma comparacao dos valores da temperatura maxima, da
funcao corrente méxima e da funcao corrente minima para setores anulares com
angulos variando de 0 a 7, e para diferentes valores de raio externo adimensional
e numeros de Rayleigh. Vale destacar que as temperaturas minimas nao foram
incluidas, pois todos os valores obtidos foram iguais a zero. A partir da anélise
dos dados, pode-se observar que, a medida que o tamanho da cavidade aumenta, as
temperaturas maximas obtidas também aumentam para um mesmo valor do nimero
de Rayleigh. Por outro lado, quando se considera cavidades de tamanho igual e se
varia o numero de Rayleigh, o impacto nas temperaturas ¢ significativamente menor
em comparacao com o impacto observado na fungao corrente, tanto nos valores
maximos quanto nos valores minimos.

Isso indica que a funcao corrente é mais sensivel as variagoes no nimero de
Rayleigh em relagao a temperatura, refletindo um comportamento mais acentuado

nas mudancas da funcao corrente.
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Tabela 4.9: Comparacao dos valores da temperatura maxima, funcao corrente
maxima e minima para setores anulares com diferentes tamanhos e nimeros de
Rayleigh.

Ra R=2 R=3 R=4
Tnax
100 0,131282 0,533709 0,829039
500 0,150438 0,549660 0,890764
1000 0,165099 0,424602 0,684053
2000 0,157784 0,333075 0,546991
Vmax
100 0,37768 1,86761 3,53493
500 1,82500 7,34774 13,34220
1000 3,40673 11,63920 20,07330
2000 5,94957 17,11660 28,42240
Vmin
100 -0,56361 -3,40509 -7,03596
500 -2,73269 -13,66900 -25,23700
1000 -5,21307 -20,68420 -35,38880
2000 -9,36098 -29,41880 -47,70700

A tabela [4.10] apresenta uma comparacao dos valores da temperatura méxima,
da fungao corrente maxima e da funcao corrente minima para setores anulares com
um raio adimensional externo igual a 2. Esta comparacao é feita para diferentes
instantes de tempo, que variam de 0,001 a 1, e para diferentes valores do nimero
de Rayleigh, que variam de 100 a 2000. A partir dos dados apresentados, é possivel
observar que os valores da temperatura e da fungao corrente tendem a aumentar em
termos absolutos com o passar do tempo.

Além disso, o comportamento observado é consistente com o que foi notado na
tabela anterior: o impacto do aumento do nimero de Rayleigh é mais pronunciado
na funcao corrente do que na temperatura.

Ou seja, essa tendéncia indica que, enquanto ambos os parametros aumentam
com o tempo, a fungao corrente é mais sensivel as variagoes no nimero de Rayleigh

do que a temperatura.
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Tabela 4.10: Comparacao dos valores da temperatura maxima, funcao corrente
maxima e minima para setores anulares com R = 2, y = 1, para diferentes ins-

tantes e numeros de Rayleigh.

Ra t=0,001 t=0,01 t=0,1 t=1
Tz
100 0,00024  0,00236  0,02253  0,13128
500 0,00027  0,00265  0,02529  0,15044
1000 0,00031 0,00308  0,02931  0,16509
2000 0,00030  0,00303  0,02873  0,15778
Vmaz
100 0,00052  0,00519  0,05004  0,37768
500 0,00266  0,02649  0,25645  1,82500
1000 0,00525  0,05235  0,50448  3,40673
2000 0,00969  0,09655 092643 54957
Ymin
100 -0,00077  -0,00771  -0,07496  -0,56360
500 0,00389  -0,03881  -0,37630  -2,73269
1000 0,00774  -0,07716  -0,74563  -5,21307
2000 0,01469  -0,14636  -1,40837  -9,36098

A tabela apresenta uma comparacgao dos valores da temperatura maxima, da
funcao corrente maxima e da funcao corrente minima para setores anulares com um
raio adimensional externo igual a 2, nimero de Rayleigh igul a 100 para diferentes
valores do parametro y, variando de 0,0001 a 100, em diferentes instantes de tempo,
que variam de 0,001 a 1. A partir dos dados apresentados, é possivel observar que os
valores da temperatura e da fungao corrente tendem a aumentar em termos absolutos

com o passar do tempo e do parametro y.
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Tabela 4.11: Comparacao dos valores da temperatura maxima, funcao corrente
méaxima e minima para setores anulares com R = 2, Ra = 100, para diferentes
instantes e valores de Yy.

X t Tmax zbmax Zﬂmm
0,001 0,000232 0,000000 0,000000
0,01 0,002309 0,000001 -0,000001

0,0001
0,1 0,021974  0,000005  -0,000008

1 0,126654  0,000057  -0,000085

0,001  0,000232  0,000001  -0,000001

0,001 0,0l  0,002309  0,000005  -0,000008
’ 0,1 0,021974  0,000052  -0,000078
1 0,126660  0,000574  -0,000854

0,001  0,000232  0,000005  -0,000008

0,0l  0,002310  0,000052  -0,000077

0,01 0,1 0,021979  0,000524  -0,000776
1 0,126719  0,005719  -0,008509

0,001  0,000233  0,000052  -0,000077

0 0,0l 0002314  0,000523  -0,000774
’ 0,1 0,022026  0,005265  -0,007795

1 0,127286  0,054925  -0,081740

0,001  0,000238  0,000520  -0,000773

0,0l  0,002366  0,005187  -0,007706

! 0,1 0,022533  0,050444  -0,074964
1 0,131282  0,377678  -0,563605

0,00l  0,000248  0,001159  -0,001749

" 0,0l  0,002471  0,011528  -0,017406
0,1 0,023516  0,109696  -0,165628

1 0,135560  0,632256  -0,954809

0,001  0,000248  0,001158  -0,001750

100 0,01 0002472  0,011528  -0,017414

0,1 0,023525 0,109693 -0,165703
1 0,135599 0,632244 -0,955078
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As figuras e mostram, respectivamente, a distribuicao radial da tem-
peratura e da funcdo corrente ao longo da linha central (6 = g) de uma cavidade
anular horizontal. Estas figuras ilustram a variagao desses parametros para diferen-
tes instantes de tempo (t), que vao de 0,001 a 1. As andlises s@o feitas considerando
um nimero de Rayleigh igual a 100, um raio interno adimensional (r;) de 1 e um
raio externo adimensional (r,) de 2, além de angulos variando de 0 a .

Essas representacgoes visuais permitem observar como a temperatura e a funcao
corrente se distribuem radialmente na cavidade ao longo do tempo, oferecendo uma
visao mais detalhada do comportamento do sistema em diferentes condi¢oes tempo-

rais e geométricas.
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Figura 4.17: Distribuicao radial de temperatura em diferentes instantes para
Ra=100, R=2e0 = 7.
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Figura 4.18: Distribui¢ao radial de fungao corrente em diferentes instantes para
Ra=100, R=2e¢0 = 7.

A figura apresenta graficos de contorno para funcao corrente e temperatura
para diferentes niimeros de Rayleigh. Para valores pequenos do nimero de Rayleigh,
a transferéncia de calor ¢ principalmente governada pela conducao, resultando em
isotermas que se assemelham a circulos concéntricos, com um perfil de temperatura
quase parabdlico ao longo do anel e as velocidades sao muito pequenas para afetar
a distribuicao de temperatura.

Nesse cendrio, o fluxo resultante consiste em dois vortices em contrarrotacao em
cada metade da cavidade, onde o fluido é impulsionado para cima na regiao central
e desce ao longo das paredes interna e externa. A presenca desses dois vortices em
cada metade da cavidade é essencialmente atribuida a geometria e as condigoes de

contorno consideradas.
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A medida que o nimero de Rayleigh aumenta, a distribuicao de temperatura se
torna distorcida, resultando em um aumento na transferéncia de calor total e vortice
externo passa a dominar o campo de fluxo, com o centro de rotagao movendo-se para

a parte superior da cavidade.
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(a) Funcao corrente, Ra = 100

(c) Fungao corrente, Ra = 1000 (d) Temperatura, Ra = 1000

(e) Funcao corrente, Ra = 2000 (f) Temperatura, Ra = 2000

Figura 4.19: Gréaficos de contorno para um setor anular horizontal com aquecimento
volumétrico interno (R =2,t =1, y = 1).
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A figura [£.20] apresenta graficos de contorno para fungio corrente e temperatura
para diferentes valores razao de raios, ou seja, diferentes tamanhos para a cavidade
anular, considerando o valor do niimero de Rayleigh igual a 100, no instante t igual
a 1. O espaco formado entre o centro da cavidade e o raio interno torna-se pro-
gressivamente menos relevante a medida que a razao entre os raios se amplifica. De
acordo com os resultados, a contribuicao da convecgao natural para a transferéncia
de calor aumenta a medida que a razao de raios cresce. A formagao de dois vértices
contrarrotativos também é observada para todos os tamanhos da cavidade analisa-
dos, sendo que com o aumento da cavidade, é possivel observar que o vortice externo
tende a dominar o campo de fluxo.

A figura apresenta graficos de contorno para funcao corrente e temperatura
para cavidades anulares com razao de raios igual a 2, no instante t igual a 1 e com
nimero de Rayleigh igual a 100 e diferentes valores do parametro y. Como visto
anteriormente, conforme o valor de y aumenta os valores maximos de temperatura

e fungao corrente e o valor minimos de funcao corrente aumentam.
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(a) Funcao corrente, R = 2

(¢) Fungao corrente, R = 3 (d) Temperatura, R = 3

(e) Fungao corrente, R = 4 (f) Temperatura, R = 4

Figura 4.20: Graficos de contorno para um setor anular horizontal com aquecimento
volumétrico interno (Ra = 100, t =1, x = 1).
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(a) Funcao corrente, xy = 0,0001

(e) Fungao corrente, y = 10000 (f) Temperatura, xy = 10000

Figura 4.21: Graficos de contorno para um setor anular horizontal com aquecimento
volumétrico interno (Ra = 100, t = 1, R = 2).
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A figura[4.22] mostra uma comparagao das solugdes obtidas através da Técnica da
Transformada Integral Generalizada e o Método das Diferencas Finitas. Os perfis
de temperatura, funcao corrente, velocidade radial e velocidade angular ao longo da
linha central da cavidade (0 = g) foram analisados considerando raio adimensional
interno (r;) igual a 1, raio adimensional externo (r,) igual a 2, ordem de truncamento
(N) igual a 15 e numero de Rayleigh igual a 100. E notével que ambas as solugoes
possuem boa correlagao.

A figura [4.23| apresenta uma comparagao dos ntimeros de Nusselt médios interno
e externo, respectivamente, para diferentes nimeros de Rayleigh variando de 100 a
2000 no tempo. Pode-se perceber que o nimero de Nusselt aumenta com o aumento

do nimero de Rayleigh devido ao aumento da velocidade do fluido.
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Figura 4.22: Comparacao da solu¢ao por GITT com FDM para 0 = 7/2, R = 2,
0; = m, Ra = 100.
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(a) Nusselt médio interno vs tempo.

0,5

0,45

0,4 -

0,35 ”,

0,3 ”,

0,25 7

0,2

Nusselt médio externo

0,15

0,1 ——— Ra =100
= = - Ra=1000

- Ra = 2000
0,05 2

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
Tempo

(b) Nusselt médio externo vs tempo.

Figura 4.23: Comparagao dos nimeros de Nusselt médios interno e externo para
R=2,0;=0e¢ 0 = m e diferentes nimeros de Rayleigh.
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4.3.3 Conclusoes

Foram apresentados o desenvolvimento matematico e a analise de convergéncia
da convecgao natural em regime transiente, em uma cavidade anular bidimensional
horizontal preenchida com meio poroso e com geracao interna uniforme de calor.
Neste contexto, a Técnica da Transformada Integral Generalizada também demons-
trou ser altamente adequada e eficiente para a resolucao do problema, destacando-se
pela sua capacidade de lidar com a complexidade do problema transiente.

O problema transiente exige um poder computacional significativamente maior
em comparacgao com problemas anteriores, devido ao fato de que ambas as coordena-
das espaciais precisam ser transformadas, o que adiciona complexidade ao processo,
uma vez que essas coordenadas sao interdependentes. Para simplificar os calculos e
eliminar essa interdependéncia, foi utilizada uma transformacao log-polar auxiliar.
E relevante destacar que, até o momento, nao foram encontrados registros na lite-
ratura cientifica que documentem o uso anterior dessa transformacao auxiliar para
a solucao de problemas semelhantes. A introdugao da transformagao log-polar foi
eficaz em eliminar a necessidade de calcular funcoes de Bessel associadas as auto-
funcoes e aos autovalores normalizados, o que contribuiu para um aumento signifi-
cativo na eficiéncia do calculo. Embora a inclusao desse novo termo tenha causado
um pequeno aumento no tempo de processamento da simulagao, a eficiéncia geral do
calculo foi mantida, assegurando que a técnica continuasse a ser eficaz na resolugao

do problema.
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Capitulo 5

Consideracoes finais e trabalhos

futuros

Neste capitulo, serao apresentadas as consideracoes finais referentes ao trabalho
desenvolvido, com uma sintese dos principais achados e conclusoes obtidas. Também
serao fornecidas sugestoes e recomendacoes para pesquisas futuras, com o objetivo
de orientar e estimular novas investigacoes que possam ampliar ou aprofundar o

conhecimento sobre o tema abordado.

Diversas pesquisas ja foram realizadas e continuam a ser conduzidas no campo
da conveccao natural em cavidades. Esses estudos exploram uma ampla gama de
cenarios, incluindo tanto o aquecimento diferencial quanto a convecgao impulsionada
por geracao interna de calor. E importante notar que ha uma quantidade significati-
vamente maior de investigacoes focadas no aquecimento diferencial em comparacao
com a geracao de calor interna. Os estudos abrangem diferentes configuracoes, tais
como cavidades preenchidas com meio poroso e aquelas que nao contém tal preen-
chimento. Além disso, hd uma quantidade substancial de pesquisa em andamento

que visa analisar detalhadamente os diversos fatores que afetam a conveccao natural.
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Essas investigagoes abrangem uma variedade de regimes de fluxo, desde os lamina-
res até os turbulentos, com o objetivo de entender como cada variavel influencia o

comportamento da convecgao sob diferentes condigoes.

Nesse contexto, foi escolhida a Técnica de Transformada Integral Generalizada,
um método hibrido que combina abordagens analiticas e numéricas. Este método
¢ amplamente reconhecido e comprovadamente eficaz na resolucao de uma ampla
gama de problemas envolvendo equacoes diferenciais parciais. Ao longo das ultimas
décadas, a Técnica de Transformada Integral Generalizada tem se mostrado par-
ticularmente eficiente na solucao de problemas relacionados a conveccao e difusao,

demonstrando sua robustez e versatilidade na analise de fenomenos complexos.

5.1 Consideracoes finais

O presente trabalho apresentou uma extensa revisao bibliografica sobre proble-
mas de conveccao natural, com énfase especial em meios porosos. Foi dada maior
atencao a técnica da Transformada Integral Generalizada, além de um estudo de-
talhado sobre conveccao natural em regime estacionério aplicado a dois problemas
fisicos distintos: um envolvendo geracao interna de calor e outro com aquecimento
diferenciado. Além disso, foi investigado um terceiro problema, considerando o re-
gime transiente, especificamente para o caso com geracao interna de calor. Esse
conjunto de analises visa fornecer uma compreensao abrangente dos fenomenos en-

volvidos e das metodologias aplicaveis a esses tipos de problemas.

No primeiro caso, um setor anular horizontal preenchido por meio poroso com
geracao interna uniforme de calor foi estudado. Os resultados numéricos mostra-

ram excelente convergéncia para a temperatura e fungao corrente com um custo
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computacional relativamente baixo. As solugoes via transformada integral foram
co-validadas com os resultados obtidos pelo método das diferencas finitas, e mostra-
ram que o método é eficiente e preciso para a resolugao deste problema. O método
proposto também ¢é validado em comparacao com um caso da literatura apresen-
tando excelente concordancia para o campo de temperatura. Observou-se que os
efeitos do aumento do ntimero Rayleigh sao mais perceptiveis na fungao corrente
e, consequentemente, nas velocidades radial e angular, mas sao menos significativos
para a temperatura. Com a reducao do angulo final de 7 para %, foi possivel obser-
var uma reduc¢ao no valor da temperatura maxima e na funcao corrente. Embora a
presenca de dois vértices em contra-rotacao seja comum para todos os angulos do se-
tor anular investigados, o tamanho relativo dos dois vortices varia com a diminui¢ao
do angulo do setor, com o vortice proximo ao raio externo da cavidade se tornando
dominante. O angulo do setor anular afeta fortemente a temperatura maxima e a
particao da transferéncia de calor nas superficies interna e externa do setor anular

com meio poroso gerador de calor.

No segundo caso, foi realizado um estudo aprofundado do desenvolvimento ma-
tematico e da andlise de convergéncia da convecgao natural em regime permanente
em uma cavidade anular horizontal bidimensional preenchida com um meio poroso,
sendo aquecida pela parede interna. A Técnica de Transformada Integral Gene-
ralizada revelou-se, mais uma vez, uma abordagem hibrida extremamente eficaz,
que combina métodos numeéricos e analiticos para resolver problemas complexos de
transferéncia de calor com um custo computacional reduzido. Com o uso da GITT,
foi possivel alcancar uma convergéncia precisa para quatro digitos significativos,
tanto para a distribuicao de temperatura quanto para a funcao corrente, quando
a ordem de truncamento (N) foi definida em 25. Além disso, em uma combinagao

especifica de condicoes iniciais, foram identificadas solugoes duplas tanto para a
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funcao corrente quanto para a distribuicao de temperatura. Esses resultados desta-
cam a complexidade e a riqueza do comportamento térmico analisado, evidenciando

a importancia e a eficacia da técnica utilizada.

No terceiro caso, foram obtidos resultados para o regime transiente, considerando
uma cavidade anular horizontal preenchida com meio poroso e com geracao interna
uniforme de calor. A analise do problema em regime transiente implica um custo
computacional mais elevado, uma vez que a transformada deve ser aplicada tanto
na direcao azimutal quanto na radial, resultando na necessidade de transformar
ambas as coordenadas e acrescentar somatorios na formulagao inversa. A equagao
resultante, que depende do tempo, foi resolvida utilizando o método das diferencas
finitas. Para simplificar o problema, uma transformacao log-polar foi introduzida,
com o objetivo de separar as coordenadas r ef), eliminando a necessidade das fungoes
de Bessel na solugao. No entanto, esse processo implicou a adigao de uma matriz na
equacao de energia. Apesar dessa complexidade adicional, a Técnica de Transfor-
mada Integral Generalizada demonstrou ser um método capaz e eficaz para resolver
o problema da convecgao natural também neste caso, novamente provando sua ver-

satilidade e robustez.

Em todos os casos estudados, a plataforma Mathematica demonstrou ser uma
ferramenta poderosa para computacao simbolica-numérica mista, sendo perfeita-
mente adequada para metodologias de solucao hibridas numérico-analiticas, como a
Técnica de Transformada Integral Generalizada. Além disso, seus recursos graficos
avancados permitem uma visualizagao rapida e eficiente dos resultados, tornando-
se um recurso indispensavel para a pesquisa cientifica. A combinacao de calculos
simbdlicos e numéricos com capacidades graficas robustas contribui significativa-

mente para a eficiéncia e a clareza das investigacoes cientificas.
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5.2 Trabalhos futuros

Algumas das possiveis complementagoes para este trabalho sao:

e A realizacao de um estudo envolvendo a utilizacao de diferentes modelos
para analisar a conveccao natural em cavidades preenchidas com meio po-
roso, como o modelo de Brinkman-Darcy, o modelo de Brinkman-Forchheimer-
Darcy, entre outros, pode fornecer uma visao mais abrangente e detalhada dos
fenomenos envolvidos. Estes modelos variam em termos de complexidade e
precisao, oferecendo diferentes perspectivas sobre a interacao entre o fluxo de
fluido e o meio poroso. A comparacao entre esses modelos pode enriquecer a
compreensao do comportamento térmico e hidraulico em cavidades porosas,
possibilitando a identificacao das condicoes que mais influenciam o desempe-

nho do sistema de transferéncia de calor.

e A implementacao do procedimento adaptativo de controle de ordem é alta-
mente recomendada, pois atua como um redutor automatico do ntmero de
termos necessarios nas ordens de truncamento das expansoes em cada etapa
do processo de integracao no tempo. No entanto, este procedimento nao foi
implementado devido as dificuldades encontradas no reordenamento dos cam-
pos transformados, uma questao que ainda requer investigacao adicional. Esta
dificuldade esta intimamente ligada a selecao de filtros adequados. A pesquisa
futura deve focar no desenvolvimento de métodos eficazes para o reordena-
mento e na otimizagao dos filtros. A superacao desses desafios pode levar a

avancos significativos na eficiéncia e precisao dos modelos utilizados.
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