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A Formulação Iterativa do Método dos Pseudo-Harmônicos é uma poderosa 

ferramenta para descrever o fluxo de nêutrons e fator de multiplicação efetivo perturbados 

no cálculo neutrônico. 

Esta formulação tem sido aplicada em conjunto com o Método de Expansão Nodal e 

com o Método de Diferenças Finitas de Malha grossa para o cálculo do fluxo real e para a 

obtenção do fluxo adjunto de nêutrons. 

Neste trabalho a formulação iterativa do Método dos Pseudo-Harmônicos foi 

utilizada para adaptar um problema de fonte, agrupando as perturbações num termo que 

pode ser considerado como uma fonte virtual. 
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The iterative formulation of the Method of Pseudo-harmonics is a powerful tool to 

describe the perturbed neutron flux and effective multiplication factor in the neutronics 

calculations.  

This formulation has been employed together with the Nodal Expansion Method and 

Finite Difference Coarse Mesh to calculate the real flux and to obtain the adjoint flux. 

 In this work the iterative formulation of the Pseudo-Harmonics method was used to 

adapt an eigenvalue problem to a source problem, grouping the perturbations in a term that 

can be considered as a virtual source. 
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CAPÍTULO 1 

 

INTRODUÇÃO 

 

 
O Método dos Pseudo-Harmônicos associado a um processo iterativo é apresentado 

como  uma poderosa ferramenta para reproduzir  o fluxo de nêutrons e fator de 

multiplicação efetivo  perturbados no cálculo neutrônico. 

Esta formulação está baseada na definição de uma região de  interesse na qual as 

mudanças na forma do fluxo devido à perturbação são grandes quando comparadas ao 

restante do domínio do sistema. Os vetores de base e a forma do fluxo perturbado são 

obtidos para aquela região específica que considera somente as propriedades físicas locais, e 

os valores do fluxo não perturbado no contorno são usados como condições de contorno. 

Os métodos nodais para solução da equação de difusão de nêutrons, problema de 

autovalor, estão bem desenvolvidos na análise em Física de Reatores. Eles também podem 

ser muito úteis na solução de problemas de fonte. Neste trabalho, adaptamos o problema de 

autovalor para um problema de fonte, agrupando as perturbações num termo que pode ser 

encarado como uma fonte virtual. 

O Método dos Pseudo-Harmônicos Iterativo é aplicado em conjunto com o Método 

de Expansão Nodal NEM (Finnemann et al., 1977), para o cálculo do fluxo real e com o 

Método de Diferenças Finitas de Malha Grossa DFMG (Smith, 1983; Aragones & Ahnert, 

1986; Sutton & Aviles, 1996; Moon et al., 1999 e Chao, 1999) para a obtenção do fluxo 

adjunto. 

Um método de perturbação deve levar em conta o tempo computacional em 

comparação com o cálculo direto. Eles são particularmente vantajosos quando se considera 
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uma série de cálculos similares, que como acontece com o cálculo direto podem ser bastante 

demorados. 

O Método dos Pseudo-Harmônicos foi originalmente proposto por Gomit (1985) e 

teve como suas principais vantagens o fato de a base usada para representar o fluxo 

perturbado ser construída das autofunções de um mesmo operador não perturbado (fuga 

mais remoção) do grupo na equação da difusão. 

Outra vantagem do método é que os Pseudo-Harmônicos são soluções de equações 

diferenciais desacopladas em grupos de energia. A discretização espacial destas equações 

diferenciais, para cada grupo de energia, nos fornece matrizes reais e simétricas. Isto implica 

que os autovalores sejam reais e os autovetores ortogonais, formando um conjunto completo 

(Silva et al., 1987). 

No capítulo II, é apresentado o Método de Expansão de Fluxo (NEM), a equação da 

continuidade e a lei de Fick a duas dimensões. Neste método, as funções soluções são 

aproximadas por polinômios, de onde se obtém os valores do Cálculo Direto. 

No capítulo III, é apresentado o Método de Diferenças finitas de Malha Grossa 

(DFGM), que devido à sua estrutura, a construção da matriz que carrega a fuga e a remoção 

não é muito trabalhosa. O DFMG faz uso dos resultados provenientes do Método de 

Expansão Nodal para nos fornecer as matrizes utilizadas para o cálculo dos Pseudo-

Harmônicos e também nos fornece o fluxo adjunto. 

 
No capítulo IV, apresentamos o Método dos Pseudo-Harmônicos que consiste, para 

cada grupo de energia, na expansão da perturbação do fluxo de nêutrons em termos de uma 

base do mesmo espaço gerado pelos harmônicos. Esta base é formada pelo conjunto de 

autofunções do operador não perturbado que representa fuga mais remoção do grupo na 

equação de difusão. É também explicitado o processo iterativo proposto neste trabalho. 
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No capítulo V, apresentamos o sistema de referência usado, o sistema perturbado, a 

especificação do tipo de reator, com suas características, os resultados para o fluxo para o 

autovalor, e a sugestão para trabalhos futuros. 
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CAPÍTULO 2 
 
 
 

MÉTODO DE EXPANSÃO NODAL 
 
 

 
2.1 –INTRODUÇÃO 
 
 

O Método de Expansão Nodal NEM (Finnemann et al., 1977) utiliza a equação da 

continuidade e a lei de Fick, como equações de partida. É um método de discretização 

espacial que usa correntes de interface. Estas equações em geometria retangular em 

coordenadas cartesianas e na formulação de dois grupos de energia são expressas da 

seguinte forma: 
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O método utiliza como domínio espacial do núcleo do reator, um conjunto de 

retângulos paralelos contíguos, os nodos. Dentro de um nodo os parâmetros de multigrupos 

são uniformes. Integrando a equação (2.1) na área a  de um nodo n qualquer e a equação 

(2.2) na área transversal a uma direção u genérica , tem-se que  
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Sendo os  parâmetros ,   que caracterizam o nodo n, uniformes . Eles 

são assim definidos desta forma: 
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E o fluxo  médio no nodo , as correntes parciais médias na face s da direção u do nodo 

n ( e o fluxo médio numa área transversal à direção u no nodo n (  são definidos 

da seguinte forma: 
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E ainda u = x,y  , s = l, r (representando, respectivamente, as faces esquerda e direita na  
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direção u )  e      




=

=
=

rssea
lsse

u n
u

n
s

0

 
 
 
                  Observamos pelas equações (2.3) e (2.4) um forte acoplamento entre 

 que é feito pelas funções n
gus

n
g Jeφ )(un

guψ . Tais funções são soluções da equação 1D 

obtidas da integração da equação da difusão resultante da substituição da equação (2.2) na 

equação (2.1) numa área transversal à direção u no nodo n, as quais são: 

 
 
 

)10.2()()()(1)()(
'

2

1'
''

2

1'
'2

2

uuuuu Lkdu
dD n

gu

n

ug
g

n
gg

n

ug
g

n
fgg

eff

n

gu

n
gu

n

gu

n
g −+=+− ∑Σ∑ ΣΣ

==
ψψχψψ υ  

 

onde  o termo que representa a fuga transversal à direção u, é assim definido: ),(uLn
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 No Método de Expansão Nodal a solução da equação (2.10) não é obtida nem 

analiticamente e nem numericamente, mas através de uma expansão polinomial (neste caso, 

do quarto grau) da seguinte forma:  
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As funções de base )( n
u

i a
uh  e suas propriedades (Finnemann et al.,1977), são assim 

definidas: 
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Os coeficientes de baixa ordem c (coeficientes primários) são obtidos 

levando em consideração uma condição de consistência, dada por:  

n
gu

n
gu

n
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e aplicando as propriedades das funções de base (Finneman et al., 1977)  )( n
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as seguintes expressões: 
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Já os coeficientes de alta ordem, (coeficientes secundários), são obtidos 

através da equação (2.10) e com o auxílio da técnica dos resíduos ponderados onde as 

funções pesos são as funções de base. Para os cálculos de , usamos 

respectivamente como funções peso  as funções de base 
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onde os coeficientes são dados por:  
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Sendo que os  foram obtidos impondo-se  a continuidade da  função  e de sua 

derivada primeira 
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2.2 – CORRENTES PARCIAIS DE SAÍDA 

 

 
Utilizando as definições dos coeficientes primários e substituindo-se a expansão dada 

pela equação (2.12) na equação (2.4), obteremos as correntes parciais de saída, são elas: 
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2.3 – EQUAÇÃO DE BALANÇO NODAL  

 

 
Finalmente, obtém-se através da substituição das equações (2.22) e (2.23) na equação 

(2.3) o sistema de equações que define o fluxo de nêutrons médio no nodo: 
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As equações de (2.14) a (2.28), juntamente com os sistemas de equações para o 

cálculo dos coeficientes de altas ordens e mais as condições de interface e de 

contorno, fazem parte do esquema iterativo usado no código desenvolvido no Programa de 

Engenharia Nuclear (PEN), para solucionar problemas estacionários a dois grupos de 

energia.  
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CAPÍTULO 3 

 

                           MÉTODO DE DIFERENÇAS FINITAS DE MALHA GROSSA 

 

3.1 – INTRODUÇÃO 

 

 
Os métodos nodais, entre eles o Método de Expansão Nodal NEM (Finnemann et al., 

1977), podem apresentar um elevado tempo na execução de cálculos repetitivos, como por 

exemplo na movimentação de bancos de barras de controle, na pesquisa da concentração 

crítica de boro solúvel, e também nos cálculos de queima de combustível. Na busca de 

procedimentos alternativos para acelerar os métodos nodais nestes cálculos, o Método de 

Diferenças Finitas de Malha Grossa DFMG (Smith, 1983; Aragones & Ahnert, 1986; Sutton 

& Aviles, 1996; Moon et al., 1999; Chao, 1999; Da Silva et al., 2003 e Pereira et al., 2002) 

vem sendo uma ferramenta muito útil neste sentido. 

A formulação do método utiliza como dados de entrada o coeficiente de difusão  

as correntes médias nas faces dos nodos , os fluxos médios nas faces do nodos 

n
gD '

'
n
gusJ n

gusψ       

(s = e, d) o fluxo médio nos nodos , que são previamente calculados pelo Método de 

expansão Nodal, exposto no capítulo anterior. 

n
gφ

De acordo com esta formulação (Silva e Martinez, 2003), adotando os fatores de 

correção de malha grossa, podemos escrever as correntes médias nas faces do nodo na 

seguinte forma: 
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=J n

gur φφ 11 −−+
n

g

n
gul

n

g

n
gur DD                                               (3.2) 

 

definindo: 

 
- A notação n-1  representa o nodo vizinho ao nodo n , na esquerda da direção x e na frente 

da direção y; 

- A notação n +1 representa o nodo vizinho ao nodo n, na direita na direção x e atrás na 

direção y; 

 

 
3.2 – COEFICIENTES DE DIFUSÃO DEPENDENTES DE DIREÇÃO E FACE, E 

SEUS FATORES DE CORREÇÕES:  

 

          Os coeficientes de difusão dependentes de direção (u = x,y) e face (s = l,r), (Aragones 
& Ahnert, 1986), são assim  

calculados:  

 

)1)(
2
11(

)
2
11)(

2
11(2

1111
1

1
1

CDaCDa

CDaCDaD
n

gul

n
gn

u

n

gur

n
gn

u

n

gul

n
gn

u

n

gur

n
gn

un
guL ++−−

−

−

−

++

−+

=
                                         (3.3) 

 

)1)(
2
11(

)
2
11)(

2
11(2

11
1

11
1

CDaCDa

CDaCDaD
n

gul

n
gn

u

n

gur

n
gn

u

n

gul

n
gn

u

n

gur

n
gn

un
gur ++

−

++

+

++

−+

=
                                                                           (3.4) 
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onde  

                       

ψφ

ψφ
n

gul

n

g

n

gul

n

g

n
gn

u

n

gul
n

gul

DaJ
c

+

−+

=

)(2

                                                                                                  (3.5) 

 

 e 

ψφ

ψφ
n

gul

n

g

n

gur

n

g

n
gn

u

n

gur
n

gur

DaJ
c

+

−−

−=

)(2

                                                                                               (3.6) 

 

 
Considerando-se as definições de n-1 e n+ 1, equações (3.1) e (3.2),e substituindo-as na 

equação 

 φχφ n

g
g

n
ggg

eff

n

g

n
Rgn

u

n

gul
zyxu

n

gur

gg
ka

JJ
'

2

1'
'

,,

'

1
)(

∑ΣΣ
∑

=
=

= =+
−

                                                                            (3.7) 

 

 tem- se que : 

    
)8.3(,,,,, skAAAAA f

eff
nnnnnn

n
n

n
n

n
n

n
n

t

t

d

d

e

e

f

f
=−−+− ΦΦΦΦΦ

1 nn

                                                                                                                  
 

onde     representam , nesta ordem , os nodos vizinhos ao nodo n, na frente, à  

esquerda, à direita e atrás.  

tdef nennn ,,
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As matrizes associadas são: 














≡Φ φ

φ
n

n

n

2

1                                                   



















≡
∑ Σ

∑ Σ

=

=
2

1
2

2

1
1

g

n

g

n
fg

g

n

g

n
fg

n

fS
φχ

φχ

υ

υ

 



















=

Da

DaA m
urn

u

m
urn

u
mn

2

1

. 10

01
                    ;     para m =                   







=

=

xuse

yuse

n
n

e

f

               



















=

Da

DaA m
uln

u

m
uln

u
mn

2

1

. 10

01
                    ;     para m =  







=

=

xuse

yuse

n
n

t

d

e 













−
≡

Σ
Σ−
b

bA nn

nn

nn
221

121
,

 

 

sendo 

)(1)(1 DDaDDab n
gyl

n
gyln

y

n
gxr

n
gxln

x

n
Rg

n

g
++++≡ Σ                                                                 (3.9) 

 

                        
O sistema bloco penta-diagonal formado por todos os nodos em que o núcleo do 

reator foi dividido em conjunto com as condições de contorno e simetria, tem as estratégias  

de solução bem definidas pela teoria do método de diferenças finitas clássica, como por 

exemplo, o método SOR para as iterações internas, o método de Potências para as iterações 

externas, aceleração de Chebyshev e o método iterativo de Wielandt (Wachspress, 1966 e  

Nakamura, 1977). 
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CAPÍTULO 4 
 

 
MÉTODO DOS PSEUDO-HARMÔNICOS 

 
 
 
4.1 - INTRODUÇÃO 

 

Neste capítulo, será apresentado o método perturbativo dos pseudo-harmônicos para 

se obter o fluxo de nêutrons e do fator de multiplicação na região perturbada. 

O Método dos Pseudo-harmônicos surgiu como uma alternativa a alguns métodos da 

teoria da perturbação que apresentavam limitações em problemas complexos. 

O Método é chamado de pseudo-harmônicos, devido ao fato de que Gandini (1978) 

propôs uma metodologia de perturbação explícita, chamada de método padrão ou método 

dos harmônicos. Nesta metodologia o fluxo de nêutrons perturbado era construído por meio 

de uma expansão em autofunções associadas ao operador de difusão. O método padrão 

produzia excelentes resultados quando aplicado a problemas unidimensionais e para um 

grupo de energia, no entanto em problemas multidimensionais e com mais grupos de 

energia, dificuldades numéricas e matemáticas eram observadas. Em vista desta limitação, 

foi desenvolvido o método dos Pseudo-Harmônicos (Gomit et al., 1982), que tem como 

idéia básica construir o fluxo de nêutrons perturbado por meio de uma expansão em 

autofunções  associadas à parte do operador de difusão que contém apenas a fuga e a 

remoção . Como esta parte do operador de difusão é representada por uma matriz simétrica, 

o problema de autovalor associado a esta matriz gera autovalores e autofunções reais. Deste 

modo, a grande vantagem deste método é que as auto-funções são obtidas grupo a grupo, e 

portanto , através de equações diferenciais desacopladas.  
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4.2 – MÉTODO PERTURBATIVO DOS PSEUDO-HARMÔNICOS 

 

           A equação de Difusão, na forma multigrupo, para um sistema crítico, no estado 

estacionário pode ser descrita por: 

 
    ( 0) 00 =− φλ FA                                                                                                               (4.1) 

 
 
onde oλ  é o autovalor fundamental , F é o operador fonte de fissão, A = B + S representa a 

fuga mais remoção e S espalhamento. O fluxo de nêutrons não perturbado oφ , no modo 

fundamental, é representado por: 

 
 

       





































=

φ

φ

φ

φ

'

0,

'

0,

'

0,1

0~

.

.

.

.

.

.

G

g

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

com G indicando o número de grupos de energia. 

Se uma perturbação é causada no núcleo do reator, o fluxo perturbado de nêutrons é solução 

da seguinte equação:   

~~
0)''( =− φλA                                                                                                                       (4.2) 

 
 
 
com  
 
 
 

 17



AAA δ+='  
 

BBB δ+='  
 

SSS δ+='  
 

FFF δ+='  
 

δλλλ += 0'  
   
 
e 
 

 

 




































=

φ

φ

φ

φ

'

'

'

1

~

.

.

.

.

.

.

'

G

g

 
Sendo  
 
 δφφφ += 0'                                                                                                                                 (4.3) 
 
 
onde δφ  representa a perturbação no fluxo. 
 
 

Expandindo tanto no fluxo perturbado, 
~

'φ , quanto no autovalor perturbado, 'λ , 

tem-se: 

∑∑
∞

=

∞

=

+==
1

)()0(

0

)('

~~~~
'

k

k

k

k φφφφ                                                                                      (4.4) 

 

λ '  =                                                                                        (4.5) ∑∑
∞

=

∞

=

+=
1

)()0(

0

)(

k

k

k

k λλλ

 18



Onde o índice k nas equações (4.4) e (4.5) significa a ordem de aproximação na expansão, e 

obviamente  satisfazendo ao seguinte sistema de 

recorrência: 

)(

~
0

)0(

0~

)0(

~
, kcome φλλφφ ==

     
                                                                                                  (4.6) 









=−

=−

~
)(

0)(

)(
)(

~
0

~

)0(

~
0

s k
kFA

FA

φ

φ

λ

λ
                                                                   
 ;    k =  1, 2, 3 ,...                                                                      (4.7) 
 

 
desde que: 

01` ==
∑∑
ll

FFA )1(
1

)()()()1()( −−
−

−− ++−= lk
k

llk
k

lkk φδλφλφδ
                                                                                                                                                                          (4.8) 
 

~
s 
 
 
 
 
 Analisando a k-ésima equação do sistema (4.6) e (4.7), vê-se que, pelo fato do 

operador )( 0FA λ− ser singular a equação (4.7) terá solução se, e somente se, 0)(

~

*

0~
=ksφ . 

Esta condição implica que:  

 
 

(4.9) 
 ( k

 0
*
0

)(*
0

1

0

)()(*
0

1

1

)()1(*
0

)

φφ

φδφλφφλφδφ
λ

F

FFA llk
k

l

llk
k

l

lk −−
−

=

−
−

=

−

=
∑∑ −−

 
 

onde  indica tanto a integração em volume quanto as operações matriciais envolvidas. O 

fluxo adjunto , no modo fundamental, , satisfaz à seguinte equação:   *

0~
φ

~

*

0~

*

0

* 0)( =− φλ FA                                                                                                        (4.10) 
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com  sendo os operadores adjuntos a A e F, respectivamente, e  ** FeA
 

=φ
~

*

0





































φ

φ

φ

*

0,

*

0,

*

0,1

.

.

.

.

.

.

G

g

 

 
 
Observamos que a solução da equação diferencial (4.7) não é a única, uma vez que todas as 

funções da forma abaixo satisfazem a esta equação.  

 
 

)(

~0~

)()(

~

k

part

kk

c φφφ +=                                                                                                          (4.11) 

 
 
 
onde  é uma constante arbitrária  da solução homogênea e  representa a solução 

particular da k- ésima equação (4.7). 

)(kc )(

~

k

part
φ

 
 A solução particular , para todo k, pertence a um espaço ortogonal a )(

~

k

part
φ

0~
φ . Este 

espaço, que denominamos H0 , é gerado pelos autovetores de modos mais altos (harmônicos) 

...),3,2,1(
~

=i
i

φ  que satisfazem às seguintes equações: 

...,3,2,1;0)(
~~

==− iFA
i

i φλ                                                                                       (4.12) 

 
 Os harmônicos satisfazem, também, à seguinte relação de ortogonalidade 
 
 

...,2,1,0,;0
~

*

~
=∀≠= niniparaF

in
φφ                                                              (4.13) 
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onde   são os autovetores adjuntos, de modos mais altos, que satisfazem às 

equações: 

...),3,2,1(*

~
=n

n
φ

 
 
 

...,3,2,1;0)(
~

*

~

** ==− nFA
n

n φλ                                                                                  (4.14) 

 
 
 
 Os vetores   da expressão (4.11) para  , podem, por sua vez, ser 

representados por uma combinação linear de vetores  

)(

~

k

part
φ 1≥k

jg ,~
ψ , cujo o conjunto forma uma base 

para H0 . As componentes do vetor  
jg ,~

ψ , são obtidas a partir dos pseudo-harmônicos.   

Assim   pode ser expresso como: )(

~

k

part
φ

jgj

G

g

k
gj

k

part ,~1 1

)(
,

)( ψαφ ∑ ∑
∞

= =

=
 

(4.15) 
~ 

 
 
 
 
4.3 – DETERMINAÇÃO DOS VETORES DE BASE  

jg ,~
ψ  

 
Os Pseudo-Harmônicos são as autofunções de cada operador de  representando fuga 

, em cada grupo g de energia, onde: 

gB

)().( g
Rg remoçãomaisD Σ∇∇−

→→

 

GgDB g
Rgg ...,,2,1;. =Σ+∇∇−=

→→

                                                                           (4.16) 
 

O operador  possui uma infinidade de autovalores  gB jg ,γ  reais e positivos, e as 

autofunções associadas (os pseudo-harmônicos)  jg ,ω são soluções da seguinte equação: 

...,3,2,1;,,, == jgg ωγω  B jjgjg (4.17) 
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A partir dos pseudo-harmônicos, jg ,ω ,  construímos dois vetores   da forma 
jg

w
,~

 

 j
jj

,2~.
,2~

~
,1~ 0 ω 





≡





≡ j ww ~,1~
0ω  

 

(4.18) 
 

 
 
os vetores  pertencem ao espaço gerado pelos harmônicos, 

jg
w

,~
...),3,2,1(

~
=i

i
φ , e pelo 

fluxo no modo fundamental, 
0~

φ . Assim, os vetores    podem ser expressos como: 
jg

w
,~

i
i

g
ij

jg
bw φ∑

∞

=

=
0,

 
(4.19) 

~ 
 

onde os coeficientes  são determinados com a utilização da relação de ortogonalidade 

(4.13), logo, 

g
ijb

ii

jgig
ij

F

wF
b

~

*

~

,~

*

~

φφ

φ
=                                                                                                                 (4.20) 

 
 
 Desejamos então construir (a partir do conjunto ) uma base para o espaço H

jg
w

,~
0  

que é ortogonal a 
0~

φ . Para isso, definimos um conjunto de vetores  
jg ,~

ψ , através da extração 

da contribuição da componente  
0~

φ em (4.18), assim: 

 

~
0

~
0

~

*
0

,~~

*
0

,~,~
φ

φφ

φ
ψ

F

wF
w jg

jgjg
−=

 
(4.21) 

 
 
  

Agora, resta-nos calcular os coeficientes  da expansão dos  , equação (4.15). )(
,
k
gjα )(

~

k

part
φ
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4.4 – MÉTODO DOS PSEUDO-HARMÔNICOS (FORMULAÇÃO FRACA) 
 
 
         Neste método, é sugerida a inversão de uma matriz (ver Silva. F.C, 1985). O problema 

tem o seguinte tratamento: 

 
)( 0

1 1

)(

,
FSB

j

G

g

k

gj λα −+∑∑
∞

= =
s kg

j

)(=ω                                                                                    (4.22) 

 
 
mas como    se truncarmos a série acima no N-ésimo harmônico, 

multiplicarmos a esquerda por   e integrarmos em todo o volume, obteremos : 

g
jjg

g
jB ωβω ,=

'g
iω

 

fr
k

gi

k

gj

N

j

G

g

gg
ij

k

giigigig

)(

',

)(

,
1 1

')(

',,',','
=+ ∑∑

= =
ααωωβ                                                                           (4.23) 

 
onde :     
 

ωλω g

j

g

i

gg
ij FSr )(

0

'' −=      e                                                                                                  (4.24)                            

 
sf kg

i

k

gi

)(')(

', ω=                                                                                                                       (4.25) 

  
sendo que: 
 
 i = 1, 2, ... , N 
 
 g’=1,2, . . . , G 
 
 
Notamos então que a expressão (4.18) representa um sistema de N x G equações lineares, 

que pode ser representado matricialmente da seguinte forma: 

 
)()()( kk sRU =+ α                                                                                                               (4.26)                            
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com     
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=

f
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f
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s

k
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k

G
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k

k

N

k

k

k

GN

k

G

k

N

k

k

N

k

k

)(

,

)(

,1

)(

2,

)(

2,1

)(

1,

)(

1,1

)(

)(

,

)(

,1

)(

2,

)(

2,1

)(

1,

)(

1,1

)(
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.
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

α

α

α

α
α

α

α

 

as componentes      do vetor  , solução da equação  (4.20), são os coeficientes que 

necessitamos para determinar os    . 

)(
,
k
gjα )(kα

)(kφ

 
 
4.5 -  MÉTODO DOS PSEUDO-HARMÔNICOS (FORMULAÇÃO FORTE) 
 
 

A seguir será exposta a  solução via sistema recorrente (ver Abreu.M.P, 1990). 

Podemos escrever a expressão resultante   da substituição de  (4.15)   em   (4.11) e a 

expressão resultante na equação (4.7), podemos escrever a seguinte equação: 

 
                 ∑                                                                  (4.27) [ ] )(

~~1

k

l

L

l
L swSFI =−−

=

λβα
 
 
Pelo método dos pseudo-harmônicos (de Abreu et al., 1989), podemos definir um conjunto 

de vetores linearmente independentes da seguinte maneira: 

                  
[ ]

jjj
wSFI
~~

−−≡ λη β   ;    j = 1, ..., J                                                                               (4.28) 
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A  equação (4.27)  fica  assim escrita 
 
 
                  ∑                                                                                                   (4.29) )(

1

k

j

J

lj
j

s=
−

ηα
 
 
 
Para calcular os  jα   , os vetores  jη  são ortogonalizados , pois isto facilita a obtenção dos 

coeficientes  jα  . A ortogonalização dos vetores  jη  é feita através do processo de Gram- 

Schmidt, da seguinte forma: 

 
 
Sendo  
 

~~
η

ll

v =                                                                                                                           (4.30)  

 
os demais vetores ortogonais são dados por  
 
 

−=
jj

v η
~~ ~

1

1

va
m

l

m
lm∑

−

=

   ;       j = 2, ..., J                                                                               (4.31) 

 
com 
       

vv

v
a

j

T

j

j

T

jm

~~

~~
η

≡
                   ;        m = 1, ..., j-1     e     j = 2, ..., J                                   

(4.32) 
 
 
onde  
 
 

ηη
njk

J

k
mk

j

T

m
vv ∑

=

≡
11~~

                                                                                                      (4.33) 

 
e  
 
  vvvv

mj

J

k
mj

m

T

m
∑
=

≡
1~~
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De acordo com (4.31)  observamos as seguintes propriedades: 
 
 

,0
~~

=η
m

T

j

v         para m = 1, ..., j-1             e      j = 2, ..., J                                                 (4.34) 

 
 
e     ainda     
 
 
  

~~~~
vvv

j

T

jj

T

j
=η        para        j = 1, ..., J                                                                            (4.35) 

 
 
Agora, multiplicando a equação (4.29)  por v  e aplicando o produto interno, segue  T

m

 
 

)(

~~~~
)(

1

kk svv T

mj

T

m

J

j
j

=∑
=

ηα                                                                                              (4.36) 

 
 
 
Usando as propriedades dadas em  (4.34) e (4.35)  na equação acima , chegamos a  
 

~~~~
)(

~~
)(

)(

1

svvv kT

mj

T

m

J

mj
j

m

T

mm
kk =+ ∑

+=

ηαηα  ,                                                            (4.37) 

 
 
de onde se obtém 
 
 

  

~~

~~)(

)(

vv

sv

J

T

J

kT

J

J
k ≡α

                                                                                                                (4.38) 

 
 
e 
 

 

~~

~~
)(

~~)( 1

)(

vv

vsv

j

T

j

J

jm m

T

jm

kT

j

j

k
k

∑
+=

−
=

ηα
α

  ;                               j = J,...,1                       (4.39) 
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Com as expressões  dadas em   (4.38) e (4.39) , para os coeficientes lα , a solução particular 

dada em (4.15)  fica então determinada. 

 
 
4.6 – SOLUÇÃO  USANDO PROCESSO ITERATIVO 
 
 
 
Apresentamos agora o método dos pseudo-harmônicos  utilizando o processo iterativo.  Seja 

a equação  para o sistema perturbado: 

 
''''''' φφλφ SFB +=                                                                                                            (4.40)  

 
Agora vamos reescrever a equação em função dos operadores não perturbados e das 

perturbações: 

 

φφφ δδδλλδ
''

)()()()( SSFFBB ++++=+
'                                                                        (4.41) 

 
 
 
isolando os operadores não perturbados chegaremos a  
 
 (                                                                              (4.42) φφ δδλδδλλ

''
)'() BSFFSFB −++=−−

 
No  processo iterativo, fazemos  
 

s ii
SFB )()1('

)( =−−
+φλ       ,                                                                                                    (4.43) 

 
com 
 

φλ δλδδ
)('')()( )(

iii AFFs −+≡ , definida como a fonte virtual do problema,  
 
onde   
 

SBA δδδ −≡  
 
Pela Alternativa de Freedholm , qual seja,  
 
 0)(*

=s iTφ  
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tem- se que 
 

' )(*

)('*

)(

'

)(

φφ
φφ

λ
λδδ

δ
iT

iT

i

F

FA −
=                                                                                             (4.44) 

 
Agora , fazendo: 
 
 

φ )(')(
'

ii
Ffs ≡                                                                                                                        (4.45) 

 
e   
 

' )()( )( φλδδ
ii

p
FAs −≡    ,                                                                                                        (4.46) 

 
podemos escrever : 
 

s
s

i

f

T

i

p

T

i

)(*

)(*

)(

φ
φ

λδ =                                                                                                                 (4.47) 

e 
 

sss i

p

i

f

ii )()()()( −= λδ                                                                                                        (4.48) 
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4.7– DETERMINAÇÃO DA CONSTANTE ARBITRÁRIA  
 
 

Para obtermos a solução geral do problema  basta calcularmos a constante c da equação 

(4.9) . Com esta finalidade , normalizaremos 'φ  à unidade da seguinte forma : 

 
1

,
=∑

gn

n

gφ       e       ∑           1
,

'
=

gn

n

gφ
 
 
logo, 
 

c
gn

n

g
=∑

,

'φ +∑
gn

n

g
,
φ ∑

gn

n

partg
,

'

,φ +=⇒ c1 ∑
gn

n

partg
,

'

,φ                                                   (4.49) 

 
 
 
 
mas  
 

[ ]uu TT

21
        









φ
φ

2

1   

         
 Usamos o fato de: 
 
 
 [ ]uu TT

21
  ≡           uT

 
 
além de 
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Substituindo estes valores na equação  (4.42), chegaremos a : 
 
1   c  + = φ '

part

Tu  
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Isolando a constante arbitrária, chegamos a  
 

part
ruc '1 φ−=   

 
 
 
Algoritmo do Processo Iterativo: 
 
 

1) Faz-se i = 1 
 

2) Faz-se  λφ λφ == )(')(' ii
e

 
3) Faz-se  i = i + 1  

 
4) Calcula- se     usando   (1)     e    ( 2) )()( i

p
i

f ses
 

5) Calcula-se   λδ )(i   usando (3) 
 

6) Calcula-se    )()1(' ii δλλλ +=+

 
7) Calcula-se    )4()( usandos i

 
8) Calcula-se     )1( +i

jβ
 

9) Calcula-se            ;         φβφ jjJ

NPHNPH

J
j

i
j

i
part bW −≡ΓΓ= ∑

+

=

++ ;'
1

)1()1(

 
10) Calcula-se  )1()1( 1 ++ −= i

part
Ti uc φ   

 
11) Calcula-se    )1()1()1( '' +++ += i

part
ii c φφ

 
12) Testa-se a convergência, fazendo-se: 
 
Se    λελλλ ≤− ++ )1()()1( '/)''( iii ,  então 
 
Se max n,g φεφφφ ≤− ++ )1(

,
)(
,

)1(
, '/)''( i

gn
i

gn
i

gn  
 
Se não convergir, retornar ao item 3. 
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CAPÍTULO 5 

 
 
 

APRESENTAÇÃO DOS RESULTADOS E CONCLUSÃO 
                                  
         
 
5.1 – INTRODUÇÃO 
 
 
 

Este capítulo destina-se a apresentação e a análise dos resultados obtidos pelo 

método proposto. 

Para a execução desta proposta de trabalho foram utilizados sete programas. 

São eles, o programa TRATA  que discretiza o núcleo em nodos e gera o arquivo de 

entrada para o NEM 3D. Este calcula os fluxos reais que são usados como dados de entrada 

para o programa COLAPSA, que faz a colapsação das seções de choque de três dimensões 

para duas dimensões. Os dados de saída do programa COLAPSA são os dados de entrada 

para o DFMG 2D, que nos gera como saída os fluxos adjuntos e as matrizes. Além destes 

programas foram elaborados mais três: o PSEUDO que calcula os pseudo-harmônicos, o 

ORTOGON que calcula e ortogonaliza os vetores η  e v, e o programa ITERA que faz o 

cálculo da fonte, dos fluxos perturbados, dos autovalores e a diferença percentual entre o 

método dos pseudo-harmônicos  iterativo e o cálculo direto. 
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5.2 – SISTEMA DE REFERÊNCIA  

 
O sistema de referência para a aplicação do método foi um reator de potência nuclear 

de grande porte tipo PWR (Reator a Água Pressurizada) com 193 elementos combustíveis. 

 
 5.3 – SISTEMA PERTURBADO 
 
 
 Foram simuladas três tipos de perturbações: a primeira com a retirada de todas as 

barras, a segunda com a retirada da barra central e a terceira,  alterando a concentração de 

boro solúvel, caracterizando uma perturbação global. 

 
5.4 – CARACTERIZAÇÃO DO REATOR 
 
 

São apresentadas nesta seção as regiões que caracterizam o núcleo do reator 

utilizado. Na figura (5.1) podemos observar a configuração para o núcleo. A numeração de 1 

a 11 indica as posições das barras de controle em 1/8 de núcleo. 

            8 8  
            

      3 3 8  
             

     2 4 3 8 8 
     11         

    1 5 1 5 3 8 
    9   10       

   1 5 1 5 1 3 8 
   6   7         

  1 5 1 5 1 5 3 8 
          5       

1 5 1 5 1 5 2 3 8 
1   2   3   4     

 
Figura (5.1) – Reator e barras de controle. 
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Na tabela (5.1) tem-se as seções de choque (dois grupos de energia ) caracterizando cada 
região do núcleo. 
 
 
 
 

Tabela (5.1) – Parâmetros de Multigrupos do PWR 
 

Tipo 
 

g  
 agΣ     gD fgvΣ    'ggΣ

1 1 9.298335 E-03 1.436000 5.870800 E-03 0.0 

  2 5.287868 E-02 3.6350000 E-01 9.606700 E-02 1.775700 E-02 

2 1 9.474735 E-03 1.436600 6.190800 E-03 0.0 

  2 5.632868 E-02 53.636000 E-01 1.035800 E-01 1.762100 E-02 

3 1 1.016773 E-02 1.438900 7.452700 E-03 0.0 

  2 6.936668 E-02 3.638000 E-01 1.323600 E-01 1.710100 E-02 

4 1 9.815735 E-03 1.438100 6.190800 E-03 0.0 

  2 6.304067 E-02 3.665000 E-01 1.035800 E-01 1.729000 E-02 

5 1 9.946735 E-03 1.438500 6.428500 E-03 0.0 

  2 6.553867 E-02 3.665000 E-01 1.091100 E-01 1.719200 E-02 

6 1 9.985735 E-03 1.438900 6.190800 E-03 0.0 

  2 6.639668 E-02 3.679000 E-01 1.035800 E-01 1.712500 E-02 

7 1 1.011473 E-02 1.439300 6.428500 E-01 0.0 

  2 6.889468 E-02 3.680000 E-01 1.091100 E-01 1.702700 E-02 

8 1 2.226735 E-03 1.320000 0.0 0.0 

  2 5.124368 E-02 2.772000 E-01 0.0 2.310600 E-02 
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5 –  APRESENTAÇÃO DOS RESULTADOS 
 

No primeiro caso analisado, são retiradas todas as barras do reator. O gráfico abaixo, 

mostra o comportamento do fluxo de nêutrons ao longo da linha do nodo de maior desvio, 

que foi de 19%. 
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Figura (5.2) – Fluxo de nêutrons para o caso de  todas as barras de controle retiradas 

 
 O gráfico acima nos mostra o comportamento do fluxo de Nêutrons calculado tanto 

para o método de cálculo direto, como para o método dos Pseudo-Harmônicos com o 

processo iterativo. O autovalor, calculado pelo método direto e calculado pelo método dos 

pseudo-harmônicos iterativo foi 1,00000. 

Os critérios de convergência, para todos os casos apresentados, foram 1 x 10-5, para o fluxo 

e  1 x 10-6 para o autovalor . 
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No segundo caso analisado, apenas a barra central é retirada e todas as outras barras 

permanecem no núcleo. O gráfico abaixo, mostra o comportamento do fluxo de nêutrons ao 

longo da linha do nodo de maior desvio, que foi de 12%. 
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Figura (5.3) – Fluxo de nêutrons para o caso da barra central retirada 

 
 Neste gráfico, podemos ver o comportamento do fluxo de Nêutrons calculado com o 

método do cálculo direto e pelo método dos Pseudo-Harmônicos iterativo, para a linha do 

nodo que apresentou o maior desvio. O autovalor, calculado pelo método direto foi 

1,025537 e calculado pelo método dos pseudo-harmônicos iterativo foi 1,025539. O desvio 

percentual entre eles é de – 2,30441 x 10-5. 
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No terceiro caso analisado, é causada uma perturbação global no reator, alterando-se a 

concentração de boro solúvel. O gráfico abaixo, mostra o comportamento do fluxo de 

nêutrons ao longo da linha do nodo de maior desvio, que foi de 8%. 
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Figura (5.4) – Fluxo de nêutrons para uma perturbação global 
 

 Podemos ver o comportamento do fluxo de Nêutrons calculado com o método de 

cálculo direto em comparação aquele calculado pelo método dos Pseudo-Harmônicos com o 

processo iterativo. O autovalor, calculado pelo método direto foi 1,014824 e calculado pelo 

método dos pseudo-harmônicos iterativo foi 1,014920. O desvio percentual entre eles é de – 

9.6 x 10-5.  
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5.6 – EFICIÊNCIA, DESEMPENHO COMPUTACIONAL E CONCLUSÃO 
 
 
 
 
 O Método dos Pseudo-Harmônicos, associado a um Processo Iterativo, foi 

comparado ao Método dos Pseudo-Harmônicos com a formulação forte. Para o caso da barra 

central retirada, os autovalores do Cálculo Direto, do Método dos Pseudo-Harmônicos 

associado a um processo Iterativo e do Método dos Pseudo-Harmônicos com a formulação 

forte foram 0,9750992, 0,9750988 e 0,9750997, respectivamente. O desvio percentual foi de 

4,1021467 x 10-7, para Método dos Pseudo-Harmônicos associado ao Processo Iterativo e de 

-5,1276834 x 10-7 para o Método dos Pseudo-Harmônicos com a formulação forte. O tempo 

computacional foi de 7,78 segundos, para o Método dos Pseudo-Harmônicos associado ao 

Processo Iterativo e de 7,91 segundos o Método dos Pseudo-Harmônicos com a formulação 

forte. Portanto, o Método dos Pseudo-Harmônicos associado ao Processo Iterativo é 

comparável em precisão para o cálculo de autovalor, com o Método dos Pseudo-Harmônicos 

com a formulação forte. 

Conclui-se que foi provada a potencialidade do método tanto para o cálculo de 

quantidades globais, como o autovalor, quanto para o cálculo do fluxo perturbado de 

nêutrons. 

Recomenda-se a generalização do mesmo para três dimensões, sem a etapa da 

ortogonalização. 
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