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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessários 

para a obtenção do grau de Doutor em Ciências (D.Sc.) 

DUAS METODOLOGIAS DE CÁLCULO DO FLUXO DE NÊUTRONS PARA O 

PROBLEMA DE DEPLEÇÃO ISOTÓPICA EM SISTEMA SUBCRÍTICO GUIADO 

POR FONTE EXTERNA DE NÊUTRONS EM ESTRUTURA DE MALHA GROSSA 

Thiago Freitas Belo 

Abril/2022 

Orientador: Fernando Carvalho da Silva 

Programa: Engenharia Nuclear 

O cálculo de depleção isotópica é normalmente realizado usando a aproximação 

quase-estática. Nessa aproximação, o fluxo de nêutrons é assumido como constante, ao 

longo dos intervalos de tempo em que o ciclo de queima é dividido. Nesta tese, duas 

diferentes metodologias de cálculo são propostas para a obtenção do fluxo de nêutrons 

para a solução do problema de depleção isotópica em sistemas subcríticos acionados por 

fonte externa de nêutrons, em uma estrutura de malha grossa. As chamadas Metodologia 

de Cálculo de Depleção Isotópica com DFMG e Metodologia de Cálculo de Depleção 

Isotópica com PHE. Nessas metodologias, o fluxo de nêutrons no início de cada 

intervalo de queima é calculado com os métodos das Diferenças Finitas de Malha 

Grossa (DFMG) e da Expansão em Pseudo-Harmônicos (PHE), respectivamente. A 

aplicabilidade de ambas as metodologias é verificada através da simulação de dois 

reatores do tipo ADS: um reator de porte pequeno de 45 MW com um ciclo de queima 

de 90 dias e outro de porte grande de 800 MW com um ciclo de queima de 600 dias. O 

mecanismo de ajuste de subcriticalidade, aplicado em ambas as simulações, foi baseado 

no fator de multiplicação efetivo, através da solução da equação de difusão de nêutrons 

com o Método de Expansão Nodal (NEM). Além das concentrações isotópicas, a 

densidade de potência média e a intensidade da fonte externa de nêutrons foram 

avaliadas ao longo do ciclo de queima. Os resultados numéricos obtidos para ambas as 

metodologias apresentaram uma boa concordância entre si.  
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the 

requirements for the degree of Doctor of Science (D.Sc.) 

TWO DIFFERENT METHODOLOGIES FOR NEUTRON FLUX CALCULATION 

FOR USING IN THE ISOTOPIC DEPLETION PROBLEM IN SUBCRITICAL 

SYSTEM DRIVEN BY AN EXTERNAL NEUTRON SOURCE IN A COARSE-

MESH FRAMEWORK 

Thiago Freitas Belo 

April/2022 

Advisor: Fernando Carvalho da Silva 

Department: Nuclear Engineering 

The isotopic depletion calculation is typically solved by using the quasi-static 

approximation. In this approximation, the neutron flux along the time steps in which the 

burn-up cycle is divided is assumed as constant. This work proposes two different 

calculation methodologies to obtain the neutron flux, used in the isotopic depletion 

calculation in subcritical systems driven by an external neutron source, in a coarse mesh 

framework. The so-called depletion calculation methodology with Coarse Mesh Finite 

Difference (CMFD) and depletion calculation methodology with Pseudo-Harmonic 

Expansion (PHE). In these methodologies, the neutron flux at the beginning of each 

burn-up step is calculated with CMFD and the PHE methods, respectively. In order to 

verify the applicability of both methodologies to an ADS-type reactor, it is simulated a 

45 MW small-reactor with burn-up cycle of 90 days, and an 800 MW large-reactor with 

burn-up cycle of 600 days. The subcriticality adjustment mechanism is based on the 

effective multiplication factor, solving the neutron diffusion equation with the Nodal 

Expansion Method (NEM). In addition, the averaged power density and the intensity of 

the neutron source are evaluated throughout the burn-up cycle. The results obtained by 

both methodologies are in good agreement with each other. 
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1 Introdução 

Uma crescente preocupação com o meio ambiente e com o futuro da geração de 

energia elétrica tem tomado conta das discussões políticas da atualidade. O aumento das 

concentrações atmosféricas de gases de efeito estufa (GEE) está causando mudanças nas 

temperaturas globais e regionais, fazendo com que haja um crescimento de risco de 

eventos climáticos extremos e aumento do nível do mar, impactando na saúde, meios de 

subsistência, segurança alimentar e abastecimento de água, bem como a biodiversidade 

terrestre e oceânica (FIELD et al., 2014, MASSON-DELMOTTE et al., 2018). Este 

aumento tem-se verificado quase continuamente desde o início da revolução industrial e 

quase dobrado desde 1970. A produção e o uso de energia representam atualmente cerca 

de dois terços das emissões totais de GEE, e a geração de eletricidade, por sua vez, é 

responsável por um terço dessas emissões relacionadas com a energia (IAEA, 2020a). 

As emissões do setor elétrico estão crescendo rapidamente e mais do que triplicaram 

desde 1970. 

Em resposta a esta ameaça global, durante a COP21, 195 países aprovaram em 

2015 o Acordo de Paris. Este Acordo é um tratado no âmbito da Convenção-Quadro das 

Nações Unidas sobre a Mudança do Clima (UNFCCC), que rege medidas de redução de 

GEE a partir de 2020, a fim de conter o aquecimento global, limitando o aumento médio 

de temperatura global a 2ºC, quando comparado a níveis pré-industriais, e prosseguir os 

esforços para limitar este aumento ainda mais, para 1,5ºC.  

De acordo com o Painel Intergovernamental sobre Mudanças Climáticas (IPCC) 

(MASSON-DELMOTTE et al., 2018), a fim de limitar o aumento da temperatura média 

global a 1,5ºC, a produção e o uso de energia global precisam ser totalmente 

descarbonizados por volta de 2050, com rápidas reduções de emissões começando 

imediatamente. O setor de eletricidade enfrenta o imenso desafio de mudar quase que 

inteiramente para fontes de energia de baixo carbono em apenas 30 anos, visto que 

atualmente o sistema é dominado por combustíveis fósseis.  

Cerca de 70% da eletricidade do mundo atualmente vem da queima de 

combustíveis fósseis (IEA, 2020), de acordo com a Agência Internacional de Energia 
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(IAE), um órgão especial da Organização para Cooperação e Desenvolvimento 

Econômico (OCDE). Em 2050, cerca de 80% de toda a eletricidade precisará ser de 

baixo carbono para cumprir a meta do Acordo de Paris. A implantação 

significativamente maior e mais rápida de tecnologias de energia de baixo carbono, 

junto com a eliminação de fontes intensivas de emissão, requer que todas as opções 

sejam consideradas. 

Como uma fonte de energia de grande escala, confiável, concentrada e de baixo 

carbono, a energia nuclear tem contribuído significativamente nas últimas décadas. Os 

442 reatores nucleares atualmente em operação em 30 países geram 10% da eletricidade 

do mundo e fornecem quase 30% da eletricidade de baixo carbono (IEA, 2019a, IAEA, 

2020b), evitando a emissão de aproximadamente 2 Gt de CO2 a cada ano. De acordo 

com quatro cenários avaliados no relatório desenvolvido pelo IPCC 

(MASSON-DELMOTTE et al., 2018), até 2050 haverá um aumento de 100-500% na 

geração nuclear global. O papel da energia nuclear também é reconhecido em um 

relatório recente da IAE intitulado “Energia Nuclear em um Sistema de Energia Limpa” 

(IEA, 2019b). Além da geração de eletricidade, a energia nuclear pode dar uma 

contribuição significativa para a descarbonização do setor de energia não elétrica, 

empreendimento que se mostra mais desafiador. Por exemplo, a participação dos 

combustíveis fósseis poluentes na matriz energética global ainda não está diminuindo. 

Em 2019, ela permanecia em cerca de 60%, o mesmo nível da década de 1990 (IEA, 

2019c). 

Sendo assim, a energia nuclear tem grande potencial para desempenhar um papel 

significativo no cumprimento das metas de mitigação das mudanças climáticas e no 

apoio ao desenvolvimento social e econômico necessárias para a transição para uma 

economia global de baixo carbono. 

No entanto, o crescimento da energia nuclear não está isento de problemas e é 

acompanhado por objeções vigorosas. Os atuais reatores nucleares comerciais (PWR, 

BWR e CANDU) possuem ciclo de combustível aberto, ou seja, não reciclam o 

combustível. Isto gera um acúmulo de combustível nuclear irradiado (SNF) que, além 

de urânio e plutônio, esse combustível possui uma fração de actinídeos menores (AM) e 

produtos de fissão (PF) de meia-vida longa extremamente radiotóxicos. Assim, existe 
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uma grande preocupação na utilização desses reatores, não só na prevenção de 

acidentes, mas também devido à proliferação de tecnologias nucleares e materiais 

nucleares, e a necessidade de repositórios finais de estocagem de longa duração. Essas 

preocupações têm sido o ponto fraco para o desenvolvimento da energia nuclear e 

motivo de críticas por parte da comunidade científica, bem como da opinião pública, 

para a aceitação da energia nuclear.  

Uma forma de contornar o problema da estocagem é através da queima dos 

rejeitos provenientes dos reatores nucleares de potência em outros tipos de reatores. 

Inicialmente os reatores rápidos foram considerados para esta finalidade, por 

proporcionar, além de uma melhor utilização das reservas de urânio, a possibilidade de 

transmutação dos elementos transurânicos. Porém, devido às dificuldades na operação 

de reatores rápidos críticos, como por exemplo, o controle da reatividade e também a 

oxidação do material usado como refrigerante, fizeram que seu uso fosse dificultado.  

Os chamados reatores híbridos, como o Accelerator Driven Systems (ADS), 

vieram para contornar os problemas encontrados nos reatores rápidos críticos. O ADS 

utiliza um conceito onde os nêutrons são produzidos a um custo elétrico pequeno 

através da interação de partículas aceleradas (prótons, dêuterons) com um alvo (Pb, Bi, 

etc.), chamada de reação de spallation. Os reatores ADS apresentam como vantagens 

uma menor probabilidade de acidentes de reatividade, alta capacidade de transmutação, 

baixa produção de rejeitos e melhor utilização dos recursos naturais em longo prazo.  

Um ADS consiste de um sistema subcrítico, com valor de fator de multiplicação 

efetivo (keff) entre 0,95 e 0,98, sendo mantido em estado estacionário por uma fonte 

externa de nêutrons. Seu conceito foi proposto originalmente por LAWRENCE et al. 

(1960), através da patente americana US-2933442, com o objetivo de produzir material 

físsil a partir de nuclídeos férteis. Tendo voltado a estar em voga com os trabalhos de 

BOWMAN et al. (1992), que propôs um conceito para a transmutação de transurânicos 

(TRU) e PF de meia-vida longa provenientes dos SNF, e do grupo de CARMINATI 

et al. (1993a) no CERN, cuja a proposta inicial era o Fast Energy Amplifier, um ADS 

visando a geração de energia. Posteriormente, RUBBIA et al. (1997) demonstrou 

teoricamente a capacidade deste conceito em eliminar o inventário de TRU do parque 

nuclear espanhol.  
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Há também estudos como os de Carminati et al. (1993b), David et al. (2000) e 

Ismail et al. (2008), que propõem a utilização de ADS para a produção de combustível 

físsil a partir de isótopos férteis, utilizando como combustível misturas baseadas em 

tório para a produção de 233U ou, em menor escala, urânio empobrecido para a 

conversão de 238U em 239Pu. O interesse no ciclo Th/U deve-se principalmente às 

extensas reservas de tório conhecidas, com o Brasil possuindo uma das maiores reservas 

de tório do mundo (IAEA, 2005). 

Embora até o momento nenhum ADS de potência tenha sido construído, existem 

muitos projetos em andamento para a demonstração do conceito, tais como o MYRRHA 

(ABDERRAHIM et al., 2001) e o XADS (CINOTTI et al., 2004). A investigação é 

realizada através de uma série de reatores experimentais de baixa potência, tais como os 

experimentos do MUSE na instalação MASURCA (BILLEBAUD et al., 2007), 

TRADE (GABRIELLI e D’ANGELO, 2009), YALINA (GOHAR e SMITH, 2010) e o 

reator subcrítico do KIPT, acionado por um acelerador linear de elétrons (GULEVICH 

et al., 2008). 

Além disso, vários conceitos de ADS foram propostos durante os últimos 20 anos, 

como a proposta do Fast Energy Amplifier com três alvos de spallation (MAIORINO 

et al., 2001, PEREIRA, 2002), sistemas refrigerados a chumbo, como o projeto JAERI 

(TSUJIMOTO et al., 2004), o conceito do ATW americano (BELLER et al., 2001) e 

um ADS refrigerados a hélio (CARLUEC e ANZIEU, 1999). Estudos, tais como o 

realizado por SHEFFIELD (2010), mostram que a pesquisa em ADS contribuiu para a 

mudança da percepção pública da energia nuclear, principalmente por dar uma solução 

ambientalmente sustentável para a questão de combustíveis nucleares irradiados. 

A presença de uma fonte externa de nêutrons introduz novas considerações em 

relação à descrição matemática do processo físico que ocorre no núcleo do reator 

nuclear. Em reatores ADS a intensidade da fonte externa de nêutrons determina a 

potência térmica do reator, dependendo do seu nível de subcriticalidade. A diminuição 

do valor do keff devido à queima do combustível deve ser compensada para manter a 

potência do reator constante, para isso pode-se aumentar a intensidade da fonte de 

nêutrons. Neste trabalho, esta compensação se dá através de um mecanismo de ajuste de 

subcriticalidade que utiliza o Método de Expansão Nodal (NEM), para resolver a 
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equação de difusão de nêutrons para o problema de autovalor, e obter o fator de 

multiplicação efetivo. Este mecanismo é utilizado todo o início de ciclo de queima 

através de ajustes em um parâmetro 𝛼, que é função do keff.  

Esta diminuição do fator de multiplicação é devido aos processos de fissão, 

captura neutrônica e decaimento radioativo que ocorrem ao longo da operação do reator, 

fazendo com que sejam produzidos actinídeos e produtos de fissão que alteram a 

composição isotópica inicial do combustível e, consequentemente, as propriedades do 

reator, como o fluxo de nêutrons e a densidade de potência (DUDERSTADT e 

HAMILTON, 1976). Essa alteração da composição isotópica, tanto em função do tempo 

e do espaço, é determinada pelo cálculo de depleção isotópica. Esse cálculo possibilita 

determinar a melhor configuração do combustível no núcleo, levando em conta tanto a 

remoção de calor quanto fatores econômicos, e desempenha um importante papel no 

controle e segurança de um reator nuclear (GLASSTONE e SESONSKE, 1994). 

A solução das equações de depleção isotópicas, ou seja, a obtenção das 

concentrações isotópicas no núcleo do reator é a tarefa que consome mais tempo de 

computação nos sistemas de cálculo que simulam o núcleo de reatores nucleares. Já que, 

a análise das mudanças na composição isotópica requer o conhecimento da distribuição 

espacial do fluxo de nêutrons ao longo do tempo, enquanto que a distribuição espacial 

do fluxo de nêutrons varia em função da composição do núcleo. Esta inter-relação, entre 

o fluxo de nêutrons e a composição isotópica, apresenta, assim, certa dificuldade na 

resolução das equações de depleção. Sendo assim, é de interesse que este tipo de cálculo 

seja feito da forma mais rápida possível, sem que haja perda na precisão dos resultados.  

Nesta tese de doutorado, duas diferentes metodologias de cálculo são propostas 

para a obtenção do fluxo de nêutrons para a solução do problema de depleção isotópica 

em sistemas subcríticos guiados por fonte externa de nêutrons, em estrutura de malha 

grossa. O problema consiste na resolução das equações de depleção isotópicas, assim 

como a solução da equação para o fluxo de nêutrons.  

A primeira metodologia, chamada de Metodologia de Cálculo de Depleção 

Isotópica com DFMG, utiliza o método das Diferenças Finitas de Malha Grossa 

(DFMG) para a solução da equação de difusão de nêutrons para problemas de fonte 

fixa. Os resultados obtidos por esta metodologia são usados como referência para a 
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verificação da precisão dos resultados obtidos com a Metodologia de Cálculo de 

Depleção Isotópica com PHE, na qual utiliza o método de Expansão em 

Pseudo-Harmônicos (PHE). Ambas as metodologias são usadas para calcular o fluxo de 

nêutrons no início de cada intervalo de queima e, assim, calcular as concentrações 

isotópicas através das equações de depleção isotópicas.  

A partir dos resultados obtidos pelas metodologias de cálculo de depleção 

desenvolvidas, dois sistemas subcríticos acionados por fonte externa de nêutrons são 

utilizados para demonstrar a aplicabilidade das mesmas. Também, dois testes são 

realizados em ambas as configurações, onde em um deles considerou-se a intensidade 

da fonte externa de nêutrons fixa ao longo do tempo e o outro a potência de operação do 

sistema foi mantida fixa ao longo do tempo. 

Além da comparação entre os desvios de ambas as metodologias, relativos às 

concentrações isotópicas ao longo dos ciclos de queima do reator, avaliou-se o 

comportamento do fator de multiplicação efetivo ao longo do tempo, o comportamento 

da potência de operação do sistema para a intensidade da fonte externa de nêutrons fixa, 

o comportamento da intensidade da fonte externa de nêutrons para a potência de 

operação do sistema de fonte fixa, a distribuição de potência do núcleo e comparou-se o 

custo computacional de ambas as metodologias.  

No início de 2022, as metodologias propostas neste trabalho, assim como os 

resultados aqui apresentados, deram origem a um artigo aceito e publicado na Annals of 

Nuclear Energy (BELO e SILVA, 2022). O processo de revisão do mesmo trouxe 

importantes conceitos que anteriormente não haviam sido investigados e que agora 

estão presentes nesta tese.  

1.1 Divisão do Trabalho 

Esta tese de doutorado foi organizada em sete capítulos. No capítulo 2, o 

problema de depleção isotópica em um sistema subcrítico guiado por uma fonte externa 

de nêutrons é descrito, através das equações de depleção isotópicas, para os actinídeos e 

para os produtos de fissão, e da equação de difusão de nêutrons, utilizada para o cálculo 
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do fluxo de nêutrons. Também, é abordado o tratamento da fonte externa de nêutrons, 

através da relação entre a intensidade da fonte e a potência do sistema. 

No capítulo 3, o mecanismo de ajuste de subcriticalidade é descrito, onde a 

equação de difusão de nêutrons para o problema de autovalor é resolvida 

numericamente através da discretização das variáveis espaciais da equação pelo Método 

de Expansão Nodal (NEM).  

O capítulo 4 apresenta a Metodologia de Cálculo de Depleção Isotópica com 

DFMG, onde a equação de difusão de nêutrons para o problema de fonte fixa é 

resolvida numericamente através da discretização das variáveis espaciais da equação 

pelo método das Diferenças Finitas de Malha Grossa (DFMG). Enquanto que no 

capítulo 5, a Metodologia de Cálculo de Depleção Isotópica com PHE é apresentada 

para a obtenção das concentrações isotópicas. Para tal, a expansão do fluxo de nêutrons 

em pseudo-harmônicos, discretizado em malha grossa, é obtida utilizando o método 

Expansão em Pseudo-Harmônicos (PHE). 

No capítulo 6 são descritos os dois sistemas subcríticos acionados por uma fonte 

externa de nêutrons que são utilizados para demonstrar a aplicabilidade de ambas 

metodologias, assim como, são  apresentados os resultados numéricos obtidos pelas 

metodologias de cálculo de depleção desenvolvidas nos Capítulos 4 e 5. 

Finalmente, as conclusões são apresentadas no capítulo 7. 
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2 Problema de Depleção Isotópica 

2.1 Introdução 

Durante os ciclos de operação de um reator nuclear, a composição do combustível 

está em constante mudança, devido às reações nucleares que ocorrem ao longo do 

processo de queima do combustível. Neste processo, reações de fissão nuclear, captura 

neutrônica e decaimento radioativo alteram as concentrações isotópicas dos nuclídeos 

presentes na composição do combustível, causando transmutações nestes nuclídeos e 

produzindo elementos transurânicos da série dos actinídeos da tabela periódica, bem 

como os produtos de fissão (DUDERSTADT e HAMILTON, 1976).  

Alguns produtos de fissão (PF) são caracterizados por altas seções de choque 

microscópicas de absorção, o que pode afetar de maneira significativa a densidade 

populacional de nêutrons no núcleo do reator e, consequentemente a sua reatividade. O 

que em sistemas subcríticos guiados por fonte externa de nêutrons se faz muito 

importante, visto que a fonte externa de nêutrons mantém o reator em estado 

estacionário e sua intensidade deve ser ajustada a fim de controlar o sistema, frente às 

variações de reatividade que ocorrem ao longo da queima.  

Cálculos de depleção são importantes para prever as mudanças nas concentrações 

isotópicas e nas propriedades gerais do reator, visto que as mesmas alteram grandezas, 

como o fluxo de nêutrons e a distribuição de potência no reator, além da reatividade. 

Ainda, o cálculo de depleção possibilita determinar a melhor configuração do 

combustível no núcleo do reator, levando em conta tanto a remoção de calor quanto 

fatores econômicos. 

Para poder analisar os efeitos da depleção, ao longo do funcionamento do reator, é 

necessário identificar as concentrações isotópicas para diversos instantes (arbitrários) de 

tempo, ou seja, é preciso resolver as equações de depleção isotópicas. Essas equações 

descrevem o comportamento temporal das concentrações isotópicas dos nuclídeos que 

compõem o combustível, dos produtos de fissão e dos actinídeos, presentes no núcleo 

do reator (LAMARSH, 1966). 
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O problema de depleção isotópica compreende na resolução das equações de 

depleção isotópicas, assim como a solução da equação para o fluxo de nêutrons. Porém, 

tal problema é não-linear, uma vez que, para se obterem as concentrações isotópicas, é 

necessário conhecer a distribuição do fluxo de nêutrons, ao passo que para se obter o 

fluxo de nêutrons é necessário conhecer as concentrações isotópicas (GLASSTONE e 

SESONSKE, 1994). Essas condições fazem com que o cálculo se torne 

computacionalmente custoso, pois, além do conhecimento das seções de choque 

microscópicas de todos os produtos de fissão e actinídeos, assim como, suas constantes 

de decaimento e as concentrações isotópicas iniciais, um excessivo tempo 

computacional é requerido na solução das equações de depleção isotópica e para o fluxo 

de nêutrons, simultaneamente. Sendo assim, é de interesse que este tipo de cálculo seja 

feito da forma mais rápida possível, sem que haja perda na precisão dos resultados. 

O problema da não-linearidade pode ser contornado usando a chamada 

Aproximação Quase-Estática (STACEY, 2007, DULLA et al., 2008). Embora as 

concentrações isotópicas variem exponencialmente no tempo, a forma espacial do fluxo 

de nêutrons varia lentamente com o tempo. Sendo assim, ao invés de resolver a equação 

para o fluxo de nêutrons simultaneamente com as equações de depleção isotópicas, 

ambas as equações são resolvidas separadamente. Nesta aproximação, o ciclo de queima 

(ou período de queima) [𝑡1, 𝑡𝐿+1] é dividido em ℓ instantes de tempo, chamado de 

intervalos de queima [𝑡ℓ, 𝑡ℓ+1), conforme é ilustrado na Figura 2.1.  

 

Figura 2.1: Discretização temporal do ciclo de operação do reator. 

Em cada um desses intervalos de tempo, a distribuição do fluxo de nêutrons é 

considerada constante e igual àquela calculada no início do intervalo, ou seja, 

considerando o fluxo de nêutrons discretizado em grupos de energia tem-se, para 

qualquer instante 𝑡, a seguinte relação: 
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𝜙𝑔(𝑟, 𝑡) ≅ 𝜙𝑔(𝑟, 𝑡ℓ)   ;    para   𝑡 ∈  [𝑡ℓ, 𝑡ℓ+1)   . (2.1) 

A distribuição do fluxo de nêutrons, em um instante 𝑡ℓ qualquer, 𝜙𝑔(𝑟, 𝑡ℓ), para 

ℓ = 1,2, … , 𝐿 e 𝑔 = 1,2, … , 𝐺, onde 𝐺 é o número de grupos de energia, é obtida 

resolvendo-se a equação de difusão de nêutrons, multigrupo e no estado estacionário, 

com os parâmetros nucleares (coeficiente de difusão e seções de choque macroscópicas) 

do instante 𝑡ℓ. Assim, para analisar o núcleo de um reator, durante o seu período de 

queima, utiliza-se uma sequência de cálculos estacionários para obter o fluxo de 

nêutrons, intercalados com os cálculos das equações de depleção isotópicas dependentes 

do tempo, para determinar todas as concentrações isotópicas no núcleo do reator. 

Neste capítulo, o problema de depleção isotópica em um sistema subcrítico guiado 

por uma fonte externa de nêutrons será abordado. Primeiramente, as equações de 

depleção isotópicas para os actinídeos e para os produtos de fissão são apresentadas. Em 

seguida, a equação de difusão de nêutrons, utilizada para o cálculo do fluxo de nêutrons, 

será mostrada e, por fim, será apresentado o tratamento da fonte externa de nêutrons, a 

qual exerce um importante papel no controle do sistema. 

2.2 Equação de Depleção Isotópica 

As equações de depleção isotópica formam um sistema de equações diferenciais 

ordinárias lineares de primeira ordem e descrevem as taxas de mudanças nas 

concentrações isotópicas, sendo essas dependentes do combustível particular utilizado 

no núcleo do reator. O comportamento da variação das concentrações isotópicas é 

diretamente proporcional ao fluxo de nêutrons médio e das seções de choque 

microscópicas. Essas concentrações podem ser calculadas a partir de uma equação de 

balanço que correlaciona à produção e o consumo de cada nuclídeo presente na cadeia 

de depleção em análise.  

Considerando o núcleo do reator heterogêneo, qualquer, dividido em um número 

finito de regiões espaciais homogêneas 𝑛, que possuem um volume arbitrário 𝑉𝑛, 

equivalente a um elemento combustível, nas quais a concentração isotópica de cada 
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nuclídeo, 𝑁𝑖(𝑟, 𝑡ℓ), é tomada como um valor médio na região de interesse. Assim, pode 

se escrever: 

𝑁𝑖(𝑟, 𝑡ℓ) = 𝑁𝑖
𝑛(𝑡ℓ)   ;    para todo 𝑟  ∈  𝑉𝑛   , (2.2) 

então 

1

𝑉𝑛
∫ 𝑁𝑖(𝑟, 𝑡ℓ)𝑑

3𝑟

𝑉𝑛

= 𝑁𝑖
𝑛(𝑡ℓ)   . (2.3) 

Uma vez adotada a Aproximação Quase-Estática para o fluxo médio de nêutrons 

na região homogênea 𝑛 do núcleo do reator, o sistema de equações de depleção 

isotópica, que relaciona os actinídeos e os produtos de fissão, pode ser escrito em 

notação matricial, conforme (TAIPE et al., 2020): 

𝑑

𝑑𝑡
𝑁𝑛(𝑡) = 𝐸ℓ

𝑛𝑁𝑛(𝑡)   ;    para   𝑡ℓ ≤ 𝑡 ≤ 𝑡ℓ+1   e   ℓ = 1,… , 𝐿   , (2.4) 

onde 𝑁𝑛(𝑡) é o vetor das concentrações isotópicas e 𝐸ℓ
𝑛 é a matriz de evolução, assim 

definidos, respectivamente: 

𝑁𝑛(𝑡) ≡

[
 
 
 
 
 
𝑁1
𝑛(𝑡)

𝑁2
𝑛(𝑡)
⋮

𝑁𝑖
𝑛(𝑡)
⋮

𝑁𝐼
𝑛(𝑡)]

 
 
 
 
 

 

e 

𝐸ℓ
𝑛 ≡

[
 
 
 
𝑒11
𝑛 (𝑡ℓ) 𝑒12

𝑛 (𝑡ℓ) ⋯ 𝑒1𝐼
𝑛 (𝑡ℓ)

𝑒21
𝑛 (𝑡ℓ) 𝑒22

𝑛 (𝑡ℓ) ⋯ 𝑒2𝐼
𝑛 (𝑡ℓ)

⋮ ⋱ ⋮
𝑒𝐼1
𝑛 (𝑡ℓ) 𝑒𝐼2

𝑛 (𝑡ℓ) ⋯ 𝑒𝐼𝐼
𝑛(𝑡ℓ)]

 
 
 
   , 

sendo 𝑁𝑖
𝑛(𝑡) a concentração isotópica média do nuclídeo 𝑖 na 𝑛-ésima região do núcleo 

do reator, em átomos/barn·cm, e I é o número total de nuclídeos na cadeia de depleção 

(actinídeos mais produtos de fissão).  
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Os elementos 𝑒𝑖𝑗
𝑛(𝑡ℓ) da matriz de evolução 𝐸ℓ

𝑛, em cada intervalo de tempo ℓ, são 

dados, conforme: 

i) Para os actinídeos (𝑖 = 1,… , 𝐼𝐴): 

e𝑖𝑗
𝑛 (𝑡ℓ) = 𝜆𝑗      ou     10

−24∑𝜎𝑐,𝑔
𝑗

𝐺

𝑔=1

�̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ)   ;    para   𝑗 < 𝑖   , (2.5) 

e𝑖𝑖
𝑛(𝑡ℓ) = −[𝜆𝑖 + 10

−24∑{𝜎𝑎,𝑔
𝑖 + 𝜎𝑛2𝑛,𝑔

𝑖 }

𝐺

𝑔=1

�̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ)] (2.6) 

e 

e𝑖𝑗
𝑛 (𝑡ℓ) = 𝜆𝑗      ou     10

−24∑𝜎𝑛2𝑛,𝑔
𝑗

𝐺

𝑔=1

�̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ)   ;    para   𝑗 > 𝑖   , (2.7) 

onde 𝐼𝐴 é o número total de actinídeos e 𝜆𝑖 representa a constante de decaimento 𝛼, 𝛽 ou 

𝛾. 

ii) Para os produtos de fissão (𝑖 = 𝐼𝐴 + 1,… , 𝐼): 

e𝑖𝑗
𝑛 (𝑡ℓ) = 10−24𝛾𝑖𝑗∑𝜎𝑓,𝑔

𝑗

𝐺

𝑔=1

�̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ)   ;    para   𝑗 = 1,… , 𝐼𝐴   , (2.8) 

e𝑖𝑖
𝑛(𝑡ℓ) = −[𝜆𝑖 + 10

−24∑𝜎𝑐,𝑔
𝑖

𝐺

𝑔=1

�̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ)] (2.9) 

e 

e𝑖𝑗
𝑛 (𝑡ℓ) = 𝜆𝑗    ;    para   𝑗 = 𝑖 − 1   , (2.10) 

onde 𝜎𝑐,𝑔
𝑖 , 𝜎𝑎,𝑔

𝑖 , 𝜎𝑓,𝑔
𝑖  e 𝜎𝑛2𝑛,𝑔

𝑖  são as seções de choque microscópicas de captura, 

absorção, fissão e da reação 𝑛2𝑛, em barn, do nuclídeo 𝑖 para o grupo 𝑔 de energia, 

com 𝑔 = 1, . . . , 𝐺, respectivamente, 𝛾𝑖𝑗 representa a fração percentual da fissão de um 
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actinídeo 𝑗 para produzir o produto de fissão 𝑖 e �̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ) é o fluxo médio de nêutrons na 

𝑛-ésima região do núcleo do reator, definido como: 

�̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ) ≡

1

𝑉𝑛
∫ 𝜙𝑔(𝑟, 𝑡ℓ)𝑑𝑉

𝑉𝑛

   , (2.11) 

onde 𝜙𝑔(𝑟, 𝑡ℓ) é a solução da equação de difusão de nêutrons para um reator subcrítico 

com uma fonte externa de nêutrons, conforme será abordado na Seção 2.3. 

Neste trabalho, o método escolhido para a solução da Equação (2.4) foi proposto 

por ALVIM et al. (2010), na qual utiliza o chamado Método de Colocação Polinomial 

de Jacobi para determinar a exponencial da matriz de depleção, ou seja, 

𝑁𝑛(𝑡ℓ+1) = 𝑒𝐸ℓ
𝑛∆𝑡ℓ𝑁𝑛(𝑡ℓ)   , (2.12) 

onde ∆𝑡ℓ = 𝑡ℓ+1 − 𝑡ℓ. O cálculo da matriz 𝑒𝐸ℓ
𝑛∆𝑡ℓ é feito através do método de matriz de 

transição. O procedimento completo, com maiores detalhes é descrito em HEIMLICH 

et  al. (2016). Este método faz parte do Código Nacional de Física de Reatores (CNFR) 

(SILVA et al., 2010, PRATA et al., 2013, HEIMLICH et al., 2016, 2018). No entanto, é 

importante ressaltar que qualquer outro método poderia ser usado para resolver a 

Equação (2.4), visto que o mesmo não tem influência nas metodologias de cálculo que 

são apresentadas neste trabalho. 

2.3 Equação para o Fluxo de Nêutrons 

Conforme observado, a análise de depleção isotópica do combustível envolve uma 

variedade de processos nucleares que influenciam diretamente o fluxo de nêutrons e, 

consequentemente, a distribuição dos nêutrons dentro do reator. O conhecimento da 

distribuição dos nêutrons possibilita determinar a taxa na qual variam as reações 

nucleares que ocorrem ao longo do ciclo de operação do reator. Em análise de reatores 

nucleares, diversas técnicas são utilizadas para modelar a distribuição dos nêutrons no 

sistema e é fato conhecido que aproximações de baixa ordem são normalmente 
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empregadas para a modelagem do fenômeno de transporte de nêutrons, como a teoria da 

difusão de nêutrons (DUDERSTADT e HAMILTON, 1976).  

A equação de difusão de nêutrons é uma equação diferencial parcial que modela a 

variação de densidade de nêutrons e representa o balanço entre produção e perda de 

nêutrons. A equação de difusão de nêutrons para um reator subcrítico com uma fonte 

externa de nêutrons, na formulação de multigrupos de energia, é escrita da seguinte 

forma: 

−∇⃗⃗⃗ ∙ (𝐷𝑔(𝑟, 𝑡ℓ)∇⃗⃗⃗𝜙𝑔(𝑟, 𝑡ℓ)) + 𝛴𝑅𝑔(𝑟, 𝑡ℓ)𝜙𝑔(𝑟, 𝑡ℓ) = 𝜒𝑔 ∑ 𝜈𝛴𝑓𝑔′(𝑟, 𝑡ℓ)𝜙𝑔′(𝑟, 𝑡ℓ)

𝐺

𝑔′=1

 

+ ∑ 𝛴𝑔𝑔′(𝑟, 𝑡ℓ)𝜙𝑔′(𝑟, 𝑡ℓ)

𝐺

𝑔′=1
𝑔′≠𝑔

+ 𝑠𝑒𝑥𝑡,𝑔(𝑟, 𝑡ℓ)   , 

 

(2.13) 

onde 𝑠𝑒𝑥𝑡,𝑔(𝑟, 𝑡ℓ) é a fonte externa de nêutrons do grupo 𝑔 e no instante 𝑡ℓ, e 𝜒𝑔 é o 

espectro de fissão de nêutrons do grupo 𝑔 e 𝜙𝑔(𝑟, 𝑡ℓ) é o fluxo de nêutrons do grupo 𝑔 e 

no instante 𝑡ℓ. O coeficiente de difusão do grupo 𝑔 é definido por: 

𝐷𝑔(𝑟, 𝑡ℓ) ≡
1

3𝛴𝑡𝑟𝑔(𝑟, 𝑡ℓ)
 (2.14) 

e a seção de choque macroscópica de remoção para nêutrons do grupo 𝑔 é definida 

como: 

𝛴𝑅𝑔(𝑟, 𝑡ℓ) ≡ 𝛴𝑐𝑔(𝑟, 𝑡ℓ) + 𝛴𝑓𝑔(𝑟, 𝑡ℓ) + ∑ 𝛴𝑔′𝑔(𝑟, 𝑡ℓ)

𝐺

𝑔′=1

𝑔′≠𝑔

   . (2.15) 

As seções de choque macroscópicas de transporte, fissão, captura, espalhamento e 

o produto do número médio de nêutrons emitidos na fissão pela seção de choque 

macroscópica de fissão são escritas, para 𝑟 ∈ 𝑉𝑛, respectivamente, como: 

𝛴𝑡𝑟𝑔(𝑟, 𝑡ℓ) =∑𝑁𝑖
𝑛(𝑡ℓ)𝜎𝑡𝑟,𝑔

𝑖

𝐼

𝑖=1

+ 𝛴𝑡𝑟𝑔
𝑆𝑇𝑅𝑀,𝑛   , (2.16) 
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𝛴𝑓𝑔(𝑟, 𝑡ℓ) =∑𝑁𝑖
𝑛(𝑡ℓ)𝜎𝑓,𝑔

𝑖

𝐼𝐴

𝑖=1

   , (2.17) 

𝛴𝑐𝑔(𝑟, 𝑡ℓ) =∑𝑁𝑖
𝑛(𝑡ℓ)𝜎𝑐,𝑔

𝑖

𝐼

𝑖=1

+ 𝛴𝑐𝑔
𝑆𝑇𝑅𝑀,𝑛 + 𝛼(𝑡ℓ)𝛴𝑐𝑔

𝐴𝐵𝑆,𝑛   , (2.18) 

𝛴𝑔𝑔′(𝑟, 𝑡ℓ) =∑𝑁𝑖
𝑛(𝑡ℓ)𝜎𝑠,𝑖

𝑔′→𝑔

𝐼

𝑖=1

+ 𝛴𝑔𝑔′
𝑆𝑇𝑅𝑀,𝑛 + 𝛼(𝑡ℓ)𝛴𝑔𝑔′

𝐴𝐵𝑆,𝑛
 (2.19) 

e 

𝜈𝛴𝑓𝑔(𝑟, 𝑡ℓ) =∑𝑁𝑖
𝑛(𝑡ℓ)𝜈𝜎𝑓,𝑔

𝑖

𝐼𝐴

𝑖=1

   , (2.20) 

onde 𝜎𝑠,𝑖
𝑔′→𝑔

 é a seção de choque microscópica do nuclídeo 𝑖, em barn, representando o 

espalhamento do grupo 𝑔’ para o grupo 𝑔, 𝛴𝑡𝑟𝑔
𝑆𝑇𝑅𝑀,𝑛

, 𝛴𝑐𝑔
𝑆𝑇𝑅𝑀,𝑛

 e 𝛴𝑔𝑔′
𝑆𝑇𝑅𝑀,𝑛

 são, 

respectivamente, as seções macroscópicas de transporte e captura do grupo 𝑔, e a seção 

de choque macroscópica de espalhamento do grupo 𝑔’ para o grupo 𝑔 do material 

estrutural presente na 𝑛-ésima região do reator. 

O parâmetro 𝛼(𝑡ℓ), presente nas Equações (2.18) e (2.19), é usado para ajustar a 

subcriticalidade do sistema, enquanto que 𝛴𝑐𝑔
𝐴𝐵𝑆,𝑛

 e 𝛴𝑔𝑔′
𝐴𝐵𝑆,𝑛

 são, respectivamente, a seção 

de choque macroscópica de captura do grupo 𝑔 e a seção de choque macroscópica de 

espalhamento do grupo 𝑔’ para o grupo 𝑔 do material absorvedor presente na 𝑛-ésima 

região do reator, utilizado no mecanismo de ajuste de subcriticalidade que será 

abordado no Capítulo 3. 

2.4 Tratamento da Fonte Externa de Nêutrons 

Em reatores subcríticos acionados por fonte externa de nêutrons, a fonte externa 

tem um importante papel no controle do sistema. Além da sua intensidade estar 
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relacionada à potência operacional do sistema, ela também determina a magnitude do 

fluxo de nêutrons.  

Considerando que 𝐼𝑠(𝑡ℓ), em nêutrons/s, é a intensidade da fonte externa de 

nêutrons, segue-se que 

∑∫ 𝑠𝑒𝑥𝑡,𝑔(𝑟, 𝑡ℓ)𝑑𝑉

𝑉

𝐺

𝑔=1

= 𝐼𝑠(𝑡ℓ)   , (2.21) 

onde 𝑉 é o volume do sistema. No entanto, a fonte externa de nêutrons está localizada e 

ocupa um volume 𝑉𝑠 no núcleo do reator, de modo que pode ser escrito da seguinte 

forma: 

𝑠𝑒𝑥𝑡,𝑔(𝑟, 𝑡ℓ) = 𝐼�̅�(𝑡ℓ)𝑆𝑔(𝑟)   , (2.22) 

com 

𝐼�̅�(𝑡ℓ) ≡ 𝐼𝑠(𝑡ℓ) 𝑉𝑠⁄  (2.23) 

e 

𝑆𝑔(𝑟) = {
𝜉𝑔   ;    para   𝑟 ∈ 𝑉𝑠

0𝑔   ;    para   𝑟 ∉ 𝑉𝑠
   , (2.24) 

onde 𝜉𝑔 é o espectro de energia dos nêutrons emitidos pela fonte externa de nêutrons, de 

tal forma que 

∑𝜉𝑔

𝐺

𝑔=1

= 1   . (2.25) 
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Usando a Equação (2.22) na Equação (2.13), obtém-se: 

−∇⃗⃗⃗ ∙ (𝐷𝑔(𝑟, 𝑡ℓ)∇⃗⃗⃗ϕ̂g(𝑟, 𝑡ℓ)) + 𝛴𝑅𝑔(𝑟, 𝑡ℓ)ϕ̂g(𝑟, 𝑡ℓ) = 

𝜒𝑔 ∑ 𝜈𝛴𝑓𝑔′(𝑟, 𝑡ℓ)ϕ̂g′(𝑟, 𝑡ℓ)

𝐺

𝑔′=1

+ ∑ 𝛴𝑔𝑔′(𝑟, 𝑡ℓ)ϕ̂g′(𝑟, 𝑡ℓ)

𝐺

𝑔′=1
𝑔′≠𝑔

+ 𝑆𝑔(𝑟)   , 

 

 

(2.26) 

onde 

ϕ̂g(𝑟, 𝑡ℓ) ≡ 𝜙𝑔(𝑟, 𝑡ℓ) 𝐼�̅�(𝑡ℓ)⁄    . (2.27) 

Considerando a Equação (2.11) e usando a Equação (2.27), tem-se que: 

�̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ) = 𝐼�̅�(𝑡ℓ)ϕ̂g

𝑛(𝑡ℓ)   , (2.28) 

com 

ϕ̂g
𝑛(𝑡ℓ) ≡

1

𝑉𝑛
∫ ϕ̂g(𝑟, 𝑡ℓ)𝑑𝑉

𝑉𝑛

   . (2.29) 

Entretanto, a potência do sistema, no instante 𝑡ℓ, é dada por: 

𝑃(𝑡ℓ) = ∑∫ 𝜔𝛴𝑓𝑔(𝑟, 𝑡ℓ)𝜙𝑔(𝑟, 𝑡ℓ)𝑑𝑉

𝑉

𝐺

𝑔=1

   , (2.30) 

com 

𝜔𝛴𝑓𝑔(𝑟, 𝑡ℓ) =∑𝜔𝑔
𝑖𝑁𝑖

𝑛(𝑡ℓ)𝜎𝑓,𝑔
𝑖

𝐼𝐴

𝑖=1

≡ 𝜔𝛴𝑓𝑔
𝑛 (𝑡ℓ)   . (2.31) 

Então, considerando as Equações (2.11), (2.30) e (2.31), pode-se escrever: 

�̂�(𝑡ℓ) = ∑∑𝜔𝛴𝑓𝑔
𝑛 (𝑡ℓ)�̅�𝑔

𝑛(𝑡ℓ)𝑉𝑛

𝑁

𝑛=1

𝐺

𝑔=1

   . (2.32) 
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Substituindo a Equação (2.28) na Equação (2.32), obtém-se a potência operacional 

do sistema, conforme: 

𝑃(𝑡ℓ) = 𝐼�̅�(𝑡ℓ)∑∑𝜔𝛴𝑓𝑔
𝑛 (𝑡ℓ)ϕ̂g

𝑛(𝑡ℓ)𝑉𝑛

𝑁

𝑛=1

𝐺

𝑔=1

   . (2.33) 

A partir da Equação (2.33), tem-se que a potência de operação do sistema pode ser 

obtida diretamente, uma vez conhecida à intensidade da fonte externa de nêutrons. 

Porém, também é possível, a partir da mesma equação, obter a intensidade da fonte 

externa de nêutrons se a potência operacional do sistema for conhecida. Mas deve-se 

notar que a equação que descreve a forma espacial do fluxo de nêutrons, em qualquer 

momento 𝑡ℓ, agora é dada pela Equação (2.26). 
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3 Ajuste de Subcriticalidade 

3.1 Introdução 

Conforme dito anteriormente, um reator do tipo ADS opera em um estado 

subcrítico, frequentemente com valores do fator de multiplicação efetivo, keff, entre 

0,95 e 0,98, por razões de eficiência, segurança e licenciamento. Sabe-se que para 

manter o fluxo de nêutrons em estado estacionário no sistema subcrítico é necessário o 

uso de uma fonte externa de nêutrons, pois os nêutrons provenientes da fissão não são 

suficientes para manter a reação em cadeia autossustentável. A fonte externa de 

nêutrons torna-se assim uma parte essencial do sistema. 

Assim, a intensidade da fonte externa de nêutrons deve ser ajustada de acordo 

com as mudanças que ocorrem no keff ao longo do ciclo de operação do reator, para 

manter o desejado nível de subcriticalidade do sistema (TSUJIMOTO et al., 2012). 

Neste trabalho, esse ajuste é realizado através do parâmetro 𝛼(𝑡ℓ) que aparece nas 

Equações (2.18) e (2.19). Portanto, o procedimento adotado consiste em solucionar o 

seguinte problema de autovalor: 

−∇⃗⃗⃗ ∙ (𝐷𝑔(𝑟, 𝑡ℓ)∇⃗⃗⃗𝜑𝑔(𝑟, 𝑡ℓ)) + 𝛴𝑅𝑔(𝑟, 𝑡ℓ)𝜑𝑔(𝑟, 𝑡ℓ) = 

 
1

keff
𝜒𝑔 ∑ 𝜈𝛴𝑓𝑔′(𝑟, 𝑡ℓ)𝜑𝑔′(𝑟, 𝑡ℓ)

𝐺

𝑔′=1

+ ∑ 𝛴𝑔𝑔′(𝑟, 𝑡ℓ)𝜑𝑔′(𝑟, 𝑡ℓ)

𝐺

𝑔′=1
𝑔′≠𝑔

   . 

 

(3.1) 

A solução numérica da equação de difusão de nêutrons para o problema de 

autovalor, apresentada na Equação (3.1), é realizada a partir da discretização das 

variáveis espaciais da equação através do Método de Expansão Nodal (NEM) (SILVA 

et al., 2010, SILVA et al., 2011), que será descrito neste capítulo. Também, será 

apresentado o mecanismo utilizado para ajustar a subcriticalidade do sistema.  
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3.2 Método da Expansão Nodal 

O desenvolvimento de métodos nodais de malha grossa para resolver 

numericamente a equação de difusão de nêutrons multigrupo teve seu início na década 

de 70. Através da discretização do domínio espacial do núcleo do reator heterogêneo em 

regiões homogêneas, esses métodos são capazes de calcular o autovalor e o fluxo de 

nêutrons médio nessas regiões com grande precisão, assim como, a distribuição de 

potência no núcleo do reator, considerando essas regiões com o tamanho de um 

elemento combustível.  

Entre os métodos nodais, o Método da Expansão Nodal (FINNEMANN et al., 

1977), utiliza a equação da difusão de nêutrons integrada transversalmente, gerando um 

conjunto de três equações unidimensionais acopladas pelos termos de fuga transversal, 

cuja solução fornece uma relação entre os fluxos médios e as correntes líquidas médias 

nas faces dos nodos. O método NEM tem seu ponto de partida na equação da 

continuidade de nêutrons e na Lei de Fick.  

A equação da continuidade de nêutrons em geometria cartesiana, estado 

estacionário, no instante 𝑡ℓ, e na formulação multigrupos de energia, é dada por: 

∑
𝜕

𝜕𝑢
𝐽𝑔𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧,

𝑢=𝑥,𝑦,𝑧

𝑡ℓ) + 𝛴𝑅𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡ℓ)𝜑𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡ℓ) = 

   
𝜒𝑔

keff
∑ 𝜈𝛴𝑓𝑔′(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡ℓ)𝜑𝑔′(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡ℓ)

𝐺

𝑔′=1

+ ∑ Σ𝑔𝑔′(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡ℓ)𝜑𝑔′(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡ℓ)

𝐺

𝑔′=1

𝑔′≠𝑔

, (3.2) 

com 𝑔 = 1, 𝐺, onde 𝐽𝑔𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡ℓ) é a densidade de corrente líquida de nêutrons do 

grupo 𝑔, para a direção 𝑢 (𝑢 = 𝑥, 𝑦, 𝑧) e instante 𝑡ℓ.  

O primeiro termo do lado esquerdo da Equação (3.2) representa a fuga de 

nêutrons, o segundo termo da mesma equação representa a remoção de nêutrons através 

da iteração nêutron-núcleo. Os dois termos do lado direito da equação são os termos de 

fonte de fissão e de espalhamento, respectivamente.  

Segundo a lei de Fick (LAMARSH, 1966) a densidade de corrente de nêutrons é 

diretamente proporcional ao gradiente do fluxo de nêutrons, onde a constante de 

proporcionalidade é o coeficiente de difusão, que depende do meio material. O sinal 
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negativo indica que a difusão ocorre da região de maior densidade para a de menor 

densidade de nêutrons.  

Na Equação (3.2), a densidade de corrente líquida, 𝐽𝑔𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡ℓ), e o fluxo de 

nêutrons, 𝜑𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡ℓ), são desconhecidos, mas estão relacionados pela lei de Fick, 

que possui a seguinte forma aproximada: 

𝐽𝑔𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡ℓ) ≅ −𝐷𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡ℓ)
𝜕

𝜕𝑢
𝜑𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡ℓ)   . (3.3) 

Como o método NEM usa as correntes parciais (LAMARSH, 1966), ou seja, são 

componentes da corrente líquida de nêutrons, conforme: 

𝐽𝑔𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡ℓ) = 𝐽𝑔𝑢
+ (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡ℓ) − 𝐽𝑔𝑢

− (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡ℓ)   . (3.4) 

No NEM, o domínio espacial do núcleo do reator é dividido em paralelepípedos 

contíguos, chamados de nodos, cujas arestas podem ou não serem congruentes, 

conforme representado na Figura 3.1. Considerou-se que os nodos 𝑛 tenham o mesmo 

volume arbitrário 𝑉𝑛 (equivalente a um elemento combustível) nas quais o núcleo do 

reator heterogêneo foi dividido na Seção 2.2. 

 

Figura 3.1 - Representação de um nodo 𝑛 arbitrário e suas dimensões. 

Assim, integrando a Equação (3.2) no volume 𝑉𝑛 = 𝑎𝑥
𝑛𝑎𝑦

𝑛𝑎𝑧
𝑛 do nodo 𝑛 e 

dividindo-a por este volume, tem-se a equação de balanço nodal, qual seja, 
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∑
1

𝑎𝑢
𝑛

𝑢=𝑥,𝑦,𝑧

[𝐽�̅�𝑢𝑟
𝑛 (𝑡ℓ) − 𝐽�̅�𝑢𝑙

𝑛 (𝑡ℓ)] + Σ𝑅𝑔
𝑛 (𝑡ℓ)�̅�𝑔

𝑛(𝑡ℓ)                       

=
1

keff
𝜒𝑔 ∑ 𝜈Σ𝑓𝑔′

𝑛 (𝑡ℓ)�̅�𝑔′
𝑛 (𝑡ℓ)

𝐺

𝑔′=1

+ ∑ Σ̅𝑔𝑔′
𝑛 (𝑡ℓ)�̅�𝑔′

𝑛 (𝑡ℓ)

𝐺

𝑔′=1

𝑔′≠𝑔

   , (3.5) 

onde, por definição: 

�̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ) ≡

1

𝑉𝑛
∫ 𝜑𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡ℓ)𝑑𝑉

𝑉𝑛

   , (3.6) 

𝛴𝑔𝑔′
𝑛 (𝑡ℓ) ≡

1

𝑉𝑛
∫ 𝛴𝑠

𝑔′→𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡ℓ)𝑑𝑉

𝑉𝑛

 (3.7) 

e 

𝛴𝑥
𝑛(𝑡ℓ) ≡

1

𝑉𝑛
∫ 𝛴𝑥𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡ℓ)𝑑𝑉

𝑉𝑛

    , (3.8) 

com Σ𝑥𝑔 representando Σ𝑐𝑔, Σ𝑓𝑔, 𝜈Σ𝑓𝑔 ou Σ𝑔′𝑔. Além disso, as densidades de correntes 

líquidas médias na face 𝑠 da direção 𝑢 do nodo 𝑛, são assim definidas: 

𝐽�̅�𝑢𝑠
𝑛 (𝑡ℓ) ≡

1

𝑎𝑣
𝑛𝑎𝑤

𝑛
∫ ∫ 𝐽𝑔𝑢(𝑢𝑠

𝑛, 𝑣, 𝑤, 𝑡ℓ)𝑑𝑣𝑑𝑤

𝑎𝑤
𝑛

0

𝑎𝑣
𝑛

0

  ;   𝑢 = 𝑥, 𝑦, 𝑧   𝑒   𝑠 = 𝑟, 𝑙   , (3.9) 

com 

𝑢𝑠
𝑛 = {

0   ,   para   𝑠 = 𝑙 (face esquerda do nodo)  

𝑎𝑢
𝑛 ,   para   𝑠 = 𝑟 (face direita do nodo)       

   . 

Observa-se da Equação (3.5) que há, para cada grupo de energia, uma equação e 

sete funções desconhecidas, seis referentes às densidades de corrente médias em cada 

face do nodo, 𝐽�̅�𝑢𝑠
𝑛 (𝑡ℓ), sendo 𝑢 = 𝑥, 𝑦, 𝑧 e 𝑠 = 𝑙, 𝑟, e uma é o fluxo médio no nodo, 

�̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ).  
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3.2.1 Equações de Acoplamento Nodal 

A relação existente entre as densidades de corrente médias nas faces do nodo e o 

fluxo médio no nodo, as chamadas equações de acoplamento nodal, são obtidas a partir 

da lei de Fick, substituindo a Equação (3.3) na Equação (3.9), o que resulta na seguinte 

equação: 

𝐽�̅�𝑢𝑠
𝑛 (𝑡ℓ) ≡

1

𝑎𝑣
𝑛𝑎𝑤

𝑛
∫ ∫ −𝐷𝑔(𝑢𝑠

𝑛, 𝑣, 𝑤, 𝑡ℓ)
𝜕

𝜕𝑢
𝜑𝑔(𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑡ℓ)

𝑎𝑤
𝑛

0

𝑎𝑣
𝑛

0

  |

𝑢=𝑢𝑠
𝑛

𝑑𝑣𝑑𝑤. (3.10) 

Como os parâmetros nucleares são uniformes dentro do nodo, da Equação (3.10) 

obtém-se: 

𝐽�̅�𝑢𝑠
𝑛 (𝑡ℓ) = −�̅�𝑔

𝑛(𝑡ℓ)
𝑑

𝑑𝑢
(

1

𝑎𝑣
𝑛𝑎𝑤

𝑛
∫ ∫

𝜕

𝜕𝑢
𝜑𝑔(𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑡ℓ)𝑑𝑣𝑑𝑤

𝑎𝑤
𝑛

0

𝑎𝑣
𝑛

0

)|

𝑢=𝑢𝑠
𝑛

 (3.11) 

ou 

𝐽�̅�𝑢𝑠
𝑛 (𝑡ℓ) = −�̅�𝑔

𝑛(𝑡ℓ)
𝑑

𝑑𝑢
�̅�𝑔𝑢
𝑛 (𝑢, 𝑡ℓ)|

𝑢=𝑢𝑠
𝑛
   , (3.12) 

onde �̅�𝑔𝑢
𝑛 (𝑢, 𝑡ℓ) é o fluxo médio de nêutrons na área 𝐴𝑢

𝑛 = 𝑎𝑣
𝑛𝑎𝑤

𝑛 , transversal a direção 

𝑢 do nodo 𝑛, conforme apresentado na Figura 3.2, dado por: 

�̅�𝑔𝑢
𝑛 (𝑢, 𝑡ℓ) ≡

1

𝑎𝑣
𝑛𝑎𝑤

𝑛
∫ ∫ 𝜑𝑔(𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑡ℓ)𝑑𝑣𝑑𝑤

𝑎𝑤
𝑛

0

𝑎𝑣
𝑛

0

   . (3.13) 
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Figura 3.2 - Área transversal à direção 𝑢. 

Esta nova função �̅�𝑔𝑢
𝑛 (𝑢, 𝑡ℓ) é solução da equação de difusão de nêutrons 

integrada transversalmente. Para tal, aplicando o operador de média em área, dado por: 

1

𝑎𝑣
𝑛𝑎𝑤

𝑛
∫ ∫ (∙)𝑑𝑣𝑑𝑤

𝑎𝑤
𝑛

0

𝑎𝑣
𝑛

0

   , (3.14) 

na equação de difusão de nêutrons, Equação (3.5), e considerando os parâmetros 

nucleares uniformes dentro de cada nodo, obtém-se a equação de difusão de nêutrons 

integrada transversalmente à direção 𝑢,  

−�̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ)

𝑑2

𝑑𝑢2
�̅�𝑔𝑢
𝑛 (𝑢, 𝑡ℓ) + Σ𝑅𝑔

𝑛 (𝑡ℓ)�̅�𝑔𝑢
𝑛 (𝑢, 𝑡ℓ)                       

  =
1

keff
𝜒𝑔 ∑ 𝜈Σ𝑓𝑔′

𝑛 (𝑡ℓ)�̅�𝑔′𝑢
𝑛 (𝑢, 𝑡ℓ)

𝐺

𝑔′=1

+ ∑ Σ̅𝑔𝑔′
𝑛 (𝑡ℓ)�̅�𝑔′𝑢

𝑛 (𝑢, 𝑡ℓ)

𝐺

𝑔′=1

𝑔′≠𝑔

− 𝐿𝑔𝑢
𝑛 (𝑢, 𝑡ℓ), (3.15) 

onde 𝐿𝑔𝑢
𝑛 (𝑢, 𝑡ℓ) é a fuga transversal à direção 𝑢, definida pela seguinte equação: 

𝐿𝑔𝑢
𝑛 (𝑢, 𝑡ℓ) ≡

−�̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ)

𝑎𝑣
𝑛𝑎𝑤

𝑛
∫ ∫ (

𝜕2

𝜕𝑣2
𝜑𝑔(𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑡ℓ)+

𝜕2

𝜕𝑤2
𝜑𝑔(𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑡ℓ))𝑑𝑣𝑑𝑤.

𝑎𝑤
𝑛

0

𝑎𝑣
𝑛

0

   . (3.16) 

No método NEM (SILVA et al., 2010, SILVA et al., 2011), a solução da 

Equação (3.15) é obtida através de uma expansão polinomial de quarta ordem no fluxo 

médio de nêutrons na face e uma expansão polinomial de segunda ordem no termo 

correspondente à fuga transversal, da seguinte forma: 
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�̅�𝑔𝑢
𝑛 (𝑢, 𝑡ℓ) = ∑𝑐𝑘𝑔𝑢

𝑛 (𝑡ℓ)ℎ𝑘 (
𝑢

𝑎𝑢
𝑛)

4

𝑘=0

 (3.17) 

e 

𝐿𝑔𝑢
𝑛 (𝑢, 𝑡ℓ) = ∑𝛼𝑘𝑔𝑢

𝑛 (𝑡ℓ)ℎ𝑘 (
𝑢

𝑎𝑢
𝑛)

2

𝑘=0

   , (3.18) 

onde 𝛼𝑘𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ) são os coeficientes do termo de fuga, 𝑐0𝑔𝑢

𝑛 (𝑡ℓ), 𝑐1𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ) e 𝑐2𝑔𝑢

𝑛 (𝑡ℓ) são 

os coeficientes primários, 𝑐3𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ) e 𝑐4𝑔𝑢

𝑛 (𝑡ℓ) são os coeficientes secundários. Os 

polinômios ℎ𝑘(𝜉), que representam as funções bases do NEM (FINNEMANN et al., 

1977), para 𝜉 ≡ 𝑢 𝑎𝑢
𝑛⁄ , são da seguinte forma: 

ℎ0(𝜉) = 1   , (3.19) 

ℎ1(𝜉) = 2𝜉 − 1   , (3.20) 

ℎ2(𝜉) = 6𝜉(1 − 𝜉) − 1   , (3.21) 

ℎ3(𝜉) = 6𝜉(1 − 𝜉)(2𝜉 − 1) (3.22) 

e 

ℎ4(𝜉) = 6𝜉(1 − 𝜉)(5𝜉
2 − 5𝜉 + 1)   . (3.23) 
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Esses polinômios possuem as seguintes propriedades: 

ℎ𝑘(0) = ℎ𝑘(1) = 0   ;    Ɐ   𝑘 ≥ 3   , (3.24) 

∫ℎ𝑘(𝜉)𝑑𝜉 = 0   ;    Ɐ   𝑘

1

0

≥ 1   , (3.25) 

∫ℎ1(𝜉)ℎ𝑘(𝜉)𝑑𝜉 =

1

0

{

1/3,    𝑠𝑒   𝑘 = 1
0/3,    𝑠𝑒   𝑘 = 2
1/5,    𝑠𝑒   𝑘 = 3
0/3,    𝑠𝑒   𝑘 = 4

   , (3.26) 

∫ℎ2(𝜉)ℎ𝑘(𝜉)𝑑𝜉 =

1

0

{

03/35,    𝑠𝑒   𝑘 = 1
1/5/5,    𝑠𝑒   𝑘 = 2
03/35,    𝑠𝑒   𝑘 = 3
−3/35,    𝑠𝑒   𝑘 = 4

   , (3.27) 

∫ℎ1(𝜉)
𝑑2

𝑑𝜉2
ℎ𝑘(𝜉)𝑑𝜉 =

1

0

{
−12,    𝑠𝑒   𝑘 = 3
0   3,    𝑠𝑒   𝑘 ≠ 3

 (3.28) 

e 

∫ℎ2(𝜉)
𝑑2

𝑑𝜉2
ℎ𝑘(𝜉)𝑑𝜉 =

1

0

{
12,    se   𝑘 = 4
03,    se   𝑘 ≠ 4

   . (3.29) 

Nas próximas subseções, serão apresentados os processos utilizados para a 

obtenção dos coeficientes da expansão de quarta ordem do fluxo médio de nêutrons na 

face, �̅�𝑔𝑢
𝑛 (𝑢, 𝑡ℓ), e da expansão em segunda ordem da fuga transversal, 𝐿𝑔𝑢

𝑛 (𝑢, 𝑡ℓ), ou 

seja, os coeficientes 𝑐𝑘𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ), da Equação (3.17), e os coeficientes 𝛼𝑘𝑔𝑢

𝑛 (𝑡ℓ), da 

Equação (3.18). 

3.2.2 Coeficientes da Fuga Transversal 

Os coeficientes da expansão que representam a fuga transversal, 𝛼0𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ), 

𝛼1𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ) e 𝛼2𝑔𝑢

𝑛 (𝑡ℓ), utilizam as propriedades das funções de base ℎ𝑘(𝜉). Para tais, 
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primeiramente utiliza-se a definição de valor médio da fuga transversal, �̅�𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ), dado a 

partir de uma condição de consistência, onde 

�̅�𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ) ≡

1

𝑎𝑢
𝑛∫ 𝐿𝑔𝑢

𝑛 (𝑢, 𝑡ℓ)𝑑𝑢

𝑎𝑢
𝑛

0

   , (3.30) 

com condições nas superfícies do nodo, quais sejam, 

𝐿𝑔𝑢
𝑛 (𝑢, 𝑡ℓ) = ∑𝛼𝑘𝑔𝑢

𝑛 (𝑡𝑙)ℎ𝑘 (
𝑢

𝑎𝑢
𝑛)

2

𝑘=0

≡ 𝐿𝑔𝑢𝑠
𝑛 (𝑡ℓ)   . (3.31) 

Então, substituindo a Equação (3.18) na Equação (3.30) e fazendo uso da Equação 

(3.25), obtém-se que 

𝛼0𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ) = �̅�𝑔𝑢

𝑛 (𝑡ℓ)   . (3.32) 

Agora, substituindo as funções de base, para os dois valores de 𝑢𝑠
𝑛, na Equação 

(3.31) obtém-se um sistema de equações cuja solução resulta em 

𝛼1𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ) =

1

2
(𝐿𝑔𝑢𝑟
𝑛 (𝑡ℓ) − 𝐿𝑔𝑢𝑙

𝑛 (𝑡ℓ)) (3.33) 

e 

𝛼2𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ) = �̅�𝑔𝑢

𝑛 (𝑡ℓ) −
1

2
(𝐿𝑔𝑢𝑟
𝑛 (𝑡ℓ) + 𝐿𝑔𝑢𝑙

𝑛 (𝑡ℓ))   . (3.34) 

Para o cálculo dos termos 𝐿𝑔𝑢𝑠
𝑛 (𝑡ℓ), as seguintes condições de continuidade são 

impostas à função 𝐿𝑔𝑢
𝑛 (𝑢, 𝑡ℓ) e sua derivada, na interface entre dois nodos adjacentes 

(indicados por 𝑚 e 𝑛): 

𝐿𝑔𝑢𝑙
𝑛 (𝑡ℓ) = 𝐿𝑔𝑢𝑟

𝑚 (𝑡ℓ) (3.35) 

e 
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𝑑

𝑑𝑢
𝐿𝑔𝑢
𝑛 (𝑢, 𝑡ℓ)|

𝑢=𝑢𝑙
𝑛
=
𝑑

𝑑𝑢
𝐿𝑔𝑢
𝑚 (𝑢, 𝑡ℓ)|

𝑢=𝑢𝑟
𝑛
   . (3.36) 

Segundo o método NEM (FISCHER e FINNEMANN, 1981), as derivadas na 

Equação (3.36) podem ser aproximadas por diferenças finitas, resultando em: 

�̅�𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ) − 𝐿𝑔𝑢𝑙

𝑛 (𝑡ℓ)

𝑎𝑢
𝑛

2⁄
=
𝐿𝑔𝑢𝑟
𝑚 (𝑡ℓ) − �̅�𝑔𝑢

𝑚 (𝑡ℓ)

𝑎𝑢
𝑚

2⁄
   . (3.37) 

Então, com uso da Equação (3.35) na Equação (3.37), obtém-se que 

𝐿𝑔𝑢𝑟
𝑚 (𝑡ℓ) =

𝑎𝑢
𝑛�̅�𝑔𝑢

𝑚 (𝑡ℓ) + 𝑎𝑢
𝑚�̅�𝑔𝑢

𝑛 (𝑡ℓ)

𝑎𝑢
𝑛 + 𝑎𝑢

𝑚    . (3.38) 

Para o cálculo das fugas transversais médias, �̅�𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ), primeiro substitui-se a 

Equação (3.16) na Equação (3.30), depois utiliza-se a Equação (3.12), e então fazendo o 

uso da definição das correntes parciais, 𝐽�̅�𝑢𝑠
±𝑛 (𝑡ℓ), dada pela Equação (3.4), resulta em 

�̅�𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ) = ∑

1

𝑎𝜈
𝑛

𝜈=𝑣,𝑤

{[𝐽�̅�𝜈𝑟
+𝑛 (𝑡ℓ) − 𝐽�̅�𝜈𝑟

−𝑛 (𝑡ℓ)] − [𝐽�̅�𝜈𝑙
+𝑛 (𝑡ℓ) − 𝐽�̅�𝜈𝑙

−𝑛 (𝑡ℓ)]}   . (3.39) 

Completando assim o cálculo de todas as incógnitas necessárias para determinar 

os três coeficientes 𝛼0𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ), 𝛼1𝑔𝑢

𝑛 (𝑡ℓ) e 𝛼2𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ), da Equação (3.18), que representa a 

expansão do termo de fuga transversal. 

3.2.3 Coeficientes Primários 

Usando as propriedades das funções de base ℎ𝑘(𝜉) em �̅�𝑔𝑢
𝑛 (𝑢, 𝑡ℓ) e impondo a 

condição de consistência, qual seja, 

�̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ) ≡

1

𝑎𝑢
𝑛∫ �̅�𝑔𝑢

𝑛 (𝑢, 𝑡ℓ)𝑑𝑢

𝑎𝑢
𝑛

0

   , (3.40) 
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obtém-se que 

𝑐0𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ) = �̅�𝑔

𝑛(𝑡ℓ)   . (3.41) 

Os coeficientes 𝑐1𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ) e 𝑐2𝑔𝑢

𝑛 (𝑡ℓ) podem ser determinados em função das 

condições de contorno no nodo impostas na Equação (3.17), 

�̅�𝑔𝑢
𝑛 (𝑢, 𝑡ℓ) = �̅�𝑔

𝑛(𝑡ℓ) +∑𝑐𝑘𝑔𝑢
𝑛

2

𝑘=0

(𝑡ℓ)ℎ𝑘 (
𝑢

𝑎𝑢
𝑛)   , (3.42) 

tal que, 

�̅�𝑔𝑢𝑙
𝑛 (𝑡ℓ) ≡ �̅�𝑔𝑢

𝑛 (0, 𝑡ℓ) = �̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ) − 𝑐1𝑔𝑢

𝑛 (𝑡ℓ) − 𝑐2𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ) (3.43) 

e 

�̅�𝑔𝑢𝑟
𝑛 (𝑡ℓ) ≡ �̅�𝑔𝑢

𝑛 (𝑎𝑢
𝑛, 𝑡ℓ) = �̅�𝑔

𝑛(𝑡ℓ) + 𝑐1𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ) − 𝑐2𝑔𝑢

𝑛 (𝑡ℓ)   . (3.44) 

Subtraindo a Equação (3.44) pela Equação (3.43), tem-se que 

𝑐1𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ) =

1

2
(�̅�𝑔𝑢𝑟

𝑛 (𝑡ℓ) − �̅�𝑔𝑢𝑙
𝑛 (𝑡ℓ))   . (3.45) 

Somando as Equações (3.43) e (3.44), vem 

𝑐2𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ) = �̅�𝑔

𝑛(𝑡ℓ) −
1

2
(�̅�𝑔𝑢𝑟

𝑛 (𝑡ℓ) + �̅�𝑔𝑢𝑙
𝑛 (𝑡ℓ))   . (3.46) 

Note-se que, a partir da aproximação da difusão, pode-se escrever o fluxo médio 

na face do nodo em função das correntes parciais, da seguinte maneira: 

�̅�𝑔𝑢𝑠
𝑛 (𝑡ℓ) ≡ �̅�𝑔𝑢𝑠

𝑛 (𝑢𝑠
𝑛, 𝑡ℓ) = 2 (𝐽�̅�𝑢𝑠

+𝑛 (𝑡ℓ) + 𝐽�̅�𝑢𝑠
−𝑛 (𝑡ℓ))   , (3.47) 

onde 𝑢 = 𝑥, 𝑦, 𝑧 e 𝑠 = 𝑙, 𝑟. Logo, as Equações (3.45) e (3.46) poderiam ser reescritas em 

função das correntes parciais, 𝐽�̅�𝑢𝑠
±𝑛 (𝑡ℓ). 
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Na próxima subseção serão apresentados os coeficientes secundários, ou de alta 

ordem, 𝑐3𝑔𝑢
𝑛  e 𝑐4𝑔𝑢

𝑛 , presentes na Equação (3.17).  

3.2.4 Coeficientes Secundários 

A determinação dos coeficientes secundários, 𝑐3𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ) e 𝑐4𝑔𝑢

𝑛 (𝑡ℓ), é realizada 

através da técnica de resíduos ponderados (FINNEMANN et al., 1977) aplicada a 

equação de difusão de nêutrons integrada transversalmente, obtendo assim, a seguinte 

equação: 

∫ 𝜔𝑖

𝑎𝑢
𝑛

0

(
𝑢

𝑎𝑢
𝑛) {−�̅�𝑔

𝑛(𝑡ℓ)
𝑑2

𝑑𝑢2
�̅�𝑔𝑢
𝑛 (𝑢, 𝑡ℓ) + Σ𝑅𝑔

𝑛 (𝑡ℓ)�̅�𝑔𝑢
𝑛 (𝑢, 𝑡ℓ)                        

−
𝜒𝑔

keff
∑ 𝜈Σ𝑓𝑔′

𝑛 (𝑡ℓ)�̅�𝑔′𝑢
𝑛 (𝑢, 𝑡ℓ)

𝐺

𝑔′=1

+ ∑ Σ̅𝑔𝑔′
𝑛 (𝑡ℓ)�̅�𝑔′𝑢

𝑛 (𝑢, 𝑡ℓ)

𝐺

𝑔′=1

𝑔′≠𝑔

   

+𝐿𝑔𝑢
𝑛 (𝑢, 𝑡ℓ)}𝑑𝑢 = 0   ,         (3.48) 

onde, por uma questão de precisão e eficiência, as funções peso 𝜔𝑖(𝜉) são escolhidas 

como sendo as funções bases do NEM, de grau um e grau dois, ℎ1(𝜉) e ℎ2(𝜉), para o 

cálculo dos coeficientes 𝑐3𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ) e 𝑐4𝑔𝑢

𝑛 (𝑡ℓ), respectivamente. 

Então, substituindo as Equações (3.17) e (3.18) na Equação (3.48), e utilizando as 

propriedades das funções de base, dadas pelas Equações (3.26), (3.27), (3.28) e (3.29) 

obtém-se os seguintes sistemas de equações a partir dos quais os coeficientes 

secundários são, respectivamente calculados: 

{
12�̅�𝑔

𝑛(𝑡ℓ)

(𝑎𝑢
𝑛)2

+
1

5
Σ𝑅𝑔
𝑛 (𝑡ℓ)} 𝑐3𝑔𝑢

𝑛 (𝑡ℓ) −
1

5
∑ {

𝜒𝑔

keff
𝜈Σ𝑓𝑔′

𝑛 (𝑡ℓ)

𝐺

𝑔′=1

𝑔≠𝑔′

 

+Σ̅𝑔𝑔′
𝑛 (𝑡ℓ)}𝑐3𝑔𝑢

𝑛 (𝑡ℓ) =
1

3
𝛼1𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ) −

1

3
{Σ𝑅𝑔
𝑛 (𝑡ℓ)𝑐1𝑔𝑢

𝑛 (𝑡ℓ) 

− ∑ {
𝜒𝑔

keff
𝜈Σ𝑓𝑔′

𝑛 (𝑡ℓ) + Σ̅𝑔𝑔′
𝑛 (𝑡ℓ)}

𝐺

𝑔′=1

𝑔′≠𝑔

𝑐1𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ)} (3.49) 
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e 

{
12�̅�𝑔

𝑛(𝑡ℓ)

(𝑎𝑢
𝑛)2

+
3Σ𝑅𝑔

𝑛 (𝑡ℓ)

35
} 𝑐4𝑔𝑢

𝑛 (𝑡ℓ) −
3

35
∑ {

𝜒𝑔

keff
𝜈Σ𝑓𝑔′

𝑛 (𝑡ℓ)

𝐺

𝑔′=1

𝑔≠𝑔′

 

+Σ̅𝑔𝑔′
𝑛 (𝑡ℓ)}𝑐4𝑔𝑢

𝑛 (𝑡ℓ) =
1

5
𝛼2𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ) −

1

5
{Σ𝑅𝑔
𝑛 (𝑡ℓ)𝑐2𝑢

𝑛 (𝑡ℓ) 

− ∑ {
𝜒𝑔

keff
𝜈Σ𝑓𝑔′

𝑛 (𝑡ℓ) + Σ̅𝑔𝑔′
𝑛 (𝑡ℓ)}

𝐺

𝑔′=1

𝑔′≠𝑔

𝑐2𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ)}   . (3.50) 

3.2.5 Correntes Parciais de Saída 

Tendo os coeficientes da expansão de �̅�𝑔𝑢
𝑛 (𝑢, 𝑡ℓ), é possível obter as correntes 

parciais de saída do nodo e completar o acoplamento nodal. Para tal, substituindo a 

expansão da função �̅�𝑔𝑢
𝑛 (𝑢, 𝑡ℓ) na Equação (3.12) e reescrevendo em função da 

definição de correntes parciais, obtém-se as seguintes equações: 

𝐽�̅�𝑢𝑙
+𝑛 (𝑡ℓ) − 𝐽�̅�𝑢𝑙

−𝑛 (𝑡ℓ) = −�̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ)∑𝑐𝑘𝑔𝑢

𝑛 (𝑡ℓ)
𝑑

𝑑𝑢
ℎ𝑘 (

𝑢

𝑎𝑢
𝑛)

4

𝑘=1

|

𝑢=0

 (3.51) 

e 

𝐽�̅�𝑢𝑟
+𝑛 (𝑡ℓ) − 𝐽�̅�𝑢𝑟

−𝑛 (𝑡ℓ) = −�̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ)∑𝑐𝑘𝑔𝑢

𝑛 (𝑡ℓ)
𝑑

𝑑𝑢
ℎ𝑘 (

𝑢

𝑎𝑢
𝑛)

4

𝑘=1

|

𝑢=𝑎𝑢
𝑛

   . (3.52) 

Fazendo uso das definições dos coeficientes primários e secundários e das funções 

de base, pode-se obter as correntes parciais de saída do nodo a partir de algumas 

manipulações algébricas, os seja, 

𝐽�̅�𝑢𝑙
−𝑛 (𝑡ℓ) = 𝐴0𝑔𝑢

𝑛 (𝑡ℓ){�̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ) + 𝑐4𝑔𝑢

𝑛 (𝑡ℓ)} + 𝐴1𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ)𝐽�̅�𝑢𝑙

+𝑛 (𝑡ℓ) 

+𝐴2𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ)𝐽�̅�𝑢𝑟

−𝑛 (𝑡ℓ) − 𝐴3𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ)𝑐3𝑔𝑢

𝑛 (𝑡ℓ) (3.53) 

e 
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𝐽�̅�𝑢𝑟
+𝑛 (𝑡ℓ) = 𝐴0𝑔𝑢

𝑛 (𝑡ℓ){�̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ) + 𝑐4𝑔𝑢

𝑛 (𝑡ℓ)} + 𝐴2𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ)𝐽�̅�𝑢𝑙

+𝑛 (𝑡ℓ) 

+𝐴1𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ)𝐽�̅�𝑢𝑟

−𝑛 (𝑡ℓ) − 𝐴3𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ)𝑐3𝑔𝑢

𝑛 (𝑡ℓ)   , (3.54) 

onde os coeficientes 𝐴𝑘𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ) são assim definidos: 

𝐴0𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ) ≡

6(�̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ)/𝑎𝑢

𝑛) 

1 + 12(�̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ)/𝑎𝑢

𝑛)
  , (3.55) 

𝐴1𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ) ≡

1 − 48(�̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ)/𝑎𝑢

𝑛)
2

[1 + 12(�̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ)/𝑎𝑢

𝑛)][1 + 4(�̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ)/𝑎𝑢

𝑛)]
   , (3.56) 

𝐴2𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ) ≡

−8(�̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ)/𝑎𝑢

𝑛)

[1 + 12(�̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ)/𝑎𝑢

𝑛)][1 + 4(�̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ)/𝑎𝑢

𝑛)]
 (3.57) 

e 

𝐴3𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ) ≡

6(�̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ)/𝑎𝑢

𝑛) 

1 + 4(�̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ)/𝑎𝑢

𝑛)
   . (3.58) 

3.2.6 Equação para o Fluxo Médio Nodal 

Uma vez determinadas as correntes parciais médias nas faces do nodo, o fluxo 

médio nodal pode ser obtido através da equação de balanço nodal. Substituindo as 

Equações (3.53) e (3.54) na Equação (3.5), obtém-se o seguinte sistema de equações 

para o cálculo, através de um processo iterativo, dos fluxos de nêutrons nos nodos: 

{. ∑ 2
𝐴0𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ)

𝑎𝑢
𝑛

𝑢=𝑥,𝑦,𝑧

+ Σ𝑅𝑔
𝑛 (𝑡ℓ)}�̅�𝑔

𝑛(𝑡ℓ) = 

𝜒𝑔

keff
∑ 𝜈Σ𝑓𝑔′

𝑛 (𝑡ℓ)�̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ)

𝐺

𝑔′=1

+ ∑ Σ̅𝑔𝑔′
𝑛 (𝑡ℓ)�̅�𝑔

𝑛(𝑡ℓ)

𝐺

𝑔′=1

𝑔′≠𝑔

 

+ ∑ 2
𝐴0𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ)

𝑎𝑢
𝑛

𝑢=𝑥,𝑦,𝑧

(2 (𝐽�̅�𝑢𝑟
−𝑛 (𝑡ℓ) + 𝐽�̅�𝑢𝑙

+𝑛 (𝑡ℓ)) − 𝑐4𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ))   . (3.59) 
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As equações apresentadas neste capítulo constituem um conjunto de equações do 

qual o fluxo médio nodal, �̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ), pode ser determinado usando condições de contorno 

e de interface nos nodos. Nota-se que, pelo fato de o método NEM usar uma expansão 

polinomial para os fluxos nas faces do nodo, �̅�𝑔𝑢𝑠
𝑛 (𝑢, 𝑡ℓ), e por utilizar a equação de 

difusão integrada transversalmente, essa formulação gerou um conjunto de equações 

para os quais foram definidos os coeficientes primários,  𝑐0𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ), 𝑐1𝑔𝑢

𝑛 (𝑡ℓ) e 𝑐2𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ), 

e secundários, 𝑐3𝑔𝑢
𝑛 (𝑡ℓ) e 𝑐4𝑔𝑢

𝑛 (𝑡ℓ), e também a fuga transversal, 𝐿𝑔𝑢
𝑛 (𝑢, 𝑡ℓ). Usando a 

expansão do fluxo da face do nodo na Lei de Fick, as correntes parciais de saída do 

nodo,  𝐽�̅�𝑢𝑟
−𝑛 (𝑡ℓ) e 𝐽�̅�𝑢𝑙

+𝑛 (𝑡ℓ), foram expressas por quantidades previamente conhecidas, as 

quais acopladas com a equação de difusão integrada no volume do nodo, resultam na 

equação de balanço nodal e através de um processo iterativo de cálculo determina-se os 

fluxos médios nos nodos e as correntes parciais médias nas faces dos nodos, para enfim 

obter a subcriticalidade do sistema (expressa pelo keff). 

Neste trabalho, um programa de cálculo em linguagem FORTRAN foi 

desenvolvido utilizando o esquema iterativo de cálculo desenvolvido no CNFR (SILVA 

et al., 2010, PRATA et al., 2013, HEIMLICH et al., 2016, 2018), na qual faz uso de 

apenas duas varreduras na malha por iteração externa (uma para as linhas e a outra para 

as colunas, para cada camada axial na qual o núcleo do reator foi dividido), diferindo 

assim dos esquemas que fazem uso de iterações internas. Para cada nodo percorrido, 

calculam-se o fluxo médio nodal, �̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ), usando a Equação (3.59), e as correntes 

parciais de saída, 𝐽�̅�𝑢𝑠
±𝑛 (𝑡ℓ), a partir das Equações (3.53) e (3.54), para as direções 𝑥, 𝑦 e 

𝑧. O fluxograma de cálculo utilizado está apresentado na Figura 3.3. 

Após o processo de varredura NEM, o fator de multiplicação efetivo, keff, é 

calculado aplicando o método de Potências (NAKAMURA, 1977). A convergência, 

tanto para o fator de multiplicação efetivo quanto para o fluxo médio nodal, é 

verificada, conforme apresentado na Figura 3.4, onde 𝜀k e 𝜀φ são parâmetros 

predeterminados referentes às tolerâncias para o fator de multiplicação efetivo e para o 

fluxo médio nodal, respectivamente. 
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Figura 3.3: Sequência de cálculo nodal utilizando o NEM. 
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Figura 3.4: Sequência de cálculo para verificação de convergência. 

3.3 Mecanismo de Ajuste de Subcriticalidade 

Ao longo do ciclo de operação de reatores ADS, o sistema torna-se cada vez mais 

subcrítico, conforme os actinídeos e produtos de fissão são produzidos a partir da 

queima do combustível. Para manter o desejado nível de energia constante, durante todo 

o ciclo de operação do reator, a intensidade da fonte externa de nêutrons deve ser 

ajustada de acordo com as mudanças que ocorrem no keff. Como a intensidade da fonte 

externa de nêutrons é diretamente proporcional à corrente do feixe de prótons 

(ABDERRAHIM et al., 2007), o aumento da intensidade da fonte pode implicar em 

uma corrente maior do que é atualmente disponível nos aceleradores de partícula 

(NISHIHARA et al., 2008). Portanto, para evitar isto, é realizado um ajuste da 
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subcriticalidade do sistema (SUGAWARA et al., 2016) para manter a intensidade da 

fonte externa de nêutrons e, consequentemente, a corrente do feixe de prótons dentro de 

limites viáveis.  

O mecanismo de ajuste de subcriticalidade, desenvolvido neste trabalho, atuará 

em todo início de ciclo de queima, a partir de ajustes no parâmetro 𝛼(𝑡ℓ) que aparece 

nas Equações (2.18) e (2.19), através de um processo iterativo de cálculo. Neste 

mecanismo, assume-se que o parâmetro 𝛼(𝑡ℓ) é uma função linear de                      

 ∆k ≡ keff − keff
alvo(𝑡ℓ), onde keff

alvo(𝑡ℓ) é fator de multiplicação efetivo predefinido, 

conforme: 

𝛼(𝑡ℓ) =
𝛼atual(𝑡ℓ)∆k

anterior − 𝛼anterior(𝑡ℓ)∆k
atual

∆kanterior − ∆katual
   . (3.60) 

O parâmetro 𝛼(𝑡ℓ) simula o ajuste físico realizado no núcleo do reator para ajustar 

a subcriticalidade do sistema. Possibilidades incluiriam o uso de veneno queimável 

(integrado em elementos combustíveis ou como elementos separados dispostos ao redor 

do núcleo) (AIZAWA et al., 2016), varetas de controle ou elementos preenchidos com 

hélio a baixa pressão (usando o coeficiente de vazio negativo do refrigerante de 

Pb-Bi) (HAECK et al., 2006). Outro método seria o uso de envenenamento homogêneo 

do núcleo, preferencialmente que possa ser ajustado durante a operação, como ácido 

bórico em um reator PWR. Todos esses métodos são técnicas que podem ser usadas 

para manter o nível de reatividade global e, portanto, o fator de multiplicação do sistema 

o mais constante possível (HAECK et al., 2006). 

O processo é iniciado com dois cálculos de keff, o primeiro para 𝛼(𝑡ℓ) = 1,0             

(o primeiro 𝛼anterior(𝑡ℓ)) e o segundo para 𝛼(𝑡ℓ) = 0,5 (o primeiro 𝛼atual(𝑡ℓ)), com os 

respectivos fatores de multiplicação efetivos (e os subsequentes) obtidos através da 

solução da equação de difusão de nêutrons pelo Método de Expansão Nodal (NEM), 

conforme descrito no Capítulo 3.2. 

O processo iterativo termina quando o seguinte critério é atendido: 

|
keff − keff

alvo(𝑡ℓ)

keff
alvo(𝑡ℓ)

| ≤ 𝜀0   , (3.61) 
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com 𝜀0 conhecido, enquanto keff
alvo(𝑡ℓ) é dado por: 

keff
alvo(𝑡ℓ) =

{
 

 keff
inicial(𝑡ℓ) − ∆keff

𝑡ℓ
𝑡𝐿+1

     ;      para     ℓ = 1,… , 𝐿 + 1

keff
inicial(𝑡ℓ) − ∆keff

𝑡ℓ
𝑡𝐿+1

     ;      para     ℓ = 2,… , 𝐿 + 1
   , (3.62) 

com keff
inicial e ∆keff, apesar de conhecidos, dependem da configuração do sistema em 

análise (HAECK et al., 2006, TSUJIMOTO et al., 2004). O comportamento linear do 

keff
alvo(𝑡ℓ), descrito na Equação (3.63) foi baseado na tendência observada no fator de 

multiplicação efetivo em função do ciclo de operação em reatores do tipo ADS, 

conforme apresentado em TSUJIMOTO et al. (2004) e SUGAWARA et al. (2016). Os 

parâmetros keff
inicial e ∆keff são especificados nos respectivos núcleos apresentados no 

Capítulo 6.2. 

O mecanismo de ajuste de subcriticalidade é apresentado em maiores detalhes na 

Figura 3.5. Este mecanismo é utilizado em ambas as metodologias de depleção que 

serão apresentadas nos Capítulos 4 e 5. 

 

Figura 3.5: Sequência de cálculo do mecanismo de ajuste de subcriticalidade. 
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4 Metodologia de Cálculo de Depleção 

Isotópica com DFMG 

4.1 Introdução 

Após a realização do ajuste da subcriticalidade do reator, dá-se início à 

metodologia de cálculo de depleção isotópica usando o método das Diferenças Finitas 

de Malha Grossa (DFMG). Nesta metodologia, a solução numérica da equação de 

difusão de nêutrons para o problema de fonte fixa, apresentada na Equação (2.26), é 

realizada através do método DFMG (LIMA et al., 2005) para a discretização das 

variáveis espaciais da equação. 

Para tal, a equação da continuidade de nêutrons em geometria cartesiana, estado 

estacionário, no instante 𝑡ℓ, e na formulação multigrupos de energia, dada na 

Equação (3.2) é modificada para o problema de fonte fixa, conforme: 

∑
𝜕

𝜕𝑢
𝐽𝑔𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧,

𝑢=𝑥,𝑦,𝑧

𝑡ℓ) + 𝛴𝑅𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡ℓ)ϕ̂g(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡ℓ) = 

𝜒𝑔 ∑ 𝜈𝛴𝑓𝑔′(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡ℓ)ϕ̂g′(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡ℓ)

𝐺

𝑔′=1

+ ∑ Σ𝑔𝑔′(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡ℓ)ϕ̂g′(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡ℓ)

𝐺

𝑔′=1

𝑔′≠𝑔

 

+𝑆𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧)   . (4.1) 

De forma análoga, integrando a Equação (4.1) no volume 𝑉𝑛 = 𝑎𝑥
𝑛𝑎𝑦

𝑛𝑎𝑧
𝑛 do nodo 𝑛 

e dividindo-a por este volume, tem-se a seguinte equação de balanço nodal modificada, 

∑
1

𝑎𝑢
𝑛

𝑢=𝑥,𝑦,𝑧

[𝐽�̅�𝑢𝑟
𝑛 (𝑡ℓ) − 𝐽�̅�𝑢𝑙

𝑛 (𝑡ℓ)] + Σ𝑅𝑔
𝑛 (𝑡ℓ)ϕ̂g

𝑛(𝑡ℓ)                       

= 𝜒𝑔 ∑ 𝜈Σ𝑓𝑔′
𝑛 (𝑡ℓ)ϕ̂g′

𝑛 (𝑡ℓ)

𝐺

𝑔′=1

+ ∑ Σ̅𝑔𝑔′
𝑛 (𝑡ℓ)ϕ̂g′

𝑛 (𝑡ℓ)

𝐺

𝑔′=1

𝑔′≠𝑔

+ 𝑆𝑔
𝑛   , (4.2) 
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onde a fonte externa de nêutrons no nodo é definida por: 

𝑆𝑔
𝑛 ≡

1

𝑉𝑛
∫ 𝑆𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑉

𝑉𝑛

   . (4.3) 

A equação de balanço nodal, dada pela Equação (4.2), será utilizada neste capítulo 

para descrever a equação do fluxo médio no nodo, ϕ̂g
𝑛(𝑡ℓ), que é obtido diretamente 

através do DFMG. Na metodologia de cálculo de depleção isotópica, que será 

apresentada neste capítulo, o fluxo médio no nodo é utilizado para construção da matriz 

de evolução para o cálculo das concentrações isotópicas dos nuclídeos.  

4.2 Método das Diferenças Finitas de Malha Grossa 

O método de Diferenças Finitas de Malha Grossa (DFMG) é um método que pode 

ser classificado como um método nodal, uma vez que este resolve a equação de difusão 

de nêutrons integrada no volume de um nodo considerado grande, como um elemento 

combustível, e assume como uniformes os parâmetros materiais pertencentes ao nodo. 

Também, pode ser considerado como um método de diferenças finitas, pois utiliza as 

correntes líquidas médias de nêutrons nas faces dos nodos de forma similar, em sua 

estrutura matemática, aos métodos de diferenças finitas clássicas. Este método obtém 

resultados bastante acurados se forem utilizados como ferramentas de aceleração de 

métodos nodais, como por exemplo o NEM e, também, são muito eficientes se forem 

utilizados sozinhos, tanto em relação à precisão dos resultados de cálculo quanto no 

tempo de execução dos mesmos. 

O método DFMG, aqui apresentado, baseia-se na formulação proposta por 

ARAGONES e AHNERT (1986) e com aplicações nos trabalhos de PEREIRA et al., 

(2002), SILVA e MARTINEZ (2003) e LIMA et al., (2005). 

A formulação deste método utiliza como dados de entrada alguns parâmetros 

nucleares médios no nodo 𝑛, como as seções de choque médias de remoção, Σ𝑅𝑔
𝑛 (𝑡ℓ), 

espalhamento, Σ̅𝑔𝑔′
𝑛 (𝑡ℓ) e fissão, 𝜈Σ𝑓𝑔′

𝑛 (𝑡ℓ), e o coeficiente médio de difusão, �̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ), 

previamente calculados pelo NEM. 
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As correntes médias, 𝐽�̅�𝑢𝑠
𝑛 (𝑡ℓ), os fluxos médios nas faces, �̅�𝑔𝑢𝑠

𝑛 (𝑡ℓ), e o fluxo 

médio no nodo, �̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ), obtidos nos cálculos do NEM, são utilizados nos cálculos dos 

fatores de correção de malha grossa, f𝑔𝑢𝑠
𝑛 (𝑡ℓ), no método DFMG (SILVA, 2011). Estes 

fatores são usados para corrigir as correntes líquidas nas interfaces do nodo, 

modificando assim a formulação clássica do método das Diferenças Finitas (malhas 

finas). É importante destacar que se os coeficientes de correção de malha grossa forem 

nulos, ou seja, f𝑔𝑢𝑠
𝑛 (𝑡ℓ) = 0, recai-se na metodologia clássica do método das Diferenças 

Finitas. 

A partir da Figura 4.1, as correntes médias nas faces do nodo, para 𝑢 = 𝑥, 𝑦, 𝑧, 

podem ser escritas da seguinte maneira: 

𝐽�̅�𝑢𝑙
𝑛 (𝑡ℓ) = −𝐷𝑔𝑢𝑙

𝑛 (𝑡ℓ)�̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ) + 𝐷𝑔𝑢𝑟

𝑚 (𝑡ℓ)�̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ)   , (4.4) 

para 𝑚 = 𝑛𝑏 , 𝑛𝑓 , 𝑛𝑒, sendo os nodos abaixo, na frente e à esquerda, respectivamente e 

𝐽�̅�𝑢𝑟
𝑛 (𝑡ℓ) = −𝐷𝑔𝑢𝑟

𝑛 (𝑡ℓ)�̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ) + 𝐷𝑔𝑢𝑙

𝑚 (𝑡ℓ)�̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ)   , (4.5) 

para 𝑚 = 𝑛𝑑 , 𝑛𝑡 , 𝑛𝑐, sendo os nodos à direita, atrás e acima, respectivamente. 

 

Figura 4.1: Representação de um nodo genérico 𝑛 e seus nodos vizinhos. 
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Os coeficientes de difusão nas faces do nodo são assim calculados: 

𝐷𝑔𝑢𝑙
𝑛 (𝑡ℓ) ≡

2(
1
𝑎𝑢
𝑚 𝐷𝑔

𝑚(𝑡ℓ) +
1
2 f𝑔𝑢𝑟

𝑚 (𝑡ℓ))(
1
𝑎𝑢
𝑛 𝐷𝑔

𝑛(𝑡ℓ) −
1
2 f𝑔𝑢𝑙

𝑛 (𝑡ℓ))

(
1
𝑎𝑢
𝑚 𝐷𝑔

𝑚(𝑡ℓ) +
1
2 f𝑔𝑢𝑟

𝑚 (𝑡ℓ)) + (
1
𝑎𝑢
𝑛 𝐷𝑔

𝑛(𝑡ℓ) +
1
2 f𝑔𝑢𝑙

𝑛 (𝑡ℓ))

 (4.6) 

e 

𝐷𝑔𝑢𝑟
𝑛 (𝑡ℓ) ≡

2(
1
𝑎𝑢
𝑛 𝐷𝑔

𝑛(𝑡ℓ) −
1
2 𝑓𝑔𝑢𝑟

𝑛 (𝑡ℓ))(
1
𝑎𝑢
𝑚 𝐷𝑔

𝑚(𝑡ℓ) +
1
2𝑓𝑔𝑢𝑙

𝑚 (𝑡ℓ))

(
1
𝑎𝑢
𝑛 𝐷𝑔

𝑛(𝑡ℓ) +
1
2𝑓𝑔𝑢𝑟

𝑛 (𝑡ℓ)) + (
1
𝑎𝑢
𝑚 𝐷𝑔

𝑚(𝑡ℓ) +
1
2𝑓𝑔𝑢𝑙

𝑚 (𝑡ℓ))

   . (4.7) 

Uma vez conhecido o coeficiente médio de difusão, as correntes líquidas nas faces 

do nodo, o fluxo médio de nêutrons e os fluxos nas faces do nodo, previamente 

calculados no NEM, os fatores de correção podem ser obtidos da seguinte forma: 

f𝑔𝑢𝑙
𝑛 (𝑡ℓ) =

𝐽�̅�𝑢𝑙
𝑛 (𝑡ℓ) + 2

𝐷𝑔
𝑛(𝑡ℓ)

𝑎𝑢
𝑛 (�̅�𝑔

𝑛(𝑡ℓ) − �̅�𝑔𝑢
𝑛 (𝑢𝑙

𝑛, 𝑡ℓ))

�̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ) + �̅�𝑔𝑢

𝑛 (𝑢𝑙
𝑛, 𝑡ℓ)

 (4.8) 

e 

𝑓𝑔𝑢𝑟
𝑛 (𝑡ℓ) = −

𝐽�̅�𝑢𝑟
𝑛 (𝑡ℓ) − 2

𝐷𝑔
𝑛(𝑡ℓ)

𝑎𝑢
𝑛 (�̅�𝑔

𝑛(𝑡ℓ) − �̅�𝑔𝑢
𝑛 (𝑢𝑟

𝑛, 𝑡ℓ))

�̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ) + �̅�𝑔𝑢

𝑛 (𝑢𝑟
𝑛, 𝑡ℓ)

   . (4.9) 

Substituindo as Equações (4.4) e (4.5), generalizando para as direções 𝑥, 𝑦 e 𝑧, na 

Equação (4.2), obtém-se a seguinte equação para o fluxo médio no nodo, 
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−
1

𝑎𝑥
𝑛 𝐷𝑔𝑥𝑟

𝑛𝑒 (𝑡ℓ)ϕ̂g
𝑛𝑒(𝑡ℓ) −

1

𝑎𝑦
𝑛 𝐷𝑔𝑦𝑟

𝑛𝑓 (𝑡ℓ)ϕ̂g
𝑛𝑓(𝑡ℓ) −

1

𝑎𝑧
𝑛
𝐷𝑔𝑧𝑟
𝑛𝑏 (𝑡ℓ)ϕ̂g

𝑛𝑏(𝑡ℓ) 

+{𝛴𝑅𝑔
𝑛 (𝑡ℓ) + ∑

1

𝑎𝑢
𝑛 [𝐷𝑔𝑢𝑙

𝑛 (𝑡ℓ) + 𝐷𝑔𝑢𝑟
𝑛 (𝑡ℓ)]}

𝑢=𝑥,𝑦,𝑧

ϕ̂g
𝑛(𝑡ℓ) 

−
1

𝑎𝑥
𝑛 𝐷𝑔𝑥𝑙

𝑛𝑑 (𝑡ℓ)ϕ̂g
𝑛𝑑(𝑡ℓ) −

1

𝑎𝑦
𝑛 𝐷𝑔𝑦𝑙

𝑛𝑡 (𝑡ℓ)ϕ̂g
𝑛𝑡(𝑡ℓ) −

1

𝑎𝑧
𝑛
𝐷𝑔𝑧𝑙
𝑛𝑐 (𝑡ℓ)ϕ̂g

𝑛𝑐(𝑡ℓ) = 

𝜒𝑔 ∑ 𝜈𝛴𝑓𝑔′
𝑛 (𝑡ℓ)ϕ̂g′

𝑛 (𝑡ℓ)

𝐺

𝑔′=1

+ ∑ 𝛴𝑔𝑔′
𝑛 (𝑡ℓ)ϕ̂g′

𝑛 (𝑡ℓ)

𝐺

𝑔′=1
𝑔′≠𝑔

+ 𝑠𝑒𝑥𝑡,𝑔
𝑛  

 

 

(4.10) 

A Equação (4.10) pode ser reescrita na seguinte forma matricial: 

−B𝑛,𝑛𝑏(𝑡ℓ)Φ
𝑛𝑏(𝑡ℓ) − B𝑛,𝑛𝑡(𝑡ℓ)Φ

𝑛𝑡(𝑡ℓ) − B𝑛,𝑛𝑒(𝑡ℓ)Φ
𝑛𝑒(𝑡ℓ) + B𝑛,𝑛(𝑡ℓ)Φ

𝑛(𝑡ℓ) 

−B𝑛,𝑛𝑑(𝑡ℓ)Φ
𝑛𝑑(𝑡ℓ) − B𝑛,𝑛𝑓(𝑡ℓ)Φ

𝑛𝑓(𝑡ℓ) − B𝑛,𝑛𝑐(𝑡ℓ)Φ
𝑛𝑐(𝑡ℓ) = 

F𝑛(𝑡ℓ)Φ
𝑛(𝑡ℓ) + E𝑛(𝑡ℓ)Φ

𝑛(𝑡ℓ) + S
𝑛   , (4.11) 

onde as matrizes estão definidas da seguinte forma: 

F𝑛(𝑡ℓ) ≡

[
 
 
 
 
 
𝜒1𝜈𝛴𝑓1

𝑛 (𝑡ℓ) ⋯ 𝜒1𝜈𝛴𝑓𝐺
𝑛 (𝑡ℓ)

⋱
⋮ 𝜒𝑔𝜈𝛴𝑓𝑔

𝑛 (𝑡ℓ) ⋮

⋱
𝜒𝐺𝜈𝛴𝑓1

𝑛 (𝑡ℓ) ⋯ 𝜒𝐺𝜈𝛴𝑓𝐺
𝑛 (𝑡ℓ)]

 
 
 
 
 

   , 

E𝑛(𝑡ℓ) ≡

[
 
 
 
 
 
𝛴11
𝑛 (𝑡ℓ) ⋯ 𝛴1𝐺

𝑛 (𝑡ℓ)

⋱
⋮ 𝛴𝑔𝑔

𝑛 (𝑡ℓ) ⋮

⋱
𝛴𝐺1
𝑛 (𝑡ℓ) ⋯ 𝛴𝐺𝐺

𝑛 (𝑡ℓ)]
 
 
 
 
 

   , 

Φ𝑛(𝑡ℓ) ≡

[
 
 
 
 
ϕ̂1
𝑛(𝑡ℓ)
⋮

ϕ̂g
𝑛(𝑡ℓ)

⋮
ϕ̂𝐺
𝑛(𝑡ℓ)]

 
 
 
 

     ,     S𝑛 ≡

[
 
 
 
 
𝑠𝑒𝑥𝑡,1
𝑛

⋮
𝑠𝑒𝑥𝑡,𝑔
𝑛

⋮
𝑠𝑒𝑥𝑡,𝐺
𝑛 ]

 
 
 
 

   , 
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B𝑛,𝑚(𝑡ℓ) ≡

[
 
 
 
 
 
 
1

𝑎𝑢
𝑛 𝐷1𝑢𝑟

𝑚 (𝑡ℓ) 0 0

0
1

𝑎𝑢
𝑛 𝐷𝑔𝑢𝑟

𝑚 (𝑡ℓ) 0

0 0
1

𝑎𝑢
𝑛 𝐷𝐺𝑢𝑟

𝑚 (𝑡ℓ)]
 
 
 
 
 
 

  , para 𝑚 = {

𝑛𝑒   ,   se   𝑢 = 𝑥
𝑛𝑡    ,   se   𝑢 = 𝑦
𝑛𝑏   ,   se   𝑢 = 𝑧

  , 

B𝑛,𝑚(𝑡ℓ) ≡

[
 
 
 
 
 
 
1

𝑎𝑢
𝑛 𝐷1𝑢𝑙

𝑚 (𝑡ℓ) 0 0

0
1

𝑎𝑢
𝑛 𝐷𝑔𝑢𝑙

𝑚 (𝑡ℓ) 0

0 0
1

𝑎𝑢
𝑛 𝐷𝐺𝑢𝑙

𝑚 (𝑡ℓ)]
 
 
 
 
 
 

  , para 𝑚 = {

𝑛𝑑    ,   se   𝑢 = 𝑥
𝑛𝑓   ,   se   𝑢 = 𝑦
𝑛𝑐   ,   se   𝑢 = 𝑧

   e 

B𝑛,𝑛(𝑡ℓ) ≡ [

B1
𝑛(𝑡ℓ) 0 0

0 B𝑔
𝑛(𝑡ℓ) 0

0 0 B𝐺
𝑛(𝑡ℓ)

]   , 

sendo 

B𝑔
𝑛(𝑡ℓ) ≡ 𝛴𝑅𝑔

𝑛 (𝑡ℓ) + ∑
1

𝑎𝑢
𝑛 [𝐷𝑔𝑢𝑙

𝑛 (𝑡ℓ) + 𝐷𝑔𝑢𝑟
𝑛 (𝑡ℓ)]

𝑢=𝑥,𝑦,𝑧

   . 

Contabilizando todos os nodos em que o núcleo do reator foi dividido, a Equação 

(4.11) forma assim, um sistema heptadiagonal, semelhante ao método clássico de 

Diferenças Finitas. Por conveniência, escreve-se a equação anterior em uma estrutura 

bloco-heptadiagonal, conforme: 

B𝑔(𝑡ℓ)ϕ𝑔(𝑡ℓ) = ∑ F𝑔𝑔′(𝑡ℓ)ϕ𝑔′(𝑡ℓ)

𝐺

𝑔′=1

+ ∑ E𝑔𝑔′(𝑡ℓ)ϕ𝑔′(𝑡ℓ)

𝐺

𝑔′=1
𝑔′≠𝑔

+ S𝑔   , (4.12) 

com a matriz do fluxo médio de nêutrons expressa da seguinte forma, 

ϕ𝑔(𝑡ℓ) ≡

[
 
 
 
 
 
ϕ̂g
1(𝑡ℓ)

⋮
ϕ̂g
𝑛(𝑡ℓ)

⋮
ϕ̂g
𝑁(𝑡ℓ)]

 
 
 
 
 

     ;      ϕ̂g
𝑛(𝑡ℓ) ≡

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ϕ̂g
𝑛𝑏(𝑡ℓ)

ϕ̂g
𝑛𝑡(𝑡ℓ)

ϕ̂g
𝑛𝑒(𝑡ℓ)

ϕ̂g
𝑛(𝑡ℓ)

ϕ̂g
𝑛𝑑(𝑡ℓ)

ϕ̂g
𝑛𝑓(𝑡ℓ)

ϕ̂g
𝑛𝑐(𝑡ℓ)]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

     ,   com   𝑔 = 1,… , 𝐺   . (4.13) 
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A matriz que contabiliza a fuga mais remoção é definida como: 

B𝑔(𝑡ℓ) ≡

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
B1,1
𝑔

B1,2
𝑔

B1,𝑛
𝑔

B1,𝑁−1
𝑔

B2,1
𝑔

B2,2
𝑔

B2,3
𝑔

B2,𝑛+1
𝑔

B2,𝑁
𝑔

B3,2
𝑔

B3,3
𝑔

⋱ ⋱

⋱ ⋱ ⋱ ⋱
B𝑛,1
𝑔

⋱ B𝑛,𝑛
𝑔

B𝑛,𝑛+1
𝑔

B𝑛,𝑁−1
𝑔

B𝑛+1,2
𝑔

B𝑛+1,𝑛
𝑔

B𝑛+1,𝑛+1
𝑔

⋱ B𝑛+1,𝑁
𝑔

⋱ ⋱ ⋱ ⋱
⋱ ⋱ B𝑁−2,𝑁−2

𝑔
B𝑁−2,𝑁−1
𝑔

B𝑁−1,1
𝑔

B𝑁−1,𝑛
𝑔

B𝑁−1,𝑁−2
𝑔

B𝑁−1,𝑁−1
𝑔

B𝑁−1,𝑁
𝑔

B𝑁,2
𝑔

B𝑁,𝑛+1
𝑔

B𝑁,𝑁−1
𝑔

B𝑁,𝑁
𝑔

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   , 

onde 𝑔 = 1, 𝐺 e 𝑁 sendo o número total de nodos. Já as matrizes de fissão, F𝑔𝑔′(𝑡ℓ), e 

de espalhamento, E𝑔𝑔′(𝑡ℓ), são representadas por matrizes diagonais com dimensão 

𝑁 × 𝑁 e a fonte externa de nêutrons, S𝑔, é uma matriz coluna semelhante ao fluxo 

médio de nêutrons, ϕ𝑔(𝑡ℓ). 

Devido operador de difusão ser de segunda ordem, tal condição preserva a 

estrutura semelhante ao método de Diferenças Finitas clássico (malha fina). Isto faz 

com que os métodos de solução sejam bastante conhecidos para este tipo de sistema, 

como por exemplo, o método de Gauss-Seidel (NAKAMURA, 1977), o método de 

Potências (NAKAMURA, 1977), aceleração de Chebyshev e o método iterativo de 

Wielandt (WASCHSPRESS, 1966, NAKAMURA, 1977).  

A equação de difusão multigrupo apresenta dependência espacial, necessitando, 

assim, de condições de contorno apropriadas para a sua solução: 

1) Condição de Contorno: Fluxo nulo 

Assumindo que o fluxo na face do nodo seja nulo, ou seja, �̅�𝑔𝑢𝑠
𝑛 (𝑡ℓ) = 0, as 

correntes líquidas nas faces desse nodo, dadas pelas Equações (4.8) e (4.9), podem ser 

reescritas da seguinte forma: 

𝐽�̅�𝑢𝑙
𝑛 (𝑡ℓ) = −(2

𝐷𝑔
𝑛(𝑡ℓ)

𝑎𝑢
𝑛 − f𝑔𝑢𝑙

𝑛 (𝑡ℓ)) �̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ) (4.14) 

e 
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𝐽�̅�𝑢𝑟
𝑛 (𝑡ℓ) = −(2

𝐷𝑔
𝑛(𝑡ℓ)

𝑎𝑢
𝑛 − 𝑓𝑔𝑢𝑟

𝑛 (𝑡ℓ)) �̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ)   . (4.15) 

2) Condição de Contorno: Corrente de entrada nula 

A obtenção de uma expressão para a corrente líquida na face do nodo é realizada 

abordando separadamente cada face do nodo voltada para o contorno. 

A corrente de entrada nula na face direita do nodo é obtida assumindo que         

𝐽�̅�𝑢𝑟
−𝑛 (𝑡ℓ) = 0, então, a corrente líquida na face direita do nodo, expressa em função das 

correntes parciais fica 

𝐽�̅�𝑢𝑟
𝑛 (𝑡ℓ) =  𝐽�̅�𝑢𝑟

+𝑛 (𝑡ℓ) − 𝐽�̅�𝑢𝑟
−𝑛 (𝑡ℓ) = 𝐽�̅�𝑢𝑟

+𝑛 (𝑡ℓ)  . (4.16) 

A partir da aproximação da difusão, dada pela Equação (3.47), pode-se relacionar 

o fluxo médio na face direita do nodo em função das correntes parciais, conforme: 

�̅�𝑔𝑢𝑟
𝑛 (𝑡ℓ) =  2 (𝐽�̅�𝑢𝑟

+𝑛 (𝑡ℓ) + 𝐽�̅�𝑢𝑟
−𝑛 (𝑡ℓ)) = 2𝐽�̅�𝑢𝑟

+𝑛 (𝑡ℓ)  , (4.17) 

combinando as Equações (4.16) e (4.17), tem-se que 

�̅�𝑔𝑢𝑟
𝑛 (𝑡ℓ) = 2𝐽�̅�𝑢𝑟

𝑛 (𝑡ℓ)  . (4.18) 

Substituindo a Equação (4.18) na Equação (4.9) e fazendo algumas manipulações 

algébricas, a corrente líquida na face direita do nodo é expressa da seguinte forma: 

𝐽�̅�𝑢𝑟
𝑛 (𝑡ℓ) =  

(2
𝐷𝑔
𝑛(𝑡ℓ)

𝑎𝑢
𝑛 − f𝑔𝑢𝑟

𝑛 (𝑡ℓ)) �̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ)

1 + 4
𝐷𝑔
𝑛(𝑡ℓ)

𝑎𝑢
𝑛 + 2f𝑔𝑢𝑟

𝑛 (𝑡ℓ)

   , (4.19) 

onde 𝑢 = 𝑥, 𝑦, 𝑧 e 𝑎𝑢
𝑛 é a dimensão do nodo 𝑛 da direção 𝑢. 
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A corrente de entrada nula na face esquerda do nodo é obtida assumindo que         

𝐽�̅�𝑢𝑙
+𝑛 (𝑡ℓ) = 0, então, a corrente líquida na face esquerda do nodo, expressa em função 

das correntes parciais fica 

𝐽�̅�𝑢𝑙
𝑛 (𝑡ℓ) =  𝐽�̅�𝑢𝑙

+𝑛 (𝑡ℓ) − 𝐽�̅�𝑢𝑙
−𝑛 (𝑡ℓ) = 𝐽�̅�𝑢𝑙

−𝑛 (𝑡ℓ)  . (4.20) 

Fazendo uso da aproximação da difusão e da definição da corrente líquida na face 

esquerda em função das correntes parciais, tem-se que 

�̅�𝑔𝑢𝑙
𝑛 (𝑡ℓ) = −2𝐽�̅�𝑢𝑙

𝑛 (𝑡ℓ)  . (4.21) 

Substituindo a Equação (4.21) na Equação (4.8) e fazendo algumas manipulações 

algébricas, obtém-se a corrente líquida na face esquerda do nodo, conforme: 

𝐽�̅�𝑢𝑙
𝑛 (𝑡ℓ) =  

−(2
𝐷𝑔
𝑛(𝑡ℓ)

𝑎𝑢
𝑛 − f𝑔𝑢𝑙

𝑛 (𝑡ℓ)) �̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ)

1 + 4
𝐷𝑔
𝑛(𝑡ℓ)

𝑎𝑢
𝑛 + 2f𝑔𝑢𝑙

𝑛 (𝑡ℓ)

   . (4.22) 

Tendo posse das equações apresentadas na discretização com o método DFMG e 

as condições de contorno, pode-se calcular, através de um processo iterativo, a 

distribuição de fluxo de nêutrons. Neste trabalho, a solução da equação de difusão de 

nêutrons discretizada pelo método DFMG foi obtida através de um programa de cálculo 

em linguagem FORTRAN para o cálculo da distribuição do fluxo de nêutrons, na qual 

emprega-se o método SOR (Successive Over Relaxation) (NAKAMURA, 1977), que é 

uma extensão do método de Gauss-Seidel, para as iterações externas. A Figura 4.2 

apresenta o programa de cálculo utilizado para a obtenção da distribuição do fluxo de 

nêutrons utilizando o DFMG. 



 

47 

 

 

Figura 4.2: Sequência de cálculo nodal utilizando o DFMG. 

4.3 Fluxograma de Cálculo de Depleção com DFMG 

A metodologia de cálculo de depleção isotópica com DFMG utiliza o método das 

Diferenças Finitas de Malha Grossa (DFMG) para obtenção direta dos fluxos de 

nêutrons, ϕ̂g
𝑛(𝑡ℓ), dado pela Equação (4.12), no início de cada intervalo de queima 

[𝑡ℓ, 𝑡ℓ+1). Com os fluxos e as concentrações isotópicas conhecidos em 𝑡ℓ, pode-se 

resolver a equação de depleção isotópica, dada na Equação (2.4), e finalmente, 
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determinar as concentrações isotópicas em 𝑡ℓ+1. A Figura 4.3 apresenta esta 

metodologia em maiores detalhes. Para um melhor entendimento, a seguinte sequência 

de cálculo é adotada para cada intervalo de queima [𝑡ℓ, 𝑡ℓ+1]: 

1. A cada início de um intervalo de queima, a subcriticalidade do sistema é 

ajustada, conforme o Mecanismo de Ajuste de Subcriticalidade apresentado na 

Seção 3.3.  

2. Com os resultados obtidos no item 1, a Equação (4.12) é resolvida utilizando o 

método das Diferenças Finitas de Malha Grossa, na qual obtêm-se diretamente 

os fluxos de nêutrons, ϕ̂g
𝑛(𝑡ℓ). 

3. Usando a Equação (2.28), os fluxos médios de nêutrons �̅�𝑔
𝑛(𝑡ℓ) são 

calculados. 

4. Usando as Equações (2.5), (2.6), (2.7), (2.8), (2.9) e (2.10), a matriz de 

evolução 𝐸ℓ
𝑛 é construída.  

5. Utilizando o método proposto por ALVIM et al., (2010), a Equação (2.4) é 

resolvida e obtêm-se as concentrações isotópicas para o instante 𝑡ℓ+1. 

6. Repetir os itens 1 – 5 até o intervalo de tempo final 𝐿.  

Os resultados obtidos por esta metodologia são usados como referência para a 

verificação da precisão dos resultados obtidos com a metodologia de depleção com 

PHE, que será apresentada no Capítulo 5.  
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Figura 4.3: Sequência de cálculo de depleção isotópica usando o DFMG. 
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5 Metodologia de Cálculo de Depleção 

Isotópica com PHE 

5.1 Introdução 

Em 1978, uma metodologia de perturbação explícita, chamada de standard 

method, ou método dos harmônicos foi proposta por GANDINI (1978). O método 

produzia excelentes resultados, quando aplicado a problemas unidimensionais e para um 

grupo de energia. No entanto, em problemas mais complexos, multidimensionais e 

multigrupos de energia, dificuldades numéricas e matemáticas eram observadas, 

levando a limitações em seu uso. 

Em vista destas limitações, o método dos Pseudo-Harmônicos (GOMIT et al., 

1982, 1985) foi desenvolvido. Este método, também conhecido por método de 

Expansão em Pseudo-Harmônicos (PHE), consiste em se expandir, para cada grupo de 

energia, o fluxo de nêutrons em termos de uma base do espaço, gerado por um conjunto 

de autofunções, chamados de pseudo-harmônicos, associados a uma parte do operador 

de difusão, constituído apenas pelo operador de fuga mais remoção.  

O método PHE possui certas características que facilitam os cálculos e a 

programação. Entre as quais, a representação do fluxo de nêutrons é obtida através de 

uma expansão em autofunções associadas a um operador autoadjunto, não havendo 

necessidade de se calcularem as autofunções adjuntas e implicando na ausência de casos 

complexos e degenerados. Também, os pseudo-harmônicos satisfazem às mesmas 

condições de contorno que o fluxo de nêutrons e são obtidos para cada grupo de energia, 

através de equações diferenciais desacopladas, facilitando assim sua aplicação em 

problemas que envolvem diversos grupos de energia. Além disso, a discretização 

espacial destas equações diferenciais fornecem matrizes reais e simétricas, implicando 

que os autovalores sejam reais e os autovetores ortogonais, formando um conjunto 

completo (SILVA et al., 1987).  

Os pseudo-harmônicos foram aplicados inicialmente com a discretização em 

Diferenças Finitas e posteriormente com a discretização nodal, obtendo excelentes 

resultados em variados problemas perturbativos estacionários e também mostraram 
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precisão em problemas com fonte fixa, não necessariamente perturbativos (LIMA et al., 

2004). Este método também foi aplicado com sucesso em conjunto com métodos nodais 

de malha grossa, como o DFMG (LIMA et al., 2005). 

Neste capítulo, a metodologia de cálculo de depleção isotópica utilizando o 

método PHE será descrita. Primeiramente, o método de Expansão em Pseudo-

Harmônicos (PHE) será apresentado. Para tal, os pseudo-harmônicos foram obtidos a 

partir da matriz B𝑔(𝑡1), que representa o termo de fuga mais remoção discretizada pelo 

método DFMG para o primeiro intervalo de queima, ou seja, ℓ = 1. A opção pelo 

DFMG é conveniente devido a sua praticidade de construir a matriz fuga mais remoção, 

de maneira que os pseudo-harmônicos são determinados sem a necessidade de qualquer 

alteração no programa de cálculo apresentado na Figura 4.2. Por fim, a metodologia 

para obtenção das concentrações isotópicas através da expansão do fluxo de nêutrons 

em pseudo-harmônicos, discretizado em malha grossa, será descrito. 

5.2 Método de Expansão em Pseudo-Harmônicos 

Na metodologia de depleção isotópica por PHE, aqui desenvolvida, os 

pseudo-harmônicos são calculados a partir do termo de fuga mais remoção, matriz 

B𝑔(𝑡1), obtido para o primeiro intervalo de queima utilizando a discretização da 

equação de difusão de nêutrons pelo método DFMG. Porém, observa-se que B𝑔(𝑡1) é 

uma matriz ligeiramente assimétrica (CLARO, 1992). Tendo em vista que na 

implementação do método PHE os pseudo-harmônicos são calculados a partir de uma 

matriz simétrica, é conveniente separar a parte simétrica desta matriz (LIMA, 2005). 

Para tal, a matriz B𝑔(𝑡1) é escrita em duas partes, uma simétrica e outra assimétrica, da 

seguinte forma: 

B𝑔(𝑡1) = 𝐵𝑔
𝑆(𝑡1) + 𝐵𝑔

𝐴𝑆(𝑡1)   , (5.1) 

onde 𝐵𝑔
𝑆(𝑡1) é a parte simétrica, definida por 
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𝐵𝑔
𝑆(𝑡1) ≡

B𝑔(𝑡1) + B𝑔
𝑇(𝑡1)

2
 (5.2) 

e 𝐵𝑔
𝐴𝑆(𝑡1) é a parte assimétrica, definida por 

𝐵𝑔
𝐴𝑆(𝑡1) ≡

B𝑔(𝑡1) − B𝑔
𝑇(𝑡1)

2
   , (5.3) 

com B𝑔
𝑇(𝑡1) sendo a matriz transposta da matriz B𝑔(𝑡1). 

Com a matriz 𝐵𝑔
𝑆(𝑡1) separada, pode-se determinar o seguinte problema de 

autovalor: 

𝐵𝑔
𝑆(𝑡1)W 𝑔,𝑗 = 𝜆𝑔,𝑗W 𝑔,𝑗   , (5.4) 

onde 𝑔 = 1, 𝐺, 𝑗 = 1,𝑁, sendo 𝑁 o número de nodos, W 𝑔,𝑗 são os pseudo-harmônicos e 

𝜆𝑔,𝑗 são os autovalores correspondentes da matriz 𝐵𝑔
𝑆(𝑡1).  

Os pseudo-harmônicos satisfazem às mesmas condições de contorno impostas ao 

fluxo de nêutrons e, além disso, são ortogonais entre si formando um conjunto completo 

em um espaço de funções reais com o produto interno definido por: 

〈W 𝑔,𝑗
𝑇  W 𝑔,𝑘〉 = 0   ;    para   𝑗 ≠ 𝑘   . (5.5) 

A aplicação dos pseudo-harmônicos em problemas de fonte fixa consiste 

basicamente em aproximar a solução do problema em uma expansão cujas funções de 

base são os próprios pseudo-harmônicos (LIMA et al., 2005). Assim, tem-se um sistema 

linear na forma 

𝐵𝑔
𝑆(𝑡1)ϕ𝑔(𝑡ℓ) = �̂�𝑔(𝑡ℓ)   , (5.6) 

onde 
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�̂�𝑔(𝑡ℓ) ≡ ∑ F𝑔𝑔′(𝑡ℓ)ϕ𝑔′(𝑡ℓ)

𝐺

𝑔′=1

+ ∑ E𝑔𝑔′(𝑡ℓ)ϕ𝑔′(𝑡ℓ)

𝐺

𝑔′=1

𝑔′≠𝑔

− B̂𝑔(𝑡ℓ)ϕ𝑔(𝑡ℓ) + S𝑔 , (5.7) 

com 

B̂𝑔(𝑡ℓ) = δB𝑔(𝑡ℓ) + 𝐵𝑔
𝐴𝑆(𝑡1)   , (5.8) 

onde 

δB𝑔(𝑡ℓ) = B𝑔(𝑡ℓ) − B𝑔(𝑡1)   , (5.9) 

com sua solução dada pela seguinte expansão: 

ϕ𝑔(𝑡ℓ) =∑𝑐𝑔,𝑗(𝑡ℓ)W 𝑔,𝑗

𝑁

𝑗=1

   ;    para   𝑔 = 1, 𝐺   e   j = 1,… ,𝑁   . (5.10) 

Substituindo a expansão dada na Equação (5.10) na Equação (5.6) e usando a 

Equação (5.4), tem-se que: 

𝐵𝑔
𝑆(𝑡ℓ)ϕ𝑔(𝑡ℓ) =∑𝑐𝑔,𝑗(𝑡ℓ)𝜆𝑔,𝑗W 𝑔,𝑗

𝑁

𝑗=1

= �̂�𝑔(𝑡ℓ)   , (5.11) 

sendo os coeficientes da expansão dados por: 

𝑐𝑔,𝑗(𝑡ℓ) =
〈W 𝑔,𝑗

𝑇  �̂�𝑔(𝑡ℓ)〉

𝜆𝑔,𝑗〈W 𝑔,𝑗
𝑇  W 𝑔,𝑗〉

   ;    para   𝑔 = 1, 𝐺   . (5.12) 

De acordo com a Equação (5.7), �̂�𝑔(𝑡ℓ) depende de ϕ𝑔(𝑡ℓ). Desse modo, um 

processo de cálculo iterativo é adotado, fazendo ϕ𝑔
(0)(𝑡ℓ) = ϕ𝑔(𝑡ℓ−1). O processo 

iterativo é finalizado quando o seguinte critério é satisfeito: 

max𝑔 |
ϕ̂g
𝑛(𝑡ℓ) − ϕ̂g

𝑛(𝑡ℓ)
anterior

ϕ̂g
𝑛(𝑡ℓ)

| ≤ 𝜀1   , (5.13) 
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onde 𝜀1 é um parâmetro predeterminado referente à tolerância para o fluxo de nêutrons. 

Pode-se observar que a discretização da equação de difusão de nêutrons utilizando 

DFMG conduz a uma fácil implementação dos pseudo-harmônicos, onde o operador de 

fuga mais remoção pode ser representado por uma estrutura matricial conveniente para a 

obtenção dos pseudo-harmônicos. Isto é devido o DFMG preservar a estrutura básica do 

método clássico das Diferenças Finitas, com matrizes bem definidas. Em outros 

métodos nodais, como por exemplo o NEM, esta característica não é observada. 

5.3 Fluxograma de Cálculo de Depleção com PHE 

Nesta metodologia de cálculo de depleção isotópica, o método DFMG é usado 

somente no primeiro instante de queima, ou seja, em ℓ = 1, para obtenção do 

coeficiente de difusão, 𝐷𝑔
𝑛(𝑡1), seção de choque macroscópica de remoção, 𝛴𝑅𝑔

𝑛 (𝑡1), e o 

fluxo de nêutrons, ϕ̂g
𝑛(𝑡1). Também, o DFMG fornece a matriz B𝑔(𝑡1), sendo a parte 

simétrica, 𝐵𝑔
𝑆(𝑡1), usada para o cálculo dos pseudo-harmônicos e autovalores e a parte 

assimétrica, 𝐵𝑔
𝐴𝑆(𝑡1), usada no cálculo da fonte �̂�𝑔(𝑡ℓ), dada pela Equação (5.7). Os 

pseudo-harmônicos, dados para cada nodo 𝑛, w𝑔,𝑗
𝑛 , e os autovalores, 𝜆𝑔,𝑗, são calculados 

através da subrotina DEVCSF (IMSL, 2010). Após os pseudo-harmônicos e autovalores 

serem calculados, os mesmos são mantidos em arquivos, conforme feito em parâmetros 

nucleares.  

O fluxo de nêutrons ϕ̂g
𝑛(𝑡1) é usado para calcular as concentrações isotópicas para 

o primeiro instante de queima, enquanto que 𝐷𝑔
𝑛(𝑡1) e 𝛴𝑅𝑔

𝑛 (𝑡1) são usados na Equação 

(5.9) para obtenção de δB𝑔(𝑡ℓ) e posteriormente para o cálculo da fonte �̂�𝑔(𝑡ℓ), dada 

pela Equação (5.7). Então, através do método de Expansão em Pseudo-Harmônicos 

(PHE), apresentado na Seção 5.2, o fluxo de nêutrons, ϕ̂g
𝑛(𝑡ℓ), é obtido para os demais 

instantes de queima. A Figura 5.1 apresenta em maiores detalhes a metodologia de 

cálculo de depleção isotópica usando PHE. Esta metodologia utiliza o mesmo 

mecanismo de ajuste de subcriticalidade e a seleção de testes da metodologia anterior, 

conforme apresentado na Figura 3.5 e Figura 4.3, respectivamente: 
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Figura 5.1: Sequência de cálculo de depleção isotópica usando o PHE. 
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6 Apresentação e Análise dos Resultados 

6.1 Introdução 

Neste capítulo são apresentados os resultados numéricos obtidos pelas 

metodologias de cálculo de depleção desenvolvidas nos Capítulos 4 e 5. Para tal, dois 

sistemas subcríticos acionados por uma fonte externa de nêutrons foram utilizados para 

demonstrar a aplicabilidade de ambas metodologias. As respectivas dimensões, 

condições de contorno, intervalos de queima e composições isotópicas iniciais, assim 

como os dados nucleares utilizados, são descritos. 

Também, dois testes foram realizados em ambas configurações, onde em um deles 

considerou-se a intensidade da fonte externa de nêutrons fixa ao longo do tempo e o 

outro, a potência de operação do sistema foi mantida fixa ao longo do tempo. Por fim, 

avaliaram-se os resultados obtidos e comparou-se o custo computacional para ambas as 

metodologias. 

6.2 Apresentação dos Núcleos Teste 

Dois casos de estudo foram escolhidos para ilustrar a aplicabilidade das duas 

metodologias de depleção isotópica desenvolvidas neste trabalho. Os dois núcleos 

subcríticos, chamados de núcleo A e B, foram simulados em duas dimensões (2D) e 

suas configurações estão apresentadas nas Figuras 6.1 e 6.2, respectivamente. 

O núcleo A representa um reator de pequeno porte que gera 45 MW de potência e 

opera com um ciclo de 90 dias, como é o caso do núcleo do reator do projeto MYRRHA 

(ABDERRAHIM et al., 2003 e 2005, ABDERRAHIM et al., 2007, HAECK et al., 

2006). O núcleo A é composto por três elementos de combustível homogêneos (FA01, 

FA02 e FA03), duas regiões refletoras (R01 e R02) e uma fonte externa de nêutrons 

(ENS). A largura de cada elemento combustível, assim como para a região dos 

refletores e para a região ocupada pela fonte externa de nêutrons, é de 8,0 cm. Apesar 
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dos cálculos serem em 2D, uma altura ativa de 60,0 cm foi considerada para determinar 

o volume ocupado pela fonte externa de nêutrons (ABDERRAHIM et al., 2007). 

O núcleo B representa um reator de grande porte que gera 800 MW de potência e 

opera com um ciclo de 600 dias, como é o caso do núcleo do reator do projeto JAERI 

(TSUJIMOTO et al., 2004, CHIBA et al., 2016, SUGAWARA et al., 2016). O núcleo B 

é composto por dois elementos de combustível homogêneos (FA01 e FA04), duas 

regiões refletoras (R01 e R02), a região do buffer (B) e uma fonte externa de nêutrons 

(ENS). A largura de cada elemento combustível, assim como para a região dos 

refletores e buffer, é de 17,3 cm. A região ocupada pela fonte externa de nêutrons possui 

largura de 51,9 cm, ou seja, a mesma foi subdividida em 3x3 nodos de 17,3 cm. Assim 

como no núcleo A, foi considerado uma altura ativa de 100,0 cm para determinar o 

volume ocupado pela fonte externa de nêutrons (TSUJIMOTO et al., 2004).  

Todos os cálculos foram feitos considerando 1 nodo por elemento combustível. A 

condição fluxo nulo foi considerada no contorno externo do domínio espacial para 

ambos os núcleos.  

 

Figura 6.1: Configuração do núcleo A. 
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Figura 6.2: Configuração do núcleo B. 

O tratamento completo de depleção do combustível requer um grande número de 

dados nucleares, ficando praticamente inviável tratá-los matematicamente em toda a sua 

amplitude. A fim de reduzir o número de nuclídeos necessários para o cálculo de 

depleção, as cadeias estudas, em geral, são simplificadas para facilitar o tratamento 

matemático, sendo desconsiderados elementos que possuem baixos valores de meia-

vida, assim como são desconsideradas algumas reações, que embora ocorram, não 

contribuem significativamente no resultado final do cálculo das concentrações 

isotópicas.  
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Assim, com o objetivo de verificar a aplicabilidade de ambas metodologias 

desenvolvidas neste trabalho, foram usados dados nucleares para dois grupos de energia 

e cadeias de depleção de actinídeos e produtos de fissão simples, conforme mostrado 

nas Figuras 6.3 e 6.4, respectivamente. A cadeia dos actinídeos é formada por 15 

nuclídeos, ordenados conforme apresentado na Tabela 6.1, e a cadeia dos produtos de 

fissão é formada por 5 nuclídeos, tais quais, 135I, 135Xe, 149Pm, 149Sm e pelos produtos 

de fissão agrupados (LFP). 

 

Figura 6.3: Cadeia de depleção dos actinídeos. 

 

Figura 6.4: Cadeia de depleção dos produtos de fissão (PF). 

Os dados referentes às cadeias de depleção são apresentados nas Tabelas 6.1 e 6.2. 

As seções de choque microscópicas usadas nos cálculos são apresentadas nas Tabelas 

6.3 a 6.7 e as energias liberadas nas fissões dos actinídeos são mostradas na Tabela 6.8. 

As seções de choque macroscópicas dos refletores e material estrutural (STRM), 

presentes nas regiões da fonte externa de nêutrons e do buffer (cujos parâmetros 

nucleares são os mesmos da região ENS), são mostradas na Tabela 6.9. As demais 
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seções de choque macroscópicas, incluindo aquelas do material absorvedor utilizado no 

ajuste de subcriticalidade do reator, são dispostas nas Tabelas 6.10 e 6.11. Todos os 

dados nucleares usados neste trabalho foram obtidos a partir do sistema de geração de 

dados nucleares do CNFR (SILVA et al., 2010, PRATA et al., 2013, HEIMLICH et al., 

2016, 2018). 

Tabela 6.1: Produção dos produtos de fissão. 

𝒊 Actinídeos 𝜸𝒊𝒋  

  
𝒋 = 𝟏𝟔 

(149Pm) 

𝒋 = 𝟏𝟖 

(135I) 

𝒋 = 𝟏𝟗 

(135Xe) 

𝒋 = 𝟐𝟎 

(LFP) 

1 234U 0,0107 0,0630 0,0024 1,00 

2 235U 0,0107 0,0630 0,0024 1,00 

3 236U 0,0107 0,0630 0,0024 1,00 

4 237Np 0,0107 0,0630 0,0024 1,00 

5 238U 0,0161 0,0683 0,0003 1,00 

6 238Pu 0,0124 0,0645 0,0115 1,00 

7 239Np 0,0 0,0 0,0 0,0 

8 239Pu 0,0124 0,0645 0,0115 1,00 

9 240Pu 0,0124 0,0645 0,0115 1,00 

10 241Pu 0,0152 0,0707 0,0023 1,00 

11 241Am 0,0152 0,0707 0,0023 1,00 

12 242Pu 0,0152 0,0707 0,0023 1,00 

13 242Cm 0,0152 0,0707 0,0023 1,00 

14 243Am 0,0152 0,0707 0,0023 1,00 

15 244Cm 0,0152 0,0707 0,0023 1,00 

 

Tabela 6.2: Constantes de decaimento, em 𝑠−1. 

𝜆Pu238 2,513E-10 

𝜆Np239 3,410E-06 

𝜆Pu241 1,536E-09 

𝜆Cm242 4,922E-08 

𝜆Cm244 1,213E-09 

𝜆Pm149 3,626E-06 

𝜆I135 2,924E-05 

𝜆Xe135 2,100E-05 
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Tabela 6.3: Seções de choque microscópicas para o FA01, em barn. 

𝒊 g 𝝈𝒄,𝒈
𝒊  𝝈𝒇,𝒈

𝒊  𝝈𝝂𝒇,𝒈
𝒊  𝝈𝒔,𝒊

𝒈→𝟑−𝒈
 

234U 1 1,75446E+01 5,14935E-01 1,35775E+00 2,92045E-03 

2 4,47578E+01 0,0 0,0 0,0 
235U 1 4,12848E+00 8,98581E+00 2,18712E+01 3,14296E-03 

2 4,83330E+01 2,69989E+02 6,53050E+02 0,0 
236U 1 9,90998E+00 2,27614E-01 6,25059E-01 2,52497E-03 

2 3,10646E+00 0,0 0,0 0,0 
238U 1 7,99290E-01 1,19564E-01 3,34983E-01 1,96892E-03 

2 1,36972E+00 0,0 0,0 0,0 
237Np 1 2,01812E+01 5,89959E-01 1,53979E+00 0,0 

2 1,24397E+02 0,0 0,0 0,0 
238Pu 1 6,52498E+00 1,24468E+00 3,42287E+00 0,0 

2 2,51307E+02 0,0 0,0 0,0 
239Pu 1 5,85551E+00 9,74299E+00 2,78473E+01 2,42144E-03 

2 3,93978E+02 7,21712E+02 2,06756E+03 0,0 
240Pu 1 2,63723E+02 7,24244E-01 2,19998E+00 1,17258E-03 

2 1,80480E+02 4,08494E-02 1,13349E-01 0,0 
241Pu 1 5,56862E+00 1,83295E+01 5,36511E+01 1,94173E-03 

2 2,50647E+02 7,44460E+02 2,17129E+03 0,0 
241Am 1 3,14798E+01 7,60773E-01 2,74154E+00 3,42698E-03 

2 6,19697E+02 4,13820E+00 1,37802E+01 0,0 
242Pu 1 3,51599E+01 5,07107E-01 1,57434E+00 1,71381E-03 

2 1,00288E+01 7,77119E-03 2,18215E-02 0,0 
242Cm 1 3,94349E+00 9,05937E-01 3,11137E+00 2,19355E-03 

2 7,83676E+00 2,81445E+00 8,86553E+00 0,0 
243Am 1 4,86434E+01 4,03118E-01 1,20935E+00 0,0 

2 6,08703E+01 0,0 0,0 0,0 
244Cm 1 1,67361E+01 1,01791E+00 3,79981E+00 2,33965E-03 

2 5,20072E+00 2,83351E-01 9,80395E-01 0,0 
149Sm 1 9,97340E+01 0,0 0,0 0,0 

2 4,50475E+04 0,0 0,0 0,0 
135Xe 1 1,41073E+02 0,0 0,0 0,0 

2 1,49832E+06 0,0 0,0 0,0 

LFP 1 1,26484E+01 0,0 0,0 0,0 

2 1,03802E+02 0,0 0,0 0,0 
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Tabela 6.4: Seções de choque microscópicas para o FA02, em barn. 

𝒊 g 𝝈𝒄,𝒈
𝒊  𝝈𝒇,𝒈

𝒊  𝝈𝝂𝒇,𝒈
𝒊  𝝈𝒔,𝒊

𝒈→𝟑−𝒈
 

234U 1 1,70028E+01 5,21570E-01 1,37500E+00 2,87207E-03 

2 4,29350E+01 0,0 0,0 0,0 
235U 1 3,99514E+00 8,73864E+00 2,12749E+01 3,08904E-03 

2 4,65759E+01 2,59439E+02 6,27532E+02 0,0 
236U 1 9,62234E+00 2,30519E-01 6,32814E-01 2,47817E-03 

2 2,99563E+00 0,0 0,0 0,0 
238U 1 7,89723E-01 1,20945E-01 3,38738E-01 1,93016E-03 

2 1,32124E+00 0,0 0,0 0,0 
237Np 1 1,95919E+01 5,97691E-01 1,55997E+00 0,0 

2 1,26724E+02 0,0 0,0 0,0 
238Pu 1 6,30832E+00 1,26005E+00 3,46514E+00 0,0 

2 2,42201E+02 0,0 0,0 0,0 
239Pu 1 5,71148E+00 9,51708E+00 2,72094E+01 2,45543E-03 

2 3,97621E+02 7,21017E+02 2,06552E+03 0,0 
240Pu 1 2,51997E+02 7,28764E-01 2,21465E+00 1,14110E-03 

2 1,76841E+02 3,99262E-02 1,10787E-01 0,0 
241Pu 1 5,41346E+00 1,78482E+01 5,22497E+01 1,98124E-03 

2 2,45852E+02 7,27012E+02 2,12040E+03 0,0 
241Am 1 3,04303E+01 7,60437E-01 2,74274E+00 3,39216E-03 

2 6,32009E+02 4,25331E+00 1,41635E+01 0,0 
242Pu 1 3,40387E+01 5,12859E-01 1,59217E+00 1,72780E-03 

2 9,71067E+00 7,51965E-03 2,11152E-02 0,0 
242Cm 1 3,85919E+00 9,11452E-01 3,13142E+00 2,17333E-03 

2 7,56540E+00 2,73725E+00 8,62235E+00 0,0 
243Am 1 4,69415E+01 4,08494E-01 1,22548E+00 0,0 

2 5,82547E+01 0,0 0,0 0,0 
244Cm 1 1,62350E+01 1,01820E+00 3,80382E+00 2,27744E-03 

2 5,05136E+00 2,74132E-01 9,48495E-01 0,0 
149Sm 1 9,58314E+01 0,0 0,0 0,0 

2 4,30745E+04 0,0 0,0 0,0 
135Xe 1 1,34943E+02 0,0 0,0 0,0 

2 1,42269E+06 0,0 0,0 0,0 

LFP 1 1,23656E+01 0,0 0,0 0,0 

2 1,00008E+02 0,0 0,0 0,0 

  



 

63 

 

Tabela 6.5: Seções de choque microscópicas para o FA03, em barn. 

𝒊 g 𝝈𝒄,𝒈
𝒊  𝝈𝒇,𝒈

𝒊  𝝈𝝂𝒇,𝒈
𝒊  𝝈𝒔,𝒊

𝒈→𝟑−𝒈
 

234U 1 1.64888E+01 5.27245E-01 1.38975E+00 2.81505E-03 

2 4.11038E+01 0.0 0.0 0.0 
235U 1 3.87563E+00 8.51443E+00 2.07338E+01 3.02373E-03 

2 4.48011E+01 2.48834E+02 6.01880E+02 0.0 
236U 1 9.35021E+00 2.32985E-01 6.39412E-01 2.42355E-03 

2 2.88383E+00 0.0 0.0 0.0 
238U 1 7.80027E-01 1.22126E-01 3.41960E-01 1.88947E-03 

2 1.27238E+00 0.0 0.0 0.0 
237Np 1 1.90408E+01 6.04283E-01 1.57718E+00 0.0 

2 1.29059E+02 0.0 0.0 0.0 
238Pu 1 6.10502E+00 1.27331E+00 3.50161E+00 0.0 

2 2.33018E+02 0.0 0.0 0.0 
239Pu 1 5.57693E+00 9.30543E+00 2.66117E+01 2.46839E-03 

2 4.00485E+02 7.19206E+02 2.06029E+03 0.0 
240Pu 1 2.40839E+02 7.32363E-01 2.22647E+00 1.11272E-03 

2 1.73115E+02 3.89848E-02 1.08175E-01 0.0 
241Pu 1 5.26686E+00 1.73943E+01 5.09274E+01 1.99970E-03 

2 2.40784E+02 7.08712E+02 2.06703E+03 0.0 
241Am 1 2.94444E+01 7.59452E-01 2.74144E+00 3.34250E-03 

2 6.43530E+02 4.36179E+00 1.45248E+01 0.0 
242Pu 1 3.29931E+01 5.17687E-01 1.60717E+00 1.72809E-03 

2 9.38878E+00 7.26535E-03 2.04011E-02 0.0 
242Cm 1 3.77281E+00 9.17469E-01 3.15319E+00 2.17496E-03 

2 7.11500E+00 2.59627E+00 8.17825E+00 0.0 
243Am 1 4.53498E+01 4.13038E-01 1.23911E+00 0.0 

2 5.56562E+01 0.0 0.0 0.0 
244Cm 1 1.57424E+01 1.01786E+00 3.80537E+00 2.22262E-03 

2 4.83293E+00 2.61145E-01 9.03563E-01 0.0 
149Sm 1 9.21542E+01 0.0 0.0 0.0 

2 4.10667E+04 0.0 0.0 0.0 
135Xe 1 1.29172E+02 0.0 0.0 0.0 

2 1.34671E+06 0.0 0.0 0.0 

LFP 1 1.20816E+01 0.0 0.0 0.0 

2 9.59737E+01 0.0 0.0 0.0 
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Tabela 6.6: Seções de choque microscópicas para o FA04, em barn. 

𝒊 g 𝝈𝒄,𝒈
𝒊  𝝈𝒇,𝒈

𝒊  𝝈𝝂𝒇,𝒈
𝒊  𝝈𝒔,𝒊

𝒈→𝟑−𝒈
 

234U 1 1,64844E+01 5,27278E-01 1,38984E+00 2,81366E-03 

2 4,10870E+01 0,0 0,0 0,0 
235U 1 3,87437E+00 8,51227E+00 2,07285E+01 3,02290E-03 

2 4,47831E+01 2,48738E+02 6,01648E+02 0,0 
236U 1 9,34784E+00 2,32996E-01 6,39443E-01 2,42251E-03 

2 2,88281E+00 0,0 0,0 0,0 
238U 1 7,79874E-01 1,22130E-01 3,41969E-01 1,88786E-03 

2 1,27193E+00 0,0 0,0 0,0 
237Np 1 1,90360E+01 6,04317E-01 1,57727E+00 0,0 

2 1,29080E+02 0,0 0,0 0,0 
238Pu 1 6,10326E+00 1,27340E+00 3,50185E+00 0,0 

2 2,32934E+02 0,0 0,0 0,0 
239Pu 1 5,57583E+00 9,30365E+00 2,66067E+01 2,46736E-03 

2 4,00510E+02 7,19182E+02 2,06022E+03 0,0 
240Pu 1 2,40743E+02 7,32373E-01 2,22650E+00 1,11141E-03 

2 1,73081E+02 3,89761E-02 1,08151E-01 0,0 
241Pu 1 5,26566E+00 1,73904E+01 5,09160E+01 1,99947E-03 

2 2,40735E+02 7,08542E+02 2,06653E+03 0,0 
241Am 1 2,94359E+01 7,59420E-01 2,74134E+00 3,34173E-03 

2 6,43629E+02 4,36275E+00 1,45279E+01 0,0 
242Pu 1 3,29842E+01 5,17711E-01 1,60724E+00 1,72726E-03 

2 9,38585E+00 7,26302E-03 2,03946E-02 0,0 
242Cm 1 3,77485E+00 9,17332E-01 3,15276E+00 2,15925E-03 

2 7,19350E+00 2,62431E+00 8,26657E+00 0,0 
243Am 1 4,53356E+01 4,13066E-01 1,23920E+00 0,0 

2 5,56248E+01 0,0 0,0 0,0 
244Cm 1 1,57325E+01 1,01763E+00 3,80456E+00 2,22416E-03 

2 4,82202E+00 2,60535E-01 9,01452E-01 0,0 
149Sm 1 9,21224E+01 0,0 0,0 0,0 

2 4,10481E+04 0,0 0,0 0,0 
135Xe 1 1,29121E+02 0,0 0,0 0,0 

2 1,34602E+06 0,0 0,0 0,0 

LFP 1 1,20784E+01 0,0 0,0 0,0 

2 9,59317E+01 0,0 0,0 0,0 
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Tabela 6.7: Seção de choque microscópica da reação 𝑛2𝑛 do 238U, σn2n,g
U238 , em barn. 

FA01 6,16820E-03 

FA02 6,17018E-03 

FA03 6,16649E-03 

FA04 6,16607E-03 

 

Tabela 6.8: Energia liberada por fissão, em Joule. 

𝒊 g 𝝎𝒈
𝒊  

234U 1 3,24000E-11 

2 0,0 
235U 1 3,24000E-11 

2 3,24000E-11 
236U 1 3,24000E-11 

2 0,0 
238U 1 3,20000E-11 

2 3,24000E-11 
237Np 1 0,0 

2 0,0 
238Pu 1 3,20000E-11 

2 0,0 
239Pu 1 3,35000E-11 

2 3,35000E-11 
240Pu 1 3,36000E-11 

2 3,36000E-11 
241Pu 1 3,38000E-11 

2 3,38000E-11 
241Am 1 3,38000E-11 

2 3,38000E-11 
242Pu 1 3,38000E-11 

2 3,38000E-11 
242Cm 1 3,38000E-11 

2 3,38000E-11 
243Am 1 3,38000E-11 

2 0,0 
244Cm 1 3,38000E-11 

2 3,38000E-11 
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Tabela 6.9: Seções de choque macroscópicas das regiões R01, R02 e ENS, em 𝑐𝑚−1. 

Parâmetros g R01 R02 ENS 

𝛴𝑐𝑔 1 2,141871E-03 2,383432E-03 8,4748E-04 

2 2,999635E-02 3,230039E-02 1,6848E-02 

𝛴𝑡𝑟𝑔 1 3,723898E-01 3,880806E-01 3,5917E-02 

2 1,409764E+00 1,400553E+00 2,2048E-01 

𝛴𝑠
𝑔→3−𝑔

 1 2,786050E-02 2,577570E-02 1,5468E-04 

2 0,0 0,0 0,0 

 

Tabela 6.10: Seções de choque macroscópicas para o núcleo A, em 𝑐𝑚−1. 

Parâmetros g FA01 FA02 FA03 

𝛴𝑐𝑔
𝑆𝑇𝑅𝑀,𝑚

 1 4,034140E-04 3,984615E-04 3,942505E-04 

2 5,850509E-03 5,785088E-03 5,722685E-03 

𝛴𝑡𝑟𝑔
𝑆𝑇𝑅𝑀,𝑚

 1 2,346291E-01 2,331853E-01 2,323923E-01 

2 8,549218E-01 8,548711E-01 8,565982E-01 

𝛴𝑔𝑔′
𝑆𝑇𝑅𝑀,𝑚

 1 1,699202E-02 1,639731E-02 1,584482E-02 

2 0,0 0,0 0,0 

𝛴𝑐𝑔
𝐴𝑏𝑠𝑜𝑟𝑏𝑒𝑟,𝑚

 1 7,952852E-04 7,713582E-04 6,691775E-01 

2 3,378145E-02 2,983417E+01 2,951582E+01 

𝛴𝑔𝑔′
𝐴𝑏𝑠𝑜𝑟𝑏𝑒𝑟,𝑚

 1 1,997413E-06 1,916524E-06 1,841017E-06 

2 0,0 0,0 0,0 

 

Tabela 6.11: Seções de choque macroscópicas para o núcleo B, em 𝑐𝑚−1. 

Parâmetros g FA01 FA04 

𝛴𝑐𝑔
𝑆𝑇𝑅𝑀,𝑚

 1 4,034140E-04 3,942473E-04 

2 5,850509E-03 5,722191E-03 

𝛴𝑡𝑟𝑔
𝑆𝑇𝑅𝑀,𝑚

 1 2,346291E-01 2,324134E-01 

2 8,549218E-01 8,566511E-01 

𝛴𝑔𝑔′
𝑆𝑇𝑅𝑀,𝑚

 1 1,699202E-02 1,584015E-02 

2 0,0 0,0 

𝛴𝑐𝑔
𝐴𝑏𝑠𝑜𝑟𝑏𝑒𝑟,𝑚

 1 1,988213E-03 1,872750E-03 

2 8,445361E-02 8,261553E-02 

𝛴𝑔𝑔′
𝐴𝑏𝑠𝑜𝑟𝑏𝑒𝑟,𝑚

 1 4,993532E-06 4,600888E-06 

2 0,0 0,0 

 

As duas metodologias de cálculo de depleção isotópica, desenvolvidas neste 

trabalho, foram utilizadas em dois tipos de problemas, chamados de Teste 1 e Teste 2, 
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para verificar o comportamento de ambos os núcleos ao longo de seus respectivos ciclos 

de queima. A partir da Equação (2.33), o Teste 1 analisa as variações da potência de 

operação do sistema enquanto a intensidade da fonte externa de nêutrons é mantida 

constante, ao passo que o Teste 2 analisa a variação da intensidade da fonte externa de 

nêutrons enquanto a potência de operação do sistema é mantida constante. Nas 

próximas seções, Seção 6.3 e 6.4, os resultados dos dois testes são apresentados para os 

núcleos A e B, respectivamente.  

6.3 Resultados para o Núcleo A 

A concentração inicial dos nuclídeos presentes nos três elementos combustíveis 

do núcleo A são disponibilizados na Tabela 6.12. A duração do ciclo de queima 

considerados nestes cálculos foi de 90 dias (HAECK et al., 2006), na qual foi dividido 

em 8 intervalos de queima (∆𝑡ℓ ≡ 𝑡ℓ+1 − 𝑡ℓ), conforme mostrado na Tabela 6.13.  

Tabela 6.12: Concentrações iniciais dos nuclídeos do núcleo A, em átomos/barn·cm. 

Nuclídeo  FA01 FA02 FA03 

234U 1,29281E-06 1,69963E-06 2,16059E-06 

235U 1,27193E-04 1,78814E-04 2,12344E-04 

238U 6,45765E-03 6,38541E-03 6,34319E-03 

H2O 1,37341E-02 1,37341E-02 1,37341E-02 

10B 5,08100E-06 5,08100E-06 5,08100E-06 

Tabela 6.13: Intervalos de queima para o núcleo A. 

Número de intervalos de queima ∆𝒕𝓵 (dias) 

2 3 

1 9 

5 15 

 

Conforme o núcleo do reator do projeto MYRRHA (ABDERRAHIM et al., 

2007), o núcleo A possui um fator de multiplicação efetivo (keff) inicial de 0,95. Nesta 
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configuração, o keff decresce cerca de 1000 pcm (ABDERRAHIM et al., 2005), 

partindo de 0,95 no início do ciclo de queima (BOC) para 0,94 no final do ciclo de 

queima (EOC), conforme mostrado na Figura 6.5. Esse comportamento é observado nos 

dois testes realizados. O keff obtido apresenta boa concordância para ambas as 

metodologias de cálculo, sendo a maior diferença percentual de 0,01% para o instante  

𝑡ℓ = 15 dias. 

 

Figura 6.5: Comportamento do keff ao longo do tempo, núcleo A. 

Para o Teste 1, a intensidade da fonte externa de nêutrons é mantida fixa em 

1,37E+17 nêutrons/s, enquanto a potência de operação do sistema decresce de 45 para 

34,5 MW, conforme apresentado na Figura 6.6. O comportamento da potência de 

operação do sistema é similar ao observado em HAECK et al., (2006). No Teste 2, a 

potência de operação do sistema é mantida fixa em 45 MW, fazendo com que a 

intensidade da fonte externa de nêutrons aumente de 1,37E+17 para 1,80E+17 

nêutrons/s, conforme pode ser observado na Figura 6.7. 
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Figura 6.6: Comportamento da potência de operação do sistema para a intensidade da 

fonte externa de nêutrons fixa ao longo do tempo, núcleo A. 

 

Figura 6.7: Comportamento da intensidade da fonte externa de nêutrons para a potência 

de operação do sistema fixa ao longo do tempo, núcleo A. 
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Conforme observado nas Figuras 6.5 a 6.7, ambas metodologias produzem 

resultados similares. O maior desvio relativo calculado entre o método de depleção com 

DFMG e PHE pode ser visto nas Figuras 6.5 e 6.6 para o instante 𝑡ℓ = 15 dias, na qual 

obteve-se 0,24% e 0,25%, para os Testes 1 e 2, respectivamente. 

O fator de multiplicação efetivo decresce com o tempo, fazendo com que a 

potência do reator também decaia, conforme mostrado nas Figuras 6.5 e 6.6. Esse 

comportamento é esperado, devido à produção de actinídeos e produtos de fissão. Para 

compensar esse decaimento e manter a potência de operação do sistema constante, se 

faz necessário aumentar a intensidade da fonte externa de nêutrons, conforme pode ser 

visto na Figura 6.7. Geralmente, este é o comportamento observado em operações de 

reatores do tipo ADS, na qual a intensidade da fonte externa de nêutrons deve ser 

ajustada de acordo com a variação do keff para manter a potência predefinida do núcleo 

(TSUJIMOTO et al., 2004). Apesar disto, os resultados de ambos os testes serão 

apresentados.  

As Figuras 6.8 e 6.9 apresentam, para os Testes 1 e 2, respectivamente, o desvio 

relativo entre as concentrações isotópicas no final do ciclo de queima (EOC) calculado 

em ambas metodologias desenvolvidas, para os três elementos combustíveis presentes 

no núcleo A. O maior desvio relativo para o Teste 1 foi de 0,19% para o nuclídeo 

244Cm, enquanto que para o Teste 2 foi de 0,09% para o nuclídeo 239Pu. Mas, esses 

desvios variam ao longo do ciclo de queima. As Figuras 6.10 a 6.15 e as Figuras 6.16 a 

6.21 apresentam os maiores e menores desvios relativos nas concentrações isotópicas 

calculados para os Testes 1 e 2, respectivamente. Entretanto, o maior desvio relativo 

encontrado em ambos os testes e ao longo dos ciclos de queima foi de 0,76% para o 

nuclídeo 244Cm, o qual se encontra no final da cadeia de depleção e apresentou 

concentração isotópica na ordem de E-17 átomos/barn·cm no instante de queima que 

este valor foi calculado.  

Os resultados obtidos pela metodologia de cálculo de depleção que utiliza o PHE 

apresentaram ótima concordância com os obtidos com o DFMG. Estes resultados estão 

associados com a acurácia na qual o fluxo médio de nêutron é calculado. Portanto, de 

acordo com a Equação (2.33), a distribuição das densidades de potência para cada 

elemento combustível é mostrada na Figura 6.22, para uma simetria de 1/4 de núcleo, e 

em 𝑡ℓ = 15 dias, que representa a maior diferença percentual ao longo do ciclo de 
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queima. A maior diferença percentual na distribuição da densidade de potência é de 

apenas 0,02%. 

 

Figura 6.8: Desvios relativos nas concentrações isotópicas no EOC para o núcleo A, 

para a condição de intensidade da fonte externa de nêutrons constante.  

 

Figura 6.9: Desvios relativos nas concentrações isotópicas no EOC para o núcleo A, 

para a condição de potência de operação do sistema constante. 
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Figura 6.10: Maiores desvios relativos calculados para alguns nuclídeos do FA01, na 

condição de intensidade da fonte externa de nêutrons constante, para o núcleo A.  

 

Figura 6.11: Menores desvios relativos calculados para alguns nuclídeos do FA01, na 

condição de intensidade da fonte externa de nêutrons constante, para o núcleo A.  



 

73 

 

 

Figura 6.12: Maiores desvios relativos calculados para alguns nuclídeos do FA02, na 

condição de intensidade da fonte externa de nêutrons constante, para o núcleo A.  

 

Figura 6.13: Menores desvios relativos calculados para alguns nuclídeos do FA02, na 

condição de intensidade da fonte externa de nêutrons constante, para o núcleo A.  
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Figura 6.14: Maiores desvios relativos calculados para alguns nuclídeos do FA03, na 

condição de intensidade da fonte externa de nêutrons constante, para o núcleo A.  

 

Figura 6.15: Menores desvios relativos calculados para alguns nuclídeos do FA03, na 

condição de intensidade da fonte externa de nêutrons constante, para o núcleo A.  
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Figura 6.16: Maiores desvios relativos calculados para alguns nuclídeos do FA01, na 

condição de potência de operação do sistema constante, para o núcleo A.  

 

Figura 6.17: Menores desvios relativos calculados para alguns nuclídeos do FA01, na 

condição de potência de operação do sistema constante, para o núcleo A.  
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Figura 6.18: Maiores desvios relativos calculados para alguns nuclídeos do FA02, na 

condição de potência de operação do sistema constante, para o núcleo A.  

 

Figura 6.19: Menores desvios relativos calculados para alguns nuclídeos do FA02, na 

condição de potência de operação do sistema constante, para o núcleo A.  
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Figura 6.20: Maiores desvios relativos calculados para alguns nuclídeos do FA03, na 

condição de potência de operação do sistema constante, para o núcleo A.  

 

Figura 6.21: Menores desvios relativos calculados para alguns nuclídeos do FA03, na 

condição de potência de operação do sistema constante, para o núcleo A.  
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Figura 6.22: Distribuição de potência do núcleo A em 𝑡ℓ = 15 dias, em 𝑊/𝑐𝑚³. 

6.4 Resultados para o Núcleo B 

As concentrações iniciais dos nuclídeos presentes nos dois elementos 

combustíveis do núcleo B são disponibilizadas na Tabela 6.14. A duração do ciclo de 

queima considerados nestes cálculos foi de 300 dias (SUGAWARA et al., 2016), na 

qual foi dividido em 23 intervalos de queima (∆𝑡ℓ ≡ 𝑡ℓ+1 − 𝑡ℓ), conforme mostrado na 

Tabela 6.15. 

Tabela 6.14: Concentrações iniciais dos nuclídeos do núcleo B, em átomos/barn·cm. 

Nuclídeo  FA01 FA04 

234U 1,29281E-06 2,16121E-06 

235U 2,25693E-04 2,86780E-04 

238U 6,45765E-03 6,34466E-03 

H2O 1,37341E-02 1,37341E-02 

10B 1,90700E-05 1,90700E-05 



 

79 

 

Tabela 6.15: Intervalos de queima para o núcleo A. 

Número de intervalos de queima ∆𝒕𝓵 (dias) 

2 3 

1 14 

1 20 

18 30 

1 20 

 

Conforme o núcleo do reator do projeto JAERI (SUGAWARA et al., 2016), o 

núcleo B possui uma subcriticalidade inicial de 0,97, decrescendo para 0,94 no final dos 

600 dias de queima, conforme apresentado na Figura 6.23. Esse comportamento é 

observado para ambos os testes realizados. A partir Figura 6.23, observa-se que o keff 

obtido na metodologia que utiliza o PHE apresenta boa concordância com a 

metodologia que utiliza o DFMG, na qual o maior desvio relativo é de 0,01% para o 

instante 𝑡ℓ = 550 dias. O comportamento do keff para o núcleo A é o mesmo observado 

para o núcleo B, onde a subcriticalidade é mantida durante a operação de ambos 

núcleos.  

No Teste 1, a intensidade da fonte externa de nêutrons é fixada em 3,08E+17 

nêutrons/s, fazendo com que a potência operacional do sistema decresça de 800 para 

160,4 MW, conforme mostrado na Figura 6.24. Já para o Teste 2, onde a potência 

operacional do sistema é mantida constante em 800 MW, a intensidade da fonte externa 

de nêutrons varia com um aumento de 3,08E+17 para 2,65E+18 nêutrons/s, conforme 

pode ser visto na Figura 6.25. O maior desvio relativo calculado entre as metodologias 

DFMG e PHE para os Testes 1 e 2 é de 0,05% e 0,18%, respectivamente.  

As Figuras 6.26 e 6.27 apresentam, para os Testes 1 e 2, respectivamente, o desvio 

relativo entre as concentrações isotópicas no final do ciclo de queima (EOC) calculado 

em ambas metodologias desenvolvidas, para os dois elementos combustíveis presentes 

no núcleo B. O maior desvio relativo para o Teste 1 foi de 0,24% para o nuclídeo 244Cm, 

enquanto que para o Teste 2 foi de 0,20% para o nuclídeo 239Np. As Figuras 6.28 a 6.31 

e as Figuras 6.32 a 6.35 apresentam os maiores e menores desvios relativos obtidos nas 

concentrações isotópicas calculados para os Testes 1 e 2, respectivamente. Contudo, o 
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maior desvio relativo encontrado em ambos os testes e ao longo dos ciclos de queima 

foi de 0,32% para o nuclídeo 244Cm, o qual se encontra no final da cadeia de depleção e 

apresentou concentração isotópica na ordem de E-18 átomos/barn·cm no instante de 

queima que este valor foi calculado.  

Assim como os resultados obtidos para o núcleo A, os resultados obtidos para o 

núcleo B apresentaram ótima concordância em ambas às metodologias de cálculo de 

depleção. Sendo os mesmos também associados com a acurácia na qual o fluxo de 

nêutron médio foi calculado. Deste modo, de acordo com a Equação (2.33), a 

distribuição das densidades de potência para cada elemento combustível é mostrada na 

Figura 6.36, para uma simetria de 1/4 de núcleo, e em 𝑡ℓ = 550 dias, que representa a 

maior diferença percentual ao longo do ciclo de queima. A maior diferença percentual 

na distribuição da densidade de potência é de apenas 0,27%. 

 

Figura 6.23: Comportamento do keff ao longo do tempo, núcleo B. 



 

81 

 

 

Figura 6.24: Comportamento da potência de operação do sistema para a intensidade da 

fonte externa de nêutrons fixa ao longo do tempo, núcleo B. 

 

Figura 6.25: Comportamento da intensidade da fonte externa de nêutrons para a 

potência de operação do sistema fixa ao longo do tempo, núcleo B. 
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Figura 6.26: Desvios relativos nas concentrações isotópicas no EOC para o núcleo B, 

para a condição de intensidade da fonte externa de nêutrons constante.  

 

Figura 6.27: Desvios relativos nas concentrações isotópicas no EOC para o núcleo B, 

para a condição de potência de operação do sistema constante. 
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Figura 6.28: Maiores desvios relativos calculados para alguns nuclídeos do FA01, na 

condição de intensidade da fonte externa de nêutrons constante, para o núcleo B.  

 

Figura 6.29: Menores desvios relativos calculados para alguns nuclídeos do FA01, na 

condição de intensidade da fonte externa de nêutrons constante, para o núcleo B.  
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Figura 6.30: Maiores desvios relativos calculados para alguns nuclídeos do FA04, na 

condição de intensidade da fonte externa de nêutrons constante, para o núcleo B.  

 

Figura 6.31: Menores desvios relativos calculados para alguns nuclídeos do FA04, na 

condição de intensidade da fonte externa de nêutrons constante, para o núcleo B.  
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Figura 6.32: Maiores desvios relativos calculados para alguns nuclídeos do FA01, na 

condição de potência de operação do sistema constante, para o núcleo B.  

 

Figura 6.33: Menores desvios relativos calculados para alguns nuclídeos do FA01, na 

condição de potência de operação do sistema constante, para o núcleo B.  
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Figura 6.34: Maiores desvios relativos calculados para alguns nuclídeos do FA04, na 

condição de potência de operação do sistema constante, para o núcleo B.  

 

Figura 6.35: Menores desvios relativos calculados para alguns nuclídeos do FA04, na 

condição de potência de operação do sistema constante, para o núcleo B.  
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Figura 6.36: Distribuição de potência do núcleo B em 𝑡ℓ = 550 dias, em 𝑊/𝑐𝑚³. 

6.5 Comparação entre custos computacionais 

O tempo de processamento, ou o custo computacional, gasto para realização de 

ambas as metodologias, para o cálculo de todos os casos avaliados neste trabalho, está 

disponibilizado na Tabela 6.16. Todos as simulações foram executadas em um HP 

Pavilion, com Intel Core I5-5200U @ 2.20 GHz de processador, 8.0 GB de RAM, em 

um sistema operacional Windows 10. Observa-se que a metodologia de cálculo de 

depleção com PHE apresenta um tempo de processamento consideravelmente menor 

que a calculada com DFMG. 

Tabela 6.16: Custo computacional gasto em cada simulação, em 𝑠. 

Núcleo Seleção de Teste DFMG PHE Desvio relativo (%) 

A 1 2.00 0.73 63.50 

2 1.58 0.87 44.94 

B 1 27.29 7.34 73.10 

2 31.63 9.36 70.41 
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7 Conclusões 

Esta tese de doutorado teve como objetivo o desenvolvimento de duas diferentes 

metodologias de cálculo para a obtenção do fluxo de nêutrons para a solução do 

problema de depleção isotópica em sistemas subcríticos guiados por uma fonte externa 

de nêutrons, em estrutura de malha grossa. O problema de depleção compreende na 

solução das equações de depleção isotópicas, assim como da equação para o fluxo de 

nêutrons. Em ambas metodologias, o Método de Colocação Polinomial de Jacobi foi 

escolhido para determinar a exponencial da matriz de depleção e, assim resolver as 

equações de depleção isotópica. Mas vale ressaltar que qualquer outro método poderia 

ser usado para resolver o sistema de equações, visto que o mesmo não tem influência 

nas metodologias de cálculo que são apresentadas neste trabalho. 

A chamada Metodologia de Cálculo de Depleção Isotópica com DFMG utiliza o 

método das Diferenças Finitas de Malha Grossa (DFMG) para a solução do problema de 

fonte fixa da equação de difusão de nêutrons, onde os fluxos de nêutrons foram obtidos 

diretamente no início de cada intervalo de queima [𝑡ℓ, 𝑡ℓ+1). Com os esses fluxos e as 

concentrações isotópicas conhecidas em 𝑡ℓ, foi possível determinar as concentrações 

isotópicas em 𝑡ℓ+1. 

Já a chamada Metodologia de Cálculo de Depleção Isotópica com PHE, a solução 

numérica da equação de difusão de nêutrons utilizando o método DFMG foi utilizada 

somente no primeiro intervalo de queima, ou seja, em 𝑡1. Nos demais intervalos, os 

fluxos de nêutrons foram obtidos através do método de Expansão em Pseudo-

Harmônicos. Conforme a metodologia anterior, os fluxos de nêutrons foram usados para 

resolver as equações de depleção isotópica e, assim, obter as concentrações isotópicas 

ao longo dos ciclos de queima.  

A aplicabilidade de ambas as metodologias foi verificada através de dois sistemas 

subcríticos acionados por uma fonte externa de nêutrons, chamados de núcleo A e B. O 

núcleo A representa um reator de pequeno porte que gera 45 MW de potência e opera 

com um ciclo de 90 dias, enquanto que o núcleo B representa um reator de grande porte 

que gera 800 MW de potência e opera com um ciclo de 600 dias. Durante a operação de 
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ambos os reatores, o mecanismo de ajuste de subcriticalidade foi realizado para atender 

o keff
alvo definido em cada núcleo. Este ajuste foi obtido com base no fator de 

multiplicação efetivo, calculado a partir da solução do problema de autovalor da 

equação de difusão de nêutrons com o Método de Expansão Nodal (NEM). 

Para ambas metodologias, dois tipos de problemas foram realizados para verificar 

o comportamento de ambos os núcleos ao longo de seus respectivos ciclos de queima. O 

Teste 1 analisou as variações da potência de operação do sistema enquanto a intensidade 

da fonte externa de nêutrons foi mantida constante, enquanto que o Teste 2 analisou a 

variação da intensidade da fonte externa de nêutrons enquanto a potência de operação 

do sistema foi mantida constante. 

Os resultados obtidos para o núcleo A apresentaram como maiores desvios 

relativos, entre ambas metodologias desenvolvidas, nas concentrações isotópicas para o 

final do ciclo de queima (EOC) de 0,19% para o nuclídeo 244Cm e de 0,09% para o 

nuclídeo 239Pu, respectivamente para os Testes 1 e 2. Entretanto, o maior desvio relativo 

encontrado em ambos os testes e ao longo dos ciclos de queima foi de 0,76% para o 

nuclídeo 244Cm, o qual se encontra no final da cadeia de depleção e apresentou 

concentração isotópica na ordem de E-17 átomos/barn·cm no instante de queima que 

este valor foi calculado. O valor de keff obtido apresentou boa concordância para ambas 

as metodologias de cálculo, sendo a maior diferença percentual de 0,01% para o instante     

𝑡ℓ = 15 dias. Já o maior desvio relativo calculado entre as metodologias desenvolvidas 

para os comportamentos da potência de operação do sistema e da intensidade da fonte 

externa de nêutrons foram de 0,24% e 0,25%, para os Testes 1 e 2, respectivamente. Por 

fim, a maior diferença percentual na distribuição da densidade de potência foi de apenas 

0,02%. 

Os resultados obtidos para o núcleo B apresentaram comportamento similar aos 

obtidos para o núcleo A. Os maiores desvios relativos para as concentrações isotópicas 

no final do ciclo de queima (EOC) foram de 0,24% para o nuclídeo 244Cm e de 0,20% 

para o nuclídeo 239Np, para o Teste 1e 2, respectivamente. Contudo, o maior desvio 

relativo encontrado em ambos os testes e ao longo dos ciclos de queima foi de 0,32% 

para o nuclídeo 244Cm. O maior desvio relativo para o valor de keff obtido foi de 0,01% 

para o instante 𝑡ℓ = 550 dias. Já o maior desvio relativo calculado entre as metodologias 

desenvolvidas para os comportamentos da potência de operação do sistema e da 
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intensidade da fonte externa de nêutrons foram de 0,05% e 0,18%, para os Testes 1 e 2, 

respectivamente. Finalmente, a maior diferença percentual na distribuição da densidade 

de potência foi de apenas 0,27%. 

Ao final, observou-se que a metodologia de cálculo de depleção com PHE 

apresentou um tempo de processamento consideravelmente menor que a calculada com 

DFMG, atingindo a maior diferença no tempo de processamento de 73,10% para o 

Teste 1 no núcleo B. 

Os resultados obtidos para o núcleo A e para o núcleo B apresentaram uma boa 

concordância em ambas metodologias de cálculo de depleção. Estes resultados estão 

associados com a precisão na qual o fluxo médio de nêutron foi calculado. Conforme 

esperado, devido à produção de actinídeos e produtos de fissão o fator de multiplicação 

efetivo decresceu com o tempo fazendo com que a potência do reator também 

decrescesse. Para compensar esse decaimento, observado em ambos os núcleos, e 

manter a potência de operação do sistema constante, se fez necessário aumentar a 

intensidade da fonte externa de nêutrons. Este comportamento é observado em 

simulações numéricas de reatores do tipo ADS (TSUJIMOTO et al., 2004), na qual a 

intensidade da fonte externa de nêutrons deve ser ajustada de acordo com a variação do 

keff para manter a potência predefinida do núcleo.  

Assim, conclui-se que ambas as metodologias desenvolvidas nesta tese de 

doutorado podem ser utilizadas para a obtenção das concentrações isotópicas, sendo a 

Metodologia de Cálculo de Depleção Isotópica com PHE apresentando uma boa 

precisão e um menor tempo de processamento quando comparado à que utiliza o 

método DFMG. 

Como propostas de trabalhos futuros, seria a solução do método PHE utilizando 

ordens de aproximação, ao invés do cálculo iterativo. Essa proposta diminuiria ainda 

mais o tempo de processamento necessário para a sua solução. Outra proposta seria a 

utilização de combustível irradiado ou uma mistura de Th/U, com objetivo de investigar 

a eficiência na transmutação do combustível. Por último, seria a comparação das 

metodologias desenvolvidas nesta tese com métodos estocásticos, como por exemplo o 

Método de Monte Carlo. 
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