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Neste trabalho é apresentado um formalismo matematico capaz de estender o
conjunto de funcbes de base do Método de Expansdo Nodal (NEM) a qualquer ordem.
As novas fungdes de base devem introduzir termos necessarios a uma aproximagao mais
adequada a forma do fluxo médio transversal, considerando-se as severas distor¢des
presentes nas regides de interface combustivel-refletor.

Da mesma forma que o aumento do nimero de termos em séries convergentes
deve conduzir a resultados mais precisos, supde-se que o aumento da ordem das
expansdes no NEM possa aproximar de modo mais eficaz seus resultados a solucao
considerada “referéncia” para o problema em analise.

SimulagcGes de problemas de autovalor para “benchmarks” bi e tridimensionais
de reatores moderados a agua leve (LWR), considerando expansdes polinomiais de até
décima ordem e funcBes-peso dos tipos momentos e Galerkin, foram realizadas. A
introducdo de novos termos ao conjunto de fungbes de base tradicional forneceu
resultados mais precisos para o fator de multiplicacdo efetivo (ke ) e distribuicbes de
poténcia normalizadas, inclusive em nodos de regides de interface “nucleo-refletor”. A
analise dos resultados indica que as funcdes de base introduzidas podem agregar novas
perspectivas a0 NEM, com a possibilidade de resultados mais precisos sem

comprometimento da eficiéncia do método.
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In this work, a mathematical formalism capable of extending the Nodal
Expansion Method (NEM) basis functions’ set to any order is introduced. The new basis
functions should introduce the additional terms required to describe the average
transverse flux more properly, considering its severe distortions at fuel-reflector
interfaces. In the same way that the increase of the number of terms in convergent series
should lead to more accurate results, it is assumed that increasing the expansion orders
of the NEM should more effectively approximate the method’s results to the expected
solution.

Simulations of two- and three-dimensional LWR static benchmarks have been
performed, using up to tenth-order polynomial expansions, for both moments weighting
and Galerkin. The introduced basis functions have led to more accurate results for the
calculated effective multiplication factors and normalized assembly power distributions,
including nodes at fuel-reflector interfaces.

The analysis of the results indicates that the introduced basis functions can add
new opportunities to the NEM, with the possibility of more accurate results and without

a lack of the method's efficiency.
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CAPITULO 1

Introducao

1.1. Considerac0es gerais

Em projetos e operacBes de reatores nucleares é essencial a disponibilidade de
ferramentas de célculo capazes de prever as distribuicdes de fluxos de néutrons,
consequentemente as distribuicdes de poténcia e taxas de reagdes, em cada local do
nacleo, com precisdo e rapidez. Neste sentido, seguem-se breves comentérios sobre
alguns dos véarios metodos utilizados, com enfoque no Meétodo de Expansdo Nodal
(NEM), o qual constitui o objetivo da presente tese.

1.1.1. Método de diferencas finitas (FDM) — Malhas finas

O Meétodo das Diferencas Finitas (ALVIM, 2007; OKA, 2014) tem sido
largamente utilizado como padréo de referéncia para a solucéo da equacéo de difuséo de
néutrons, em diferentes tipos de reatores, como decorréncia natural da consisténcia e
precisdo inerentes a esse metodo. Apesar disso, e dos continuos avangos em tecnologias
de computadores, permanecem ainda restrices de ordem pratica na classe de problemas
que podem ser resolvidos com sua utilizacdo. Elevados consumo de tempo de
processamento e disponibilidade de capacidade de armazenamento tém sido requisitos
computacionais limitadores da aplicabilidade do método, comprometendo sua
competitividade e tornando seu emprego proibitivo em muitas das aplicacdes em
reatores, em face da existéncia de solucdes alternativas também eficazes e muito mais
eficientes.

No caso de reatores rapidos, devido ao grande tamanho do livre caminho médio
dos néutrons e, além disso, por ndo ser necessario o acoplamento entre calculos nuclear
e termo-hidraulico, o método das diferencas finitas permanece em utilizacdo,
apresentando rapida convergéncia das iteracdes externas (OKA, 2014). Por outro lado,
para aplicacbes do FDM em LWRs — essa familia de reatores representa 82,5% dos

reatores nucleares comerciais em operagdo, 45 das 52 novas unidades em construcdo
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(IAEA, 2021) e 895% de toda a geracdo nucleoelétrica no planeta
(GOSPODARCZYK, 2021), o emprego de malhas com espagamentos de 1 a 2 cm faz-
se necessario, pois nesse caso o tamanho do livre caminho médio é pequeno (OKA,
2014).

A discretizagdo tridimensional em malha fina do ndcleo de um PWR de pouco
mais que 33 m® (Figura 1), ou de um BWR de aproximadamente 67 m* (Figura 1), por
exemplo, resulta em um numero de dezenas de milhdes de elementos de volume (“mesh
cells”), embora excluida a regido do refletor. A equagdo da difusdo de néutrons precisa
ser resolvida dentro de cada um desses elementos, para cada grupo de energia, repetidas
vezes até a convergéncia dos resultados, podendo ser necesséario ainda considerar
acoplamentos termo-hidraulicos e corre¢des dos parametros nucleares. Como
consequéncia da crescente complexidade computacional, o célculo tridimensional de um
LWR comercial usando o método de diferencas finitas em sua forma tradicional (malha
fina) torna-se extremamente custoso mesmo para um computador de alto desempenho

atual, e, portanto, inviavel (OKA, 2014).

<«<—21 cm—s> o Control Rod Cluster S ——
ot e e
s s s 0 =
: T
i =  PWR
e [ o 3400 MWt
17x17
(264 Fuel Rods)
193 Assemblies N ] 4

_  Bx8 B R
(60 Fuel Rods) +++++++++++
S R R

BWR
3300 MWt

3.7m

764 Assemblies § s ols afe ofe sl oe S
CHEHEEEEEB "
<+ Cruciform Control Rod T— —

Figura 2: Representacdo de um BWR convencional (OKA, 2014).
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Um conjunto interessante e enriquecedor de informacdes sobre varios métodos
utilizados em célculo de reatores nucleares pode ser obtido da conjunc¢éo do trabalho de
tese de LAWRENCE (1979) com os artigos de SUTTON e AVILES (1996) e de
SMITH (2021). No ultimo, a pedido da Sociedade de Energia Atdémica do Japdo, o
Professor Kord Sterling Smith versa sobre suas experiéncias pessoais no

desenvolvimento e aplicacdo de métodos em Fisica de Reatores.

1.1.2. Métodos de malhas grossas

O desenvolvimento dos metodos de malhas grossas teve por motivagdo o
atendimento a demandas da area de analise de reatores térmicos, em estudos onde 0s
resultados do fator de multiplicacdo efetivo (ker) e taxas meédias de reacGes eram as
informacGes de interesse. Fluxos e parametros neutrénicos médios calculados em sub-
regibes contiguas do espaco, em lugar de solucGes ditas “continuas”, podem entdo ser
obtidos a partir de formas integradas do problema. Uma solucdo integrada incorre
naturalmente na reducdo das quantidades de informacGes armazenadas, até entdo
vinculadas a “pontos” espaciais. O crescimento das dimensdes da malha (elemento de
volume) reduz de modo drastico 0s numeros de incognitas e varaveis associadas,
minimizando sensivelmente 0s requisitos de processamento e armazenamento. Apesar
de, em alguns calculos, os detalhes da forma da distribuicdo do fluxo neutrdnico dentro
das sub-regides poderem ser considerados “um requisito secundario”, para alcangar uma
aplicabilidade mais geral, um método de malha grossa deve ter a capacidade de tornar
possivel recuperar essa informacéo a partir da solucéo para o problema integrado.

Segundo PUTNEY (1984) as familias de métodos de malha grossa podem ser
subdivididas em: métodos de diferencas finitas de malha grossa (CMFD), métodos de
elementos finitos (FEM), métodos de sintese de fluxo (FSM), métodos de matriz
resposta (RMM) e métodos nodais (NM).

O presente estudo situa-se na familia dos métodos de difusdo nodal
desenvolvidos para calculos globais em geometrias cartesianas (LAWRENCE, 1986).

Inicialmente apresentados na década de 1960, constituem-se na abordagem dominante
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entre as ferramentas atuais para projeto e analise de seguranca do nucleo de LWRs
comerciais (OKA, 2014; SMITH, 2017).

1.2. Métodos nodais transversalmente integrados (TINM)

A maioria dos Métodos Nodais utiliza-se do procedimento de “Integracéo
Transversal”. Considerado um marco no desenvolvimento de novas possibilidades de
calculo em LWRs, o surgimento desse procedimento data do inicio da década de 1970,
tendo ocorrido na Alemanha (SMITH, 2021).

Nesse procedimento, a equacdo de difusdo de néutrons tridimensional é
integrada sobre as direcdes transversais aquela considerada, de modo a reduzir-se a um
conjunto de trés equagdes unidimensionais acopladas e formalmente exatas. Na forma
transversalmente integrada aparecem termos associados as fugas nas direcdes
transversais, denominados “fugas transversais”. A forma unidimensional resultante
pode entdo ser resolvida dentro de um elemento genérico de volume, denominado
“nodo”.

Formalmente, s@o duas as classes de métodos nodais fundamentadas na solucéo
das equac0es transversalmente integradas: Analiticos (SHOBER, 1976; SMITH, 1979;
LAWRENCE, 1979; LAWRENCE; DORNING, 1980) e Polinomiais (FINNEMANN et
al., 1977; SMITH et al., 1985).

Entre os métodos nodais analiticos pode-se exemplificar o Método Analitico
Nodal (ANM) (SMITH, 1979) e o Método Nodal de Funcdo de Green (NGFM)
(LAWRENCE, 1979). Enquanto que entre os metodos polinomiais destacam-se o
Método de Expansdo Nodal (NEM) (FINNEMANN et al., 1977) e o0 Método QPANDA
— “Quartic Polynomial Analytic Nonlinear Diffusion Accelerated” (SMITH et al.,
1985). O ANM e o NEM sédo os dois métodos de difusdo nodais mais amplamente
utilizados.

Em todos os métodos nodais que se utilizam do procedimento de integracéo
transversal encontra-se a mesma fonte priméaria de imprecisao: a aproximacao do termo

de fuga transversal.
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1.2.1. Método nodal analitico (ANM)

No caso do ANM, a forma de fluxo intra-nodal é dada pela solugdo analitica da
equacdo de difusdo de néutrons transversalmente integrada a dois grupos de energia.
Esta abordagem ndo requer outra aproximacdo além da definicdo do termo de fuga
transversal, expresso através de uma expansao polinomial de segunda ordem. No
entanto, devido a sua complexidade, o método nodal analitico tem sido usado
restritamente a problemas de modelagem com n&o mais que dois grupos de energia.
Existem mencbes sobre a extensdo do método a problemas na forma multigrupo
(VOGEL; WEISS, 1992; SMITH, 2021).

Embora possa parecer matematicamente mais atrativo, o ANM apresenta

resultados totalmente compativeis aqueles fornecidos pelo NEM .

1.2.2. Método de expansdo nodal (NEM)

O NEM tem sido o método polinomial mais utilizado. Nesse método, a forma do
fluxo unidimensional intra-nodal é tradicionalmente aproximada através de uma
expansdo polinomial de quarta ordem, utilizando termos pertencentes a um conjunto de
funcbes de base. As formas polinomiais inicialmente propostas encontram-se
apresentadas nos artigos de FINNEMANN (1975) e FINNEMANN e WAGNER
(1975), tendo sido posteriormente redefinidas por FINNEMANN et al. (1977) para as
formas comumente empregadas. Os coeficientes polinomiais da expansdo s&o
calculados a partir da técnica empregada nos Métodos dos Residuos Ponderados.

Segundo relatado por CHRISTENSEN (1985): “as vantagens do NEM sdo que
ele € muito rapido e preciso, e a solucdo também converge em direcdo a solucao
correta com refinamentos da malha. A Unica desvantagem é que a base teorica €
bastante pobre para aproximacOes de ordens superiores, mas para todos os reatores
moderados por agua leve o método funciona muito bem”.

Segundo PALMTAG (1997), os métodos nodais polinomiais podem ser
convenientes por serem mais rapidos que os analiticos, além de permitir que as secdes
de choque espacialmente dependentes sejam mais facilmente tratadas. Para a maioria

dos problemas em LWRs, o fluxo neutrénico € uma funcao relativamente suave e, por
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iss0, 0s métodos polinomiais fornecem resultados precisos. No entanto, podem tornar-se
imprecisos para problemas com grandes gradientes de fluxo (PALMTAG, 1997).

Uma das vantagens classicas associada ao NEM é a de ndo apresentar em seus
fundamentos tedricos restricdo quanto a grupos de energia (WAGNER et al., 1977).

1.3. Objetivos da tese

Reconhecidamente, a necessidade de representar o termo de fuga transversal
através de alguma forma aproximada persiste como fonte de imprecisdo comum a todos
os métodos nodais transversalmente integrados. Seguramente, a forma real da fuga
transversal € muito mais complicada que a expansdo quadratica amplamente utilizada.
Proximo aos limites do reator, em nodos situados na fronteira nucleo-refletor, e em
regides de mudancas abruptas de composic¢édo, como nos casos de presenca de barras de
controle, onde os gradientes de fluxo devido a termalizacdo sdo mais pronunciados, a
aproximacao quadratica torna-se insuficiente. Nesses casos, 0 esquema numérico pode
levar a erros de até 10% no fluxo ou mesmo resultados negativos, que podem, por sua
vez, desestabilizar o célculo e levar a ndo convergéncia da simulacdo (PRINSLOO;
TOMASEVIC, 2011).

Tentativas em aperfeicoar a forma para a aproximacgdo do termo de fuga tém
sido objetivos de investigacdes (PRINSLOO; TOMASEVIC, 2011; ALVIM et al., 2012;
SMITH, 2021). Porém, sem ganhos consideraveis.

Por outro lado, nenhum investimento em ampliar a ordem das expansdes
polinomiais ou a quantidade de termos disponiveis no conjunto de funcGes de base do
NEM, supostamente capazes de aproximar de forma mais eficaz a solucédo do problema,
tem sido observado desde a proposicdo do método. E nessa premissa que se
fundamentam os objetivos do presente estudo. Para tanto, a correta compreensdo do
desenvolvimento do método, o estabelecimento de um formalismo matematico que
permita sustentar a extensdo das funcdes de base e a analise de resultados frente a

“benchmarks”, resumem as etapas a serem conduzidas.
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1.4. A organizacdo da tese

O Capitulo 2 apresenta 0 método da expansdo nodal (FINNEMANN et al.,
1977), NEM, procurando observar o conjunto de fungbes de base associado e as
defini¢Ges dos coeficientes polinomiais.

O Capitulo 3 apresenta conceitos matematicos indispensaveis ao
desenvolvimento do NEM, tais como Polindmios Ortogonais e 0 Método de Galerkin. O
emprego desses conceitos permite estabelecer os formalismos necessarios para gerar
polindmios de novas ordens superiores ao conjunto de fungdes de base existente e para
determinar os respectivos coeficientes associados, possibilitando generalizar o conjunto
dos “polinémios do NEM” a qualquer ordem. No Apéndice A sdo apresentadas as
etapas necessarias para extensdo desse conjunto a decima ordem.

No Capitulo 4 apresenta-se a generalizacdo do conjunto de equacgdes nodais, na
forma multigrupo, associadas a extensdo do conjunto de fungdes de base do método.
Além disso, é apresentada a generalizacdo dos coeficientes polinomiais necessarios a
expansdo (PAIXAO; SILVA, 2022) agora de ordem ilimitada. No Apéndice B
descreve-se detalhadamente a construcéo desses coeficientes.

No Capitulo 5 sdo apresentados os “benchmarks” simulados, bem como analises
qualitativas dos resultados das varias aproximacdes utilizadas para cada caso estudado.
Para tais andlises sdo definidos parametros que possibilitam identificar quais as
melhores aproximacfes a cada um dos casos. As configuracdes geometrica e material
para cada um dos “benchmarks” considerados sdo apresentadas no Apéndice C.

O Capitulo 6 apresenta comparacdes numéricas dos resultados obtidos com a
expansdo de quarta ordem como aproximacédo ao fluxo médio transversal e de segunda
ordem para o termo de fuga transversal - M,B?, em notacdo adotada por FINNEMANN
et al. (1977) — caracteristicas do NEM e largamente empregadas, aqueles obtidos
através das escolhas orientadas pelas analises qualitativas realizadas no capitulo
anterior.

No Capitulo 7 sdo apresentados comentarios, conclusdes e sugestbes de

possiveis aplicacdes das agora novas possibilidades do NEM.
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CAPITULO 2
Método de Expanséo Nodal

2.1. Considerac0es gerais

O Método de Expansdo Nodal (NEM) é um método de malha grossa,
amplamente testado e que provou ser uma poderosa ferramenta na analise de LWRs.
Trata-se de um método consistente; ou seja, seus resultados convergem para a solugdo
exata do problema a medida que o espacamento da malha é reduzido, de mesma forma
que o Método de Diferencas Finitas, e sem restricdes quanto a nimero de grupos de
energia. O NEM utiliza procedimentos do Método dos Residuos Ponderados
(FINNEMANN et al., 1977), mais propriamente do Método de Galerkin, onde a
qualidade seus resultados esta atrelada a escolha da funcdo de ponderacédo adequada.

Em LWRs, o fluxo tem uma forma relativamente suave. No entanto, em regides
proximas as interfaces nucleo-refletor (WAGNER et al., 1977; SMITH, 1986;
HETZELT; WINTER, 1999; SANDRIN et al., 2011), por exemplo, uma expansdo de
quarta ordem, conforme utilizado em ferramentas de calculo baseadas no NEM, pode
ndo ser capaz de produzir resultados suficientemente precisos, principalmente devido a
efeitos dos néutrons térmicos. Com o propoésito de definir uma melhor aproximacédo a
solucdo exata da equacdo transversalmente integrada, polinbmios de novas ordens
superiores devem ser determinados, como uma extensdo natural do conjunto de funcdes
de base do método.

Ao longo do capitulo serdo destacadas informacgbes contidas no artigo de
FINNEMANN et al. (1977), considerado principal referéncia para o desenvolvimento
do presente estudo, cabendo aos préximos capitulos as investigacbes necessarias a

extensdo do conjunto de funcGes de base do método.

2.2. Derivacao das equac@es nodais

Assim como em todos os métodos de difusdo nodal, o dominio espacial do
nacleo do reator é particionado em elementos de volume, denominados “nodos”. No

NEM, considerando geometria cartesiana tridimensional, os nodos sdo paralelepipedos
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retangulares com dimensdes comparaveis a largura do elemento combustivel (EC),

dentro dos quais os parametros materiais (se¢des de choque) sdo homogéneos.

Em métodos de difusdo nodal, o ponto de partida é a integracdo da equacdo de
continuidade de néutrons no volume V,, (V,, = ai*a'a;*) de um nodo arbitrario m
(Figura 3), conferindo & essa equacdo um sentido de “média volumétrica”, conforme
descrito na Equagdo (2.1). Onde u (u = x, y, z) representa a direcdo considerada, all* é
a largura do nodo m para essa mesma direcdo, s (s = [,r) refere-se a lado (esquerdo ou

direito, respectivamente), e AT refere-se a superficie transversal a dire¢éo wu.

( ; AT
1 |
‘ T
I 1
!
: m
— |- =t ==> ¥ S : A Ay
a; !
!
1
| e e e e e e e ) - —
| / #
’ m
X : ’/’ aX
m
) ay
| | I S
u=0 u=ay
(s=10) (s=r1)

Figura 3: Representacdo geométrica do nodo arbitrario m.

1 =
17 (V']g(x'y'z)+Ztg(x»Y»Z)¢g(x»Y»Z))dV

Vin v,
G (2.1)
1 Xg
= z k—vng,(x, v,2) + Zg5:/(%,¥,2) | g,/ (x,y,2)dV.
mVm g1 eff
Onde:
Jg = corrente liquida de néutrons do grupo g (cm?s™),
bg = fluxo escalar de néutrons do grupo g (cm?s™),
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kerr = autovalor para a configuragdo do nucleo,
I,y = secdo de choque macroscopica total para o grupo g (cm™),

vi;, = nimero médio de néutrons emitidos por fissdo vezes a secdo de

choque macroscépica de fisséo para o grupo g (cm™),

Y, = secdo de choque macroscopica de espalhamento do grupo g’

para 0 grupo g (cm™),

G = numero total de grupos de energia.

Considerando parametros nucleares homogéneos dentro do nodo m, a
equacdo da continuidade de néutrons integrada (Equacéo 2.1), fornece um conjunto

de equagdes denominadas “equacdes de balanco nodal”.

1, — — X _
z — (Jfir = Jgu) + 2585 = Z <z;"g, +k—gvz;"‘g,>¢g%,g =1,-G. (22
u=x,y,z u g=1 eff

Onde fluxo médio nodal ¢*, correntes liquidas médias nas interfaces f%s e secdo de

choque genérica homogéna ¥}, séo definidos:

_ 1
m=_ 2.3.1
d)g Vm _];,m(pg (x, Y Z)dV: ( )

_ 1
Jous = i Jou @, v, w) dA,; dA, = dvdw, (2.3.2)
u JAm
e

Ixg(x,y,2) = IFy , para(x,y, ) € Vp,. (2.3.3)

Embora a formulacdo das equacGes de balan¢o nodal seja formalmente exata, ela

é incompleta no sentido de que relaciona duas quantidades ainda desconhecidas: gl_);" e
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]_Zhs- Para estabelecer um sistema completo de equacdes, relacbes adicionais sdo
derivadas a partir da Lei de Fick, aplicando-se o procedimento de integracédo transversal.

As equacoes resultantes sdo denominadas “equac6es de acoplamento”.

ym 7+m T— m d 7,m
]gus = Jgus _]gus = _Dg alpgu(u) o (2.4)
u=ul

Onde fluxo médio transversal 1/_);'13 (u) e coeficiente de difusdo sdo definidos:

t/_);’b(U)EA—lm m¢g(u,v,W)dAu, (2.5.1)
u Au
e
Dg* = 1m (2.5.2)
3Etrg

E possivel escrever uma relagio entre os fluxos integrados no volume e na se¢o

transversal (Equacdes 2.3.1 e 2.5.1, respectivamente):
pm = —f Y (wdu (2.6)

Essa relacdo de preservacdo dos fluxos integrados (Equacdo 2.6) é denominada
“condicéao de consisténcia”.

Além disso, uma equacdo para o fluxo médio transversal 1/_;"97; (u) pode ser obtida
através do procedimento de integracdo transversal da equacdo da difusdo de néutrons

tridimensional.

G

dZ _ _ X —
P g B TR = ) (s + sty )i - @
g'=1
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Onde L7, (u) representa o termo de fuga nas diregOes transversais a direcéo

considerada.

2

2
L7, (u) = —i D;”( g > ¢g(u, v, ) + 2 ¢q(u, v, w)) dv dw (2.8)

m
Al ),

Como néo se conhece a solucdo da Equacéo (2.7), no NEM faz-ze uso de uma
expansao quartica como aproximacdo ao fluxo médio transversal &ﬁ(u) e de uma

expansdo quadratica como aproximacdo ao termo de fuga transversal L;, (w).

Yo (W) = i Chgu b ( ) (2.9.1)
e
Ly, () = 22: angu hn (%) : (2.9.2)

n=0

Os coeficientes aj,,, podem ser observados na Equacéo (2.19).

As condicdes de contorno do problema podem ser definidas:

gL _, = dgus (2.10.1)

oM _ = dgr (2.10.2)

As fungdes de base largamente empregadas por usuarios e estudiosos do
NEM, h,,(v), sdo definidas de modo que v =u/al* (ue€[0,al] - ve[01])
(FINNEMANN et al., 1977).

ho =1, (2.11.1)
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h,(v) =2v -1, (2.11.2)

h,(v) =6v(1l—v) -1, (2.11.3)
h;(v) = 6v(1—v)2v — 1), (2.11.4)
h,(v) = 6v(1 —v)(5v? —5v + 1), (2.11.5)

A imposicdo das condigdes de contorno (Equagbes 2.10.1 e 2.10.2) e de
consisténcia (Equacdo 2.6) a expansdo (Equacdo 2.9.1) que aproxima o fluxo médio
transversal, zﬁﬁ (u), possibilita a determinacao dos trés primeiros coeficientes de ajuste
associados. Essa primeira forma de aproximacdo é denominada “variante basica” do

método, caracterizando o NEM de baixa ordem.

- - 1, —
P (W) = bg* + 5 (bjier — Pii) 2v — 1) +

(2.12)
_ 1,_ _
|65 -5 e + B3] 6001 =) = D,v = w/a v € [0.1]

Explicitando os coeficientes da variante basica:
oy = PO, (2.13.2)
m Logm Tk 2.13.2
Cigu = E(l/)gur - l/)gul)' ( o )

e

m Am 1 J,m J,m 2.13.3
Cogu = ¢g - E(l/)gur + l/)gul)' (2.13.3)

Através da aproximacdo da difusdo transversalmente integrada é possivel obter
uma expressao adicional que estabelece relacdes entre grandezas nas faces do nodo:

fluxo médio transversal, 1/7_35 (u™), e correntes médias parciais, _gi;’;.

P ™) = 2(im + jpm),s = 7. (2.14)
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O conjunto de equacGes nodais é composto das equacdes de correntes de saida,
obtidas das equacgdes de acoplamento, e de balanco nodal, obtida através da atualizacdo
dos termos de corrente de saida na forma prévia da equagéo de balanco.

A introducdo da forma aproximada para o fluxo médio transversal @”u(u)
(Equagdo 2.9.1) nas equacdes de acoplamento (Equacdo 2.4), possibilita estabelecer
equacdes para as correntes de saida: ]gul e ]gur Esse conjunto de equacdes explicita
relacbes matematicas das componentes em questdo com: fluxo médio nodal, correntes
parciais de entrada e coeficientes de ajuste associados aos polinbmios de ordens

superiores (c3gy, € Cigy )-

]gul = AOgud)g + Algu]gul Zgu ]gur - %uC%u + A4guC4gul (2-15-1)
€
51?;’ = AOgud’g + AZgu]giyll 1gu ]gl??l' + A3guc3gu + A4guc4gu (2-15-2)

A decomposicdo das correntes liquidas, presentes na equacdo de balanco nodal
(Equacdo 2.2), em suas componentes parciais, possibilita substituir as componentes de
saida pelas equacdes recém obtidas (Equacbes 2.15.1 e 2.15.2), estabelecendo-se uma
forma para a equacdo de balanco nodal que explicita ndo mais apenas relagcdes entre
fluxos e correntes, mas uma dependéncia com o coeficiente de ajuste associado ao

polindmio de quarta ordem (czg,, ).

G
- o y5m ) 4 (216)
< k efr 9 )79

=
Z {az AT [2(T5m + Tgm) — Cl’&,g]}.

u=x,y,z

Onde os coeficientes AT, (n = 0,--- 4) sdo fungdes racionais do quociente DJ*/ay.
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w605/
9 1+ 12(Dp/ar)’

(2.17.1)

o 1-48(D/am)” 2172
s (1+4(0p/ap)) (1+12(Dg /a7))’ o

AZgu = — ooy /ait) (2.17.3)
T (1+alpp/ap)) (1+ 12(0 /) o
m _ _ 6(DF/ay)
3gu — 1+ 4(D‘;n/aan), (2.17.4)
e
m 607 /a) _ (2.17.5)

o T 1112000 a) - 00

De acordo com FINNEMANN et al. (1977), o NEM ¢é fruto da utilizacdo dos
Métodos dos Residuos Ponderados, cuja eficacia depende intimamente da escolha

adequada da fungé@o ponderadora, denominada “func@o-peso”.

Em seu artigo, FINNEMANN et al. (1977) utilizaram duas formas de
ponderacdo: momentos e Galerkin. No esquema tipo Galerkin o polinémio da prépria
ordem investigada é usado como funcdo-peso, enquanto que na ponderacao tipo
momentos o polindmio duas ordens inferior é utilizado. Com base nos resultados para
os dois “benchmarks” bidimensionais estudados (IAEA e LRABWR), FINNEMANN

et al. (1977) sugeriram que a ponderacdo tipo momentos lhes parecia preferivel.

2.3. Termo de fuga e coeficientes de ordens superiores

A aplicacdo da técnica associada aos Métodos de Residuos Ponderados, mais
precisamente a aplicacdo do Método de Galerkin, na equacdo da difusdo de néutrons

transversalmente integrada (Equacéo 2.7), em um nodo genérico m:

26



1 ra d?
@f W(uw) I_ ) lpgu(u) + X5 lpgu(u) -

(2.18)

G
Z( ,+—v2 )lpm (W) +L7,w|du=0, g=1,-G.
Kery

g'=1

Onde W(u) é a funcdo-peso utilizada e ¥ (w) e L7, (u) as formas expandidas

(Equagdes 2.9.1 e 2.9.2, respectivamente).

Semelhante a variante basica do método, o termo de fuga transversal € escrito:

- . — L u _ L., + L7 u
L Go) = Iy + - () + <Lg1u - g“—g“l> h(om) @19
a, 2 a,

Onde os termos Ly, € Lg;,, sdo informagdes da fuga no contorno, definidos a partir de
condi¢des de continuidade entre nodos imediatamente vizinhos, e L7, representa a fuga

média transversal, definida pela combinacéo linear de correntes transversais parciais.

1 _ _ _ _
D= ) U +Tam) - e + Tl (2.20)

n=v,w n

Os coeficientes de ajuste de ordens superiores (c3g, € ¢y, ) Sd0 determinados
através de relacdes de ortogonalidade entre polindmios de base e segundas derivadas.
Ao resolver o problema a dois de grupos de energia, empregando-se como aproximacao
para o fluxo médio transversal uma expansdo de terceira ordem, os coeficientes c3g,
vém naturalmente da solucdo de um sistema matricial 2x2. Quando a expansao de
quarta ordem € usada como aproximacao, um sistema matricial 4x4 é encontrado, para a
definicdo de c3g, € cig, - Por caracteristicas de paridade ligadas a ortogonalidade, o
sistema 4x4 degenera-se em dois sistemas 2x2, permitindo a identificacdo de cada um

dos coeficientes de ajuste de ordens superiores, c37,, € c4g, , de maneira independente.
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CAPITULO 3
Funcdes de base do NEM

Analisadas as etapas do NEM (FINNEMANN et al., 1977), um formalismo para
generalizacdo do conjunto de funcdes de base é apresentado como primeira etapa de
contribuicdo da tese a extensdo do método a quaisquer ordens.

Ao longo do presente capitulo é conduzida a analise detalhada dos polinémios
tradicionais do NEM, bem como uma breve introducdo ao Método de Galerkin, o
primeiro dos Métodos dos Residuos Ponderados, aplicado ao problema de valor de

contorno.

3.1. Método de Galerkin

De acordo com FINLAYSON e SCRIVEN (1966), o Método de Galerkin,
formulado em 1915 pelo matematico russo Boris Grigoryevich Galerkin, foi o primeiro
e principal método que compde a familia dos “Métodos dos Residuos Ponderados”.

A denominacdo Métodos dos Residuos Ponderados foi cunhada em 1956 por
Stephen Harry Crandall, professor do curso de Engenharia Mecéanica do Massachusetts
Institute of Technology (MIT). Crandall, observando a mesma caracteristica do Método
de Galerkin em varios outros métodos (Método Integral, Método dos Subdominios,
Método dos Minimos Quadrados, Método de Colocacdo, Método dos Momentos, etc.),
propde agrupa-los em uma mesma familia (FINLAYSON; SCRIVEN, 1966).

Resumidamente, os Métodos dos Residuos Ponderados podem ser entendidos
como ferramentas tedricas desenvolvidas para identificar uma solu¢do aproximada
Y(x), capaz de exibir o mesmo comportamento global da varidvel dependente ¢ (x)
para um problema de valor de contorno, dentro de um dado dominio espacial . A
forma aproximada ¥ (x) deve satisfazer as condi¢des de contorno do problema original
(FINLAYSON; SCRIVEN, 1966; SALIH, 2016). Como y(x) é uma aproximacdo a
solucdo esperada ¢(x), falha em satisfazer ao problema original, causando um erro

denominado “residuo”, Res(x). Com a incapacidade natural da solucdo aproximada
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Y(x) em representar a distribuicdo local esperada, Galerkin (LINDGREN, 2009;
FINLAYSON, 2014) sup6s entdo, atendidas as condigdes de contorno, um formalismo
matematico no qual a solugdo aproximada produza o mesmo efeito médio global da
solucdo esperada. Para isso, a existéncia de uma fungdo ponderadora, denominada
“funcdo-peso”, supostamente capaz de anular os efeitos do residuo (SALIH, 2016).

Seja a equacéo,

L(p(x) + f(x) = 0,x € D. (3.1)

Onde ¢(x) é a solucdo esperada do problema e f(x) uma funcdo conhecida, dentro do
dominio D. Seja £ o operador diferencial que transforma ¢ (x) dentro desse mesmo
dominio, de modo a estabelecer uma relagcdo com f(x).

Considerando que ¥(x) seja uma solucdo que atenda as condigdes de contorno
do problema e aproxime o comportamento geral da solucdo esperada ¢ (x) dentro do

dominio desse mesmo problema, sua introducdo na equacdo original (Equacdo 3.1)

produz um desvio do comportamento esperado, o residuo (Res(x)). Entdo,

L(t/)(x)) + f(X) = Res(x), Res(x) # 0,x € D. (3.2)

Procura-se, em um sentido médio, anular os efeitos do residuo Res(x) no

dominio do problema:

f w(x)Res(x) dx = 0. (3.3)
D

Onde w(x), a funcdo-peso, impde uma ponderacdo a distribuicdo do desvio que a
solucdo aproximada guarda da esperada, ao longo da dimensdo do problema, de tal
modo que torne nulo o efeito resultante dessa distribui¢do. Logo, conclui-se que tdo
mais eficaz serd a forma aproximada, qudo melhor escolhida for a funcdo-peso
(FINLAYSON; SCRIVEN, 1966).
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Considerando que a solugdo aproximada ¥ (x) seja uma combinacdo linear de
termos N;(x) de um conjunto finito de funcGes de base; ou seja, de termos pertencentes
a um conjunto linearmente independente de fungdes analiticas previamente definidas,

denominadas “funcdes-tentativa”,

I

PO = ) el (3.4)

i=1

A independéncia linear assegura ao conjunto de funcgdes-tentativa a condigéo
suficiente e necessaria a formacdo de uma base funcional, dentro do universo de
solugbes possiveis ao problema. Tradicionalmente, polinémios e funcOes
trigonométricas representam as formas mais comuns de fungdes-tentativa empregadas
na Fisica. Porém, outras formas analiticas convenientemente escolhidas podem ser
assumidas, desde que atendam os requisitos para a formacdo de uma base funcional e
atendam as condi¢bes de contorno do problema de valor de contorno original
(LINDGREN, 2009).

3.2. Polindbmios ortogonais

Polinbmios ortogonais sdo formas de fungdes-tentativa convenientes pois, por
serem ortogonais, sdo intrinsecamente linearmente independentes e variam de forma
suave em intervalos tipicos. (SALIH, 2016).

A propriedade de ortogonalidade entre os polindmios p, (x) de uma familia

ortogonal pode ser expressa atraves da relacao:

1

X1 — Xp

(9 (), pn () = f WP () Pr(X)dx = €084 (35)

Onde W(x) representa a funcdo-peso caracteristica associada a familia ortogonal

considerada e &y, é o0 delta de Kronecker.
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3.3. Polindbmios de ordens superiores

Devido a ampla gama de aplicacfes em problemas da Fisica e da Matematica, 0s
polindmios de Legendre, P,(x) (x € [—1,1]), sdo os mais utilizados dentre as varias
familias ortogonais (ABRAMOWITZ; STEGUN, 1970). Logo, a investigacdo de uma

possivel relagdo com as funcbes de base do NEM faz-se necessario.

3.3.1. Polindbmios ortogonais e 0 NEM

Os primeiros seis elementos do conjunto de polinbmios de Legendre em sua

forma trasladada (“shifted ), P; (x) (x € [0,1]), sdo apresentados:

P =1, (3.6.1)
P(x) =2x —1, (3.6.2)
Py (x) = 6x% — 6x + 1, (3.6.3)
P;(x) = 20x3 —30x% + 12x — 1, (3.6.4)
P, (x) = 70x* — 140x3 + 90x2 — 20x + 1, (3.6.5)
P:(x) = 252x° — 630x* + 560x3 — 210x2 + 30x — 1. (3.6.6)

A comparacdo com as funcdes de base do NEM (FINNEMANN et al., 1977),

resulta que:

ho =Py, (3.7.1)
hi(x) = Py (x), (3.7.2)
hy(x) = —P; (x). (3.7.3)

A variante basica do NEM, apresentada na Equagdo (2.12), pode ser reescrita
usando polindmios de Legendre. Os polinbmios de ordens superiores (n > 2)
apresentados no artigo de FINNEMANN et al. (1977) diferem totalmente dos
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respectivos polindmios de Legendre. Porém, é consistente afirmar que os polinbmios de

Legendre fundamentam a base funcional do NEM.
7,m Fmp* 1 1,m 7,m * Am 1 7,m 7,m *
l/)gu (v) = d)g Py + E (lpgur - lpgul)Pl (v) - [¢g - E (wgur + 11ljg1,tl)] P ) (3.8)

Algumas das propriedades dos polindmios ortogonais de Legendre em sua forma
transladada sdo destacadas (ABRAMOWITZ; STEGUN, 1970):

Wp(x) =Wp =1,x €[0,1], (3.9.1)

(P (x), P (x)) = (3.9.2)

2k+16j"'

Onde Wp representa a fungdo-peso caracteristica da familia de polinbmios ortogonais de

Legendre.

3.3.2. Restri¢es matematicas

Uma vez que os trés primeiros termos do conjunto de funcbes de base do NEM
satisfazem as condicdes de consisténcia (Equacédo 2.6) e de contorno (Equactes 2.10.1 e
2.10.2), esgotam-se as condicdes naturais disponiveis ao problema, restando aos termos

(polinbmios) de ordens superiores restricdes matematicas derivadas das condicdes ja

atendidas.
hn(”)lv:o = hn(v)lvzl =0, (3101)
e
1
fhn(v)dv =0,vn # 0. (3.10.2)
0
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A combinacgdo dessas restricdes possibilita estabelecer um formalismo para a
generalizacdo dos polindmios de ordens superiores, atraves das definicbes de forma
polinomial e de coeficientes associados. Tais definigdes derivam-se de condicdes de
nulidades e de ortogonalidades, respectivamente.

As condicBes de nulidade possibilitam estabelecer a caracteristica comum a
todos os polindmios de ordens superiores: imposicao de raizes no contorno. No caso de
polinbmios de graus impares, existe ainda a caracteristica adicional de possuirem raiz
no ponto central do nodo. A forma caracteristica fundamental serd acrescido um
polindmio auxiliar, cujo grau complementa a forma polinomial necessaria & ordem em
pesquisa.

As condicbes de ortogonalidade possibilitam determinar os coeficientes
associados ao polindmio auxiliar, parte do formalismo necessario a generalizagcdo dos

polinbmios de ordens superiores.

Nulidade no contorno do nodo — para todos os polindmios de ordens superiores (n > 2).

v(v—1) (3.11)

Nulidade no centro do nodo — para todos os polinbmios de ordens impares, devido a

H 1 ;. .
troca de sinal em torno do ponto central do nodo (v = 3 ), no dominio considerado.

v —1) (3.12)

Entéo, a forma dos polindmios de ordens superiores h,,(v) pode ser escrita:

¢, v(1 = v) fpn—2(v), para valores pares de n,
hn(v) = (3.13)
c,v(1 —v)(2v — 1)f, ,_3(v), para valores impares de n.

Onde os c, séo coeficientes arbitrarios e os f,, . (v) sdo o polindmios auxiliares.
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1,sek =0,

an;v/, k> 0,v€[0,1].
=0

(
|

for@) = !I (3.14)
\

Ortogonalidade ao polindmio fundamental — relacdo de ortogonalidade que expressa

matematicamente a condicdo de consisténcia.

(ho, hy(¥)) = 0,n # 0 (3.15)

Ortogonalidade entre polinémios de ordens superiores - garantia de independéncia

linear do conjunto.

(hy(V),h,,(v)) =0,k #n (3.16)

3.4. Extensao do conjunto de funcdes de base

A existéncia das restricbes matematicas torna possivel o estabelecimento de um
formalismo matematico capaz de gerar adequadamente polinbmios de ordens superiores
de quaisquer ordens.

Propde-se que o fluxo médio transversal z/?_g; (v) possa agora ser aproximado por
uma expansao teoricamente ilimitada, a partir de um conjunto de infinitos termos que
formam a nova base funcional extendida, truncada apenas por requisitos praticos,
distintamente da formulacéo tradicional do NEM (FINNEMANN et al., 1977).

N
PR ) = 5P + ) el b @) (3.17)
n=3
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Onde o termo 1/_)3;(2) (v) refere-se a solucdo de baixa ordem (Equacdo 2.12); ou seja, a

variante basica do NEM. Enquanto que o termo subsequente representa a expansao em

polinGmios de ordens superiores, a serem identificados.

Os resultados obtidos através do formalismo estabelecido, exemplificados
através de expansOes de até décima ordem, encontram-se disponibilizados na Tabela 1.
A descricdo detalhada dos calculos para cada uma das ordens consta do Apéndice A.

Comparacgdes entre os polindmios de ordens superiores apresentados no artigo
de FINNEMANN et al. (1977), h,,(v), e polindmios obtidos através do formalismo de
generalizacdo estabelecido, k,(v), conduzem & conclusdo de que os coeficientes c,,,
pertencentes a definicdo dos h,(v), devem todos possuir um mesmo valor: 6. Esse
nimero esta associado ao polindmio dominante da variante basica do método,
repetindo-se nas componentes de ordens superiores como caracteristica do método.
Porém, mais que isso, deve ser entendido como o DNA associado a familia de

polinémios ortogonais utilizada... No presente caso, a familia “Legendre”!

3.5. Analise das funcgdes de base

Definidos os polindmios de ordens superiores, encontram-se listados na Tabela 2
os resultados das relacdes de ortogonalidade entre as funcdes de base. Nessa tabela
encontram-se representados dois grupos polinomiais distintos a saber: variante basica

(0 < n < 2) eordens superiores (n > 3), onde é possivel observar:

- Simetria em relacdo a diagonal principal;

- Condicao de consisténcia, caracterizada na primeira linha;

- Ortogonalidade entre polinbmios de baixa ordem;

- Ortogonalidade entre polinbmios de ordens superiores;

- N&o-ortogonalidade entre polinémios de ordens superiores impares e pares e

0s de primeira e segunda ordens do grupo de baixa ordem, respectivamente.

Embora o conjunto de fungdes de base ndo preserve relagOes de ortogonalidade

entre todos 0s seus elementos, esse conjunto € linearmente independente. Essa
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propriedade pode ser verificada através do Wronskiano do conjunto de func¢Ges de base,

dentro do dominio espacial do problema.

w({h,(»}) =0, ve[01]. (3.18)

Esse resultado assegura que o conjunto de funcBes de base é capaz de gerar solucbes
possiveis ao problema considerado.

Tabela 1 — Extenséo das func¢des de base de ordens superiores.

hn,(v)

Cn

3 v(1l—-v)2v—-1)
4 v(1—v)(5v? —5v+1)

5 v(1—v)Qv—-1)(6v? —6v +1)

308 . 616 . 419 111
6 v(l—v)(gv‘*— 9v3+ 9172— 9v+1)
143 286 . 187 . 44
7 v(l—v)(Zv—l)( 3 vt — 3 v3 + 3 vz—?v+1)
5265 15795 18421 . 10517 . 3028 . 402
8 1— ( 6 __ 5 4 3 2 1)
v =) {5V 18 "t 18 7 8 UtV vt
9  w(1—v)(2v— 1)4420° — 13265 + 1521v* — 83203 + 221v% — 26 + 1)
a )(28424 o 11369 , 188479 . 167501 . 86179 ,
10””10” 10 " 10 7 10 " 10 '
25835 ;4300 , 350 +1)
10 ° 10" "107
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Tabela 2 — Ortogonalidade entre fungdes de base.

f Wphy, (V)h, (V) dv
0

" 1 2 | 3| 4|5 |6 | 7|8 | 9|10
0 0 0 o | o] o] o] o 0 0 0
1 o I I R e T I R I A
2 0 : 0 | | 0 || 0 || 0 |-
3 : o | = | 0 0 0 0 0 0 0
4 0 | =] 0 | =] 0 0 0 0 0 0
5 <] 0 0 0 | s | O 0 0 0 0
6 0 | -5 | O 0 0 | o | O 0 0 0
7 — | 0 0 0 0 0 || O 0 0
8 0 || O 0 0 0 0 || O 0
9 | 0 0 0 0 0 0 0 | 50| O
10 0 [-s| O 0 0 0 0 0 0 | o

37




CAPITULO 4

Novas equacoes nodais

Efetivamente, a primeira etapa para a generalizacdo do NEM pode ser definida
como o estabelecimento de um formalismo para generalizagdo do conjunto de fungoes
de base. Tal formalismo encontra-se descrito e fundamentado ao longo do Capitulo 3.
Como segunda etapa a generalizacdo do método procede-se o desenvolvimento das
equacdes nodais, com idénticas consideracdes e equagdes neutronicas observadas no
NEM (FINNEMANN et al., 1977), conforme apresentadas no Capitulo 2.

4.1. Extensdo das equacdes nodais

Tal como no artigo de  FINNEMANN et al. (1977), efetivamente, o primeiro

conjunto de equacdes a ser definido contempla equacGes para correntes de saida: f;ﬂ'i e
[ . Para isso, tal como no Capitulo 2, a expansdo polinomial, agora generalizada, é
utilizada como aproximacdo ao fluxo medio transversal 1/_;;’,‘4(17), introduzido nas

equac0es de acoplamento (Equacdo 2.4) para definicdo das componentes de saida.

N
Yo (v) = Z ey by (), v =u/al, v € [0,1]. 4.1)

n=0

A introducédo da aproximacao para 1/7;’,3 (v) nas equacdes de acoplamento

_ _ _ d -
]ghs = 517; — Jgus = _Dg‘z @lpgb(u) o (2.4)
u=ul

permite estabelecer as novas equagdes para as correntes de saida, agora na forma

generalizada.
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I K
]gul Ogud)g + Algu]glyll 2gu ]gur - r’?gu Z ngi—l)gu + ATgu Z ngk)gu ’ (421)

i=2 k=2
e
I K
]3-$ = AOgu ¢g + AZgu]gul 1gu]g$ + ASQuZ C(n;i—l)gu + ATgu Z Cgrzlk)gu . (422)
=2 k=2

Esse conjunto de equacdes explicita as correntes de saida, para o0 nodo genérico m, em
funcéo de: fluxo nodal, correntes parciais de entrada e coeficientes de ajuste associados
exclusivamente aos polindmios de ordens superiores, na forma de somatérios com

segregacéo de paridades.

A decomposicdo das correntes liquidas, presentes na equacdo de balanco nodal
(Equagéo 2.2), em componentes parciais, possibilita substituir as componentes de saida
por suas representacdes recém obtidas (Equacgdes 4.2.1 e 4.2. 2), estabelecendo a forma
generalizada para a equacdo de balanco nodal. Essa forma generalizada passa agora a
apresentar contribuicdes de fluxos, correntes e coeficientes de ajuste de ordens

superiores exclusivamente pares.

G

tg gm ogu | Y9 ag’ keff 9°%fg" | *9'

I

u=xy,z g'=1
(4.2.3)
K
z { Ogu gt?ll +]g ) Z C(Zk)gu]l
U=x,y,Z =2

Onde os indices I e K, utilizados nas trés Ultimas equacBes apresentadas, possuem

relacdo direta com N, que representa a ordem da expansdo considerada.

NIZ

- [ =K, para N par.
J (4.2.4)
I

— [ = K+ 1,para N impar e maior que 3.
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Os coeficientes A7, apresentam idénticas definicdes aquelas presentes no NEM

em sua forma convencional (Equagdes 2.17.1 a 2.17.5).

4.2. Termo de fuga e coeficientes de ordens superiores

Conforme informado previamente, o termo de fuga transversal L7}, (u) ndo se
constitui em objetivo do presente estudo. Logo, a aproximacao quadratica, amplamente
utilizada em aplicagcbes do NEM e indicada por SMITH (2021) como ainda a melhor e
mais precisa forma de aproximacdo, € mantida com as mesmas definicdes apresentadas

no Capitulo 2.

A introducdo de expansdes polinomiais como aproximacdes aos termos de
fluxo médio e fuga transversais (¥, (v) e Ly, (v), respectivamente) na equagéo da
difusdo de néutrons transversalmente integrada, representa, aos olhos do Método de
Galerkin (Capitulo 3, item 3.1), o termo residual (Res(v), v € [0,1]).

(4.3)
G N
Z ( >Z Crg'u h,(v) + Z al., hy(v) = Res(v)
k err
g = =
Permanecendo na formulacdo de Galerkin tem-se que:
fW(v)Res(v) dv =0. (4.4)

Com isso, a aplicacdo do Método de Galerkin (FINLAYSON, 2014) na equacdo da
difusdo de néutrons transversalmente integrada utilizando a forma polinomial
generalizada como aproximacdo ao fluxo meédio transversal (Equacdo 4.3), permite

observar dois termos caracteristicos:
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1 N 1
fW(v) Yo (v)dv = z e f Wph, (V)h,(v) dv, (4.5.1)
0 n=0 0

1 1 ~
z - _d%h,
j W) @y = Y b, f Wehi (v) 3 2 dv. (45.2)
0 n=0 0

Onde W(v) representa a funcdo-peso efetiva, a qual, no caso presente, incorpora
informacdes de duas fungdes de ponderacdo: Wp, a funcdo-peso associada a familia de
polinémios ortogonais de Legendre (Equacdo 3.9.1), e h,(v), a funcdo-peso associada
ao Método de Galerkin, extraida diretamente do conjunto de func¢des de base.

W(U) = Wpi\lk (v) (46)

Os resultados para a Equacdo (4.5.1) encontram-se disponiveis na Tabela 2, enquanto

que os resultados para a Equacéo (4.5.2) encontram-se na Tabela 3.

O conhecimento prévio das informacgdes geométricas e materiais do problema,
das condicGes de contorno associadas a equacdo transversalmente integrada, do
conjunto de fungdes de base que aproxima a solucédo e da familia de funcdes analiticas
que fundamentam esse conjunto, onde as relacbes de ortogonalidade retornam apenas
nameros, possibilita que, com o emprego dos Métodos dos Residuos Ponderados, 0s
coeficientes de ajuste de ordens superiores da expansdo aproximadora tornem-se as
incognitas de um sistema de equacdes lineares de ordem (N — 2)G x (N — 2)G. Como
para 0 NEM ndo h& cruzamento entre polinbmios de ordens pares e impares, esse
sistema se degenera em dois outros sistemas, cada um com a metade da ordem do
sistema original. Dai o comentario no fim do item 2.3 (Termo de fuga e coeficientes de

ordens superiores) do Capitulo 2, onde, considerando aproximagdo quartica (c3y, e
Cagy) @ dois grupos de energia, o sistema 4x4 de equacOes degenera-se em dois

sistemas 2x2.
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Os processos de ponderagéo da equagéo de difuséo de néutrons transversalmente

integrada e definicdo dos coeficientes de ordens superiores (SILVA, 2020) encontram-

se detalhadamente apresentados no Apéndice B.

Tabela 3 — Ortogonalidade entre fungdes de base e segundas derivadas.

1 ~
__d%h,
thk(v) ) dv
0
n
) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 0 0 | -12 0 -12 0 -12 0 -12 0 -12
1 0 0 0 -12 0 -12 0 -12 0 -12 0
2 0 0 0 0 12 0 12 0 12 0 12
36 36 6
3 0 0 0| —— 0 —-— 0 —E 0 -— 0
5 35 55
4 0 0 0 0 —ﬁ 0 —@ 0 —E 0 —E
7 21 33 143
36 108 18
5 0 0 0 - 0 - 0 —9 0 - 0
35 35 7 55
148 74 222
6 0 0 0 0 —Q 0 - 0 - 0 -
21 63 99 715
106 106
7100 o] 2] o _6 0 |—=21] 0o [-=1| o
7 7 63 165
10 74 134 402
8 0 0 0 0 —-—— 0 - 0 - 0 ——
33 99 99 715
6 18 106
9 0 0 0 - 0 —-— 0 - 0 —5—8 0
55 55 165 55
18 222 402 126
10| 0 0 0 0 - 0 - 0 - 0 -
143 715 715 143

42




CAPITULO5

Analises qualitativas

5.1. Considerac0es gerais

Em seu artigo “Interface current techniques for multidimensional reactor
calculations”, FINNEMANN et al. (1977) utilizaram expansfes de até quinta ordem
como aproximagdes ao fluxo médio transversal (1/7% (u)) e de até segunda ordem para
os termos de fugas transversais (L7, (u)). Nesse artigo foram investigados dois
“benchmarks” bidimensionais classicos: IAEA e LRA. Os resultados encontrados
indicaram como as melhores aproximacdes: segunda ordem para os termos de fugas
transversais (B2, na notacdo utilizada) e de quarta ordem com ponderagdo do tipo
momentos (M, ) e quinta ordem com ponderacéo tipo Galerkin (Gs) para o fluxo médio
transversal. Apesar da aproximagdo G3;B? ter fornecido resultados mais precisos que

M,B?, Ié-se no artigo:

“The results for both problems suggest that moments weighting is preferable to

Galerkin weighting...”

Em consequéncia dessa suposta contradicdo, e de ndo haver comentario que a
possa fundamentar, as aproximagdes dos tipos M,B? e G3;B2, escritas na notagdo de
FINNEMANN et al. (1977), definem o ponto de partida para as investigacoes

computacionais no presente estudo.

Desenvolveu-se um programa em linguagem FORTRAN 90, baseado na
infraestrutura computacional em difusdo nodal (SILVA et al., 2010) estabelecida no
PEN/COPPE/UFRJ. Utilizou-se o compilador Microsoft Visual Studio 2008, em
maquina Intel i3-2350M, CPU de 2,30 GHz, RAM de 8 GB e sistema operacional
Windows®7 de 64 bits. Todos os célculos de ponto flutuante foram realizados com
dupla precisdo. Em todas as simulacdes foram utilizadas tolerancias de 1077 e 107>

como critérios de convergéncia para o fator de multiplicacdo efetivo (k.rr) e fluxos

nodais (qSé”), respectivamente, considerando simetria de um quarto de nucleo.
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5.2. Informacoes sobre os “benchmarks”

Para verificar a eficacia das novas expansdes de ordens superiores apresentadas,
foram realizadas simulagdes computacionais de “benchmarks” bi e tridimensionais
amplamente utilizados na literatura: IAEA, LRABWR e BIBLIS. Todas as simulagdes
objetivaram testar a generalizagdo do NEM exclusivamente para célculos em “malhas
grossas”. Por esse motivo, as dimensfes dos nodos foram assumidas iguais a largura do
elemento combustivel; ou seja, em configuragdes de um nodo por “assembly” (1x1).

Nas simulagdes foram consideradas expansdes polinomiais de até décima ordem.

Conceitual e resumidamente, um “benchmark” baseia-se em um conjunto de
informacdes associadas ao nucleo de um reator real ou hipotético, com caracteristicas de
um problema de particular interesse, visando comparar eficiéncia e/ou eficicia de
distintas ferramentas, técnicas ou metodos de solucdo. Supde-se que, preferencialmente,
os “benchmarks” destinam-se a comparac6es dentro de uma mesma classe de métodos
de solucdo ou categoria de ferramentas. Porem, uma vez considerados adequados, ndo
ha impecilhos a possiveis investigacdes com outras classes ou categorias.

Os “benchmarks” considerados no presente estudo sdo comumente utilizados em
publicacOes referentes a “métodos de malha grossa”. Porém, é importante salientar que

0s casos IAEA e BIBLIS destinam-se originalmente a calculos em “malhas finas”.

Todos os valores utilizados como referéncias comparativas foram gerados a
partir de célculos em “malhas finas” com emprego do Metodo de Diferencas Finitas
(ALVIM, 2007).

Em cada um dos “benchmarks” considerados é apresentado breve conjunto de
informacGes, contendo indicacdes das referéncias utilizadas por fontes de dados do
problema e de resultados para referéncias comparativas. As descricdes geométrica e

materiais de cada “benchmark” encontram-se disponiveis no Apéndice C.
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5.2.1. IAEA-2D

De acordo com MULLER e WEISS (1991), o “benchmark” IAEA-2D
caracteriza um problema altamente simplificado representativo de um LWR a dois
grupos de energia. Consiste de um nucleo com duas zonas radiais de carregamento,
contendo 177 elementos combustiveis homogeneizados com 20 cm de largura cada um
deles, cercado por 20 cm de espessura de material refletor (agua), com condicdo de
contorno do tipo “vacuo”. Severas perturbacdes sdo causadas pelas presencas de barras
de controle e pelos gradientes de fluxo térmico na interface nucleo-refletor.

As informacbes geométricas e das secbes de choque foram extraidas do
“Benchmark Problem Book, Supp.2” (ARGONNE CODE CENTER, 1977), pégina 437
(ID.11-A2), e encontram-se no Apéndice C. O problema IAEA-2D deriva do problema
IAEA-3D, representando a configuracao radial a meia altura da dimenséo axial. Trata-se
de um problema caracteristico para “malhas finas”.

O conjunto das referéncias comparativas foi definido a partir dos resultados de
PESSOA et al. (2016), com malha de 0,50 cm de largura.

5.2.2. LRABWR-2D

De acordo com CHRISTENSEN (1985), o “benchmark” LRABWR-2D é um
modelo simplificado de um BWR a dois grupos de energia. Consiste de um nucleo com
duas zonas radiais de carregamento, contendo 312 elementos combustiveis
homogeneizados com 15 cm de largura cada um deles, circundado por 30 cm de
espessura de material refletor (dgua), com condi¢cdo de contorno do tipo “fluxo nulo”.
As barras de controle estdo presentes em grande parte dos elementos combustiveis
carregados. Acarretando severas perturbacdes no fluxo local, produzindo um problema
de consideraveis dificuldades de solucéo.

As informacgdes geométricas e secdes de choque para esse problema foram
extraidas do “Benchmark Problem Book, Supp.2” (ARGONNE CODE CENTER,
1977), pagina 548 (BBS-14), e da publicacdo de KIM (1983), presentes no Apéndice C.

Trata-se de um problema caracteristico para “malhas grossas”, com secdes de

choque convenientemente geradas para isso.
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O conjunto das referéncias comparativas foi apresentado por KIM (1983), obtido

a partir de resultados para “malhas finas” com largura de 0,75 cm.

5.2.3. BIBLIS-2D

De acordo com MULLER e WEISS (1991), o “benchmark” BIBLIS-2D é um
problema representativo de um PWR real, a dois grupos de energia, com um
carregamento de nucleo do tipo “tabuleiro de xadrez”. O nucleo é formado por 193
elementos combustiveis homogeneizados e de sete composicoes distintas, cada um deles
com largura igual a 23,1226 cm. O ndcleo é circundado por um refletor homogeneizado,
composto da mistura de materiais estrutural (“baffle”) e refletor, de espessura idéntica a
largura dos elementos combustiveis. Devido a sua natureza mais realista, esse caso é
considerado um desafio aos métodos de malha grossa.

As informacdes geométricas e secdes de choque foram extraidas do artigo de
NAKATA e MARTIN (1983) e encontram-se no Apéndice C. Apesar dos claros
indicios de que as se¢des de choque foram convenientemente geradas, trata-se de um
problema originalmente proposto para calculos em “malhas finas”. O conjunto das
referéncias comparativas foi disponibilizado por SHOBER (1978), sem mencdo a

origem mas com a ressalva de possuirem restricbes comerciais de confidencialidade.

5.2.4. IAEA-3D

O “Problema LWR Tridimensional”, também conhecido como “Benchmark 3D
IAEA”, foi proposto originalmente por B. Micheelsen (RIS@) para o “Panel on Reactor
Burn-up Physics”, realizado em Viena, no periodo de 12 a 16 de julho de 1971. O
problema IAEA-3D é uma montagem cilindrica de 380 cm de altura, onde o plano
radial & meia altura do nucleo constitui-se no “benchmark” IAEA-2D.

As informacOes geométricas e se¢bes de choque foram extraidas do “Benchmark
Problem Book, Supp.2” (ARGONNE CODE CENTER, 1977), pagina 277 (BSS-11), e
encontram-se no Apéndice C. Trata-se de um problema proposto para “malhas finas”.

O conjunto das referéncias comparativas foi definido a partir dos resultados
gerados pelo programa VENTURE (VONDY et al., 1975), com emprego da técnica de

extrapolagéo para infinitos pontos.

46



5.2.5. LRABWR-3D

De acordo com KOTCHOUBEY (2015), o estudo cinético do LRA
(“Laboratorium fir Reaktorregelung und Anlagensicherung”) foi estabelecido
originalmente como um problema bidimensional, com simetria de um quarto de nicleo.
SMITH (1979) estendeu o caso para trés dimensdes com ejecdo de quatro barras de
controle e, em outro cenario transitorio adicional, com a ejecdo de apenas uma.

As informagBes geométricas e secBes de choque para esse problema foram
extraidas do “Benchmark Problem Book, Supp.2” (ARGONNE CODE CENTER,
1977), pagina 548 (BBS-14), e da publicacdo de KIM (1983), presentes no Apéndice C.

Trata-se de um problema caracteristico para “malhas grossas”, com se¢des de
choque convenientemente geradas para isso.

O conjunto das referéncias comparativas foi apresentado por KIM (1983), obtido

a partir de resultados para “malhas finas” com largura de 0,75 cm.

5.3. Analises qualitativas

No presente estudo serdo considerados como parametros de analise: o desvio
relativo do fator de multiplicacdo efetivo (Ak,sf), os valores maximo e médio dos erros
relativos absolutos nas distribuicdes de poténcia normalizadas (APyux € APpeq.
respectivamente). A andlise de tais parametros possibilita identificar a ordem de
expansdo e o esquema de ponderacdo mais adequados ao caso em consideracdo. Antes
de proceder as simulacdes, faz-se necessario definir cada um dos mencionados

parametros.

Erro relativo do fator de multiplicacéo efetivo (Ak,):

keff _ kref

— eff
Akerr = —kTef (5.1)

eff

Onde os valores para Ak, sdo fornecidos em pcm, que significa “por centena de

milhar” (1 pcm = 107°).
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Méaximo erro relativo absoluto na distribuicdo de poténcia normalizada (APpyqy):

P, — P
Pref

m

APm = - APMax = max{IAPmI}. (52)
m

Média dos erros relativos absolutos para a distribuicdo de poténcia normalizada
(APMed):

M
1
APyyeq = 1 Z AP, I. (5.3)
m=1

Onde o subscrito m refere-se a identificacdo sequencial dos elementos combustiveis e

M é o nimero total de elementos de combustiveis presentes na configuracdo do ndcleo.

Fator de desvio (&g):

Fator de desvio € a ordenada da fungédo de forma da distribuicdo do parametro de
analise B sob verificacdo, associada a ordem da aproximacdo para uma dada fungéo-
peso. Como o fator de desvio é um indice absoluto (g € [0,1]), quanto menor seu

valor mais preciso o resultado em consideracao.

1Bl 1821 1B

.BMax ’ .BMax ’ .BMax

B ={B1,B2 B} — &g = { "'}:.BMax = mKaX{l,B;cl} (5.4)

Nas Figuras de 4 a 13 sdo apresentadas as distribuicdes de fator de desvio para

os parametros de analise (Ak.fs, APygay € APyeq), COnsiderando expansdes de até

décima ordem para os tipos de ponderacdes consideradas. No presente estudo, o

parametro APy,.4 € 0 indicador da qualidade dos resultados obtidos.
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o Fatorde desvio

Fator de desvio

Momentos

_— APMax
""" A‘PMea:;!
5 6 7 8 9 10
Ordem da expansao
Figura 4: Problema IAEA-2D — Peso momentos.

Galerkin
—APMax
"""" APMed

5 6 7 8 9 10

Ordem da expansao

Figura 5: Problema IAEA-2D — Peso Galerkin.
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Fator de desvio

Fator de desvio

Momentos

4 5 6 7 8 9 10

Ordem da expansao

Figura 6: Problema LRABWR-2D — Peso momentos.

Galerkin
Akeff
APMax
""" A‘PMed
5 6 7 8 9 10

Ordem da expansao

Figura 7: Problema LRABWR-2D — Peso Galerkin.
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Momentos

1
L
g
T — Bkesy
1]
E _— 1'ﬂ'pi'.-ﬂ'lsuc
2
IE """" APML‘d
0
4 5 6 7 8 9 10
Ordem da expansdo
Figura 8: Problema BIBLIS-2D — Peso momentos.
Galerkin
ol
=
% APM‘ax
gl APy
0

5 6 7 8 9 10

Ordem da expansao

Figura 9: Problema BIBLIS-2D — Peso Galerkin.
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Momentos

1
2
2 / z
3 — Dkey
m ¥
E AP Max
2
4 APpea
0
4 5 6 7 8 9 10

Ordem da expansao

Figura 10: Problema IAEA-3D — Peso momentos.

Galerkin

'
- =
o — Bkess
o e
% ’,"' APMax
-lg 2 APMed
[T

0

5 6 7 8 9 10

Ordem da expansao

Figura 11: Problema IAEA-3D — Peso Galerkin.



Fator de desvio

Momentos

4 5 6 7 8 9 10

Ordem da expansao

Figura 12: Problema LRABWR-3D — Peso momentos.

Fator de desvio
=

o

Galerkin
—_— Akeff
APMax
“““ APM‘eci
5 6 7 8 9 10

Ordem da expansido

Figura 13: Problema LRABWR-3D — Peso Galerkin.
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Como no presente estudo utiliza-se unicamente a forma quadratica como
aproximagcdo ao termo de fuga transversal, L7, (v), doravante essa informagdo seguira
implicita. Com isso, apenas a ordem da expansdo e a fungdo-peso utilizadas na
verificacdo da aproximacdo ao fluxo medio transversal, 117% (v), serdo mencionadas. A
notacdo adotada compde-se de dois campos alfanuméricos apenas: uma letra maidscula,
explicitando a funcdo-peso utilizada (M ou G), seguida de um namero, que representa a
ordem da expanséo (N). Logo, considerando a notacdo em FINNEMANN et al. (1977),
M,B? torna-se M4.

Considerado APy, 0 parametro de analise mais representativo da qualidade dos
resultados, apresenta-se na Tabela 4 as aproximacdes consideradas as mais precisas para

cada conjunto de simulagdes.

Tabela 4 — AproximagBes mais representativas para ¥}, (v), por fungéo-peso.

Funcbes-peso
“Benchmarks”
Momentos | Galerkin

IAEA-2D M5 G5
LRABWR-2D M6 G8
BIBLIS-2D M5 G6
IAEA-3D M4 G5
LRABWR-3D M6 G8
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CAPITULO 6

Analises quantitativas

6.1. Comparagdes numéricas

A fim de verificar possiveis vantagens na utilizagdo das novas expansfes de

ordens superiores, sdo confrontados resultados dos parametros de analise (Ak.yr, APyqy

e AP,.q) para essas aproximacdes (Tabela 4) aqueles gerados pela aproximagdo M4,
tradicionalmente utilizada por usuarios do NEM. Conforme justificado no Capitulo 5,
APy.q €0 pardmetro de analise escolhido para indicar a aproximagdo mais conveniente.

E comum em Fisica de Reatores comparaces dos tempos de execucio (Atgye)
necessarios ao computo dos casos. Essa informacgédo é também disponibilizada junto ao
conjunto de parametros de analise dos casos simulados.

Nos mapeamentos das distribuicbes de desvio relativo de poténcia nodal
normalizada encontra-se o indice abreviado “Ref.”, na definicdo da ordenacgéo
sequencial dos resultados para cada nodo. O referido indice alude o valor de poténcia
normalizada utilizado como referéncia comparativa, destacado no topo de cada conjunto
sequencial, enquanto que os resultados sequentes sdo os valores dos desvios relativos
associados as aproximacdes empregadas.

Conforme especificado no Capitulo 5, em todas as simulacdes foram utilizadas
tolerancias de 1077 e 107> como critérios de convergéncia para ks, e fluxos médios
nodais (¢J"), respectivamente.

Todos os célculos foram realizados usando simetria de um quarto de nucleo. No
entanto, por questdes de facilidade de representacdo, os resultados numérios sdo
apresentados usando simetria de um oitavo nucleo.

Entenda-se que a mencdo NEM refere-se explicitamente ao método introduzido
por FINNEMANN et al. (1977), na forma aqui apresentada. Outrossim, que 0s
resultados para todas e quaisquer ordens de aproximacao apresentadas foram calculados
com base na estrutura computacional desenvolvida no PEN/COPPE/UFRJ, a qual
possui caracteristicas estruturais proprias e independentes que a diferem de tantos outros

programas baseados no mesmo método.
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6.1.1. IAEA-2D

Das Figuras 4 e 5, conforme apresentado na Tabela 4, observa-se que as

aproximacdes dos tipos M5 e G5 parecem ser as escolhas mais adequadas ao problema.

Conforme os resultados apresentados na Figura 14, conclui-se que a aproximacdo G5

foi a mais precisa.

Em comparagdo a aproximagdo M4, G5 produziu resultados mais precisos em

68% da distribuicdo de poténcia normalizada e idénticos resultados em 5% dos nodos.

Sendo mais precisa que M4 em 40% dos nodos periféricos (fronteira ndcleo-refletor). O

maximo desvio nessa distribuicdo (AP,4,), Ocorreu na interface combustivel-refletor,

ndo ultrapassando a 1,17%. Houve melhora nos resultados para o fator de multiplicacao

efetivo, com reducéo do Ak, de 7,6 pcm (M4) para 3,0 pcm (G5). As variagdes nos

tempos de execucdo foram despreziveis.

kesp = 1.029575 Ref. 0.5838
M4 0.24
AtE‘xe Akeff APMed APMax M5 -1.54
() (pcm) (%) (%) G5 0.31
valoosl -76 | o 43 L oo 0.4703 | 0.6853 | 0.5959
M5|0.30| 4.0 0.38 1.58 0.26 0.92 0.12
G5 | 0.29| 3.0 0.29 1.17 -0.13] -0.48 | ~1.58
0.38 | -0.28 0.34
1.1935 | 0.9675 | 0.9063 | 0.8451
-0.45 | -0.08 0.23 0.50
0.08 0.17 | -0.43 | -0.86
-0.34 | -0.18 | -0.28 0.26
1.4704 | 1.3459 | 1.1797 | 1.0705 | 0.9746 | 0.6906
-0.46 | -0.48 | -0.31 0.07 0.87 0.49
0.37 0.19 0.16 0 0.05 1.09
-0.23 | -0.30 0.12 0.07 0.49 0.77
1.4362 | 1.4809 | 1.3158 | 1.0704 | 1.0363 | 0.9500 | 0.7347
-0.58 | -0.54 | -0.52 | -0.16 0.01 0.54 1.22
0.44 0.39 0.27 0.37 0.09 -0.14 | -0.29
-0.29 | -0.28 | -0.31 | -0.07 0.04 0.19 0.84
0.7457 | 1.3110 | 1.4548 | 1.2118 | 0.6099 | 0.9354 | 0.9341 | 0.7539
-0.71 | -0.40 | -0.53 | -0.34 | -0.23 0.09 0.49 1.02
0.08 0.69 0.53 0.54 0.05 0.18 | -0.06 0.03
-0.48 | -0.14 | -0.16 | -0.22 0 -0.03 0.21 1.17

Figura 14: Erros percentuais para o “benchmark” IAEA-2D.
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6.1.2. LRABWR-2D

Das Figuras 6 e 7 observa-se que a partir de M6 e G8 encontram-se as
aproximacdes mais adequadas ao problema.

Na Figura 15 observam-se resultados praticamente idénticos para M6 e G8. Em
relagdo a M4, as aproximacdes M6 e G8 forneceram resultados mais precisos em 96%
da distribuicdo de poténcia normalizada e em 100% dos nodos periféricos. O maximo
desvio na distribuicdo de poténcia normalizada (AP,,,,) Ocorreu na regido periférica do
ndcleo, caindo de 2,13% (M4) para 0,33%. Houve melhora significativa nos resultados
para o fator de multiplicacdo efetivo, com reducdo do Ak,¢¢ de 17,1 pcm (M4) para 2,0

pcm (M6 ou G8). Nao ocorreram variagGes significativas nos tempos de execucgéo.

kﬂT = 0.99640 Ref. 1.3332
M4 1.88
Atgye Akeff APpeq APpax M6 0.28
(s) (pem) (%) (%) G8 0.28

M4 0.73 -17.1 0.68 2.13 Z'Jiif 16§§§5 Oé?i§4
M6 0.80 -2.0 0.09 0.33 ~0.13 0.04 0.33
G8 0.90 -2.0 0.09 0.33 ~0.13 0.03 0.33
1.8483 | 2.0480 | 1.6790 | 0.9735

-0.44 -0.22 0.46 1.45

-0.17 -0.16 -0.12 0.11

-0.17 -0.16 -0.13 0.11
0.8635 | 1.1519 | 1.3398 | 1.4204 | 0.9341

-0.32 0.08 0.29 0.24 1.08

-0.08 0.01 0.05 -0.06 0.19

-0.08 0.01 0.05 -0.06 0.19
0.5519 | 0.6776 | 0.8428 | 1.0223 | 1.2203 | 0.8545

-0.71 -0.49 -0.14 0.13 0.20 0.97

-0.13 -0.07 -0.02 0.07 0.02 0.21

-0.13 -0.07 -0.02 0.06 0.02 0.21

0.4237 1 0.4916 | 0.6176 | 0.7822 | 0.9668 | 1.1721 | 0.8284

-0.99 -0.85 -0.68 -0.36 -0.06 0.06 0.85

-0.09 -0.12 -0.08 -0.03 0.07 0.05 0.24

-0.09 -0.12 -0.08 -0.03 0.07 0.05 0.24

0.3992 | 0.4064 | 0.4900 | 0.6698 | 0.9398 | 1.1514 | 1.2802 | 0.8689

-1.33 -1.11 -0.94 -0.82 -0.48 -0.21 -0.16 0.68

-0.05 -0.05 -0.04 -0.07 -0.01 0.07 0.01 0.23

-0.05 -0.05 -0.04 -0.07 -0.01 0.07 0.01 0.23

0.6108 | 0.4403 | 0.4128 | 0.5116 | 0.7902 | 1.3824 | 1.6583 | 1.4808 | 0.9260
-2.11 -1.27 -1.11 -0.82 -0.65 -1.22 -1.00 -0.24 0.68
-0.25 -0.02 -0.05 0 0.05 -0.18 -0.17 -0.09 0.24
-0.25 -0.02 -0.05 0 0.05 -0.18 -0.17 -0.09 0.24

Figura 15: Erros percentuais para o “benchmark” LRABWR-2D.
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6.1.3. BIBLIS-2D

aproximacdes M5 e G6 parecem ser as escolhas mais adequadas ao problema.

Das Figuras 8 e 9, conforme apresentado na Tabela 4, observa-se que as

A inspecdo dos resultados na Figura 16 permite concluir que a aproximacgdo M5

mostrou-se mais interessante que G6. Em relagdo a M4, a aproximacdo M5 produziu

resultados mais precisos em 65% da distribuicdo de poténcia normalizada e idénticos

resultados em 4% dos nodos, sendo ainda mais precisa em 100% dos nodos periféricos.

O méaximo desvio na distribuicdo normalizada (APy,,,) Ocorreu na regido periférica do

nacleo, com uma reducdo de 2,05% (M4) para 0,88%. Houve sensivel piora nos

resultados para o fator de multiplicacdo efetivo, com aumento do Ak, de 7,8 pcm

(M4) para 15,6 pcm (G5). As variacbes nos tempos de execucdo ndo foram

significativas.

kefr = 1.02512 Ref. 1.202 | 0.6863
M4 0.39 | 2.05
Atgye | Dkers | APyea | APuax M5 | -0.34 | 0.88
() | (pem) | (%) (%) G6 -0.27 | 0.88
M4 |0.33] 7.8 | 0.42 | 2.05 1.12410.9942) 0.8765
M5 | 0.35| 15.6 | 0.23 | 0.88 0.27 | -0.05 1.16
0.23 | -0.37 | 0.27
G6 | 0.35| 17.7 | 0.28 | 0.88
0.28 | -0.36 | 0.34
1.161 | 1.039 | 0.9509 | 0.7653 | 0.5459
-0.03|-0.06| -0.04 | -0.05 | 1.25
0.22| 0.03| -0.06 | -0.46 | 0.27
0.34 | -0.02 0 -0.51 | 0.26
1.122 | 1.104 | 1.120 ] 0.9232 | 0.9308 | 0.8240
-0.43|-0.26|-0.10| -0.16 | -0.34 0.30
0.09| 0.11| 0.12] -0.10 | -0.46 | -0.27
0.23| 0.07| 0.23] -0.19 | -0.47 | -0.40
1.117 | 1.133 | 1.223| 1.067] 1.032 | 1.071 | 0.9694
-0.48 | -0.39 | —0.22 | -0.27 | -0.32 | -0.44 0.51
0.15| 0.16| 0.22] 0.01| -0.15 | -0.48 0.02
0.28| 0.12| 0.34]-0.05]| -0.14 | -0.57 | -0.14
1.090 | 1.101 | 1.242 | 1.220 | 1.088 | 0.9812 | 1.094 | 1.013
-0.58 | -0.50 | -0.25 | -0.39| -0.40 | -0.43 | -0.30 0.46
0.13| 0.09| 0.29| 0.09|-0.01| -0.15 | -0.48 0.02
0.23| 0.10| 0.42| 0.07| 0.06| -0.40 | -0.42 | -0.17

Figura 16: Erros percentuais para o “benchmark” BIBLIS-2D.
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6.1.4. IAEA-3D

Das Figuras 10 e 11, conforme apresentado na Tabela 4, a aproximacédo G5 foi

aquela que apresentou mais adequada ao problema, segundo o critério do parametro de

analise escolhido (APyeq )-

Com base nos resultados apresentados na Figura 17, em comparacdo a

aproximacdo M4, a aproximacdo G5 produziu resultados mais precisos em 62% da

distribuicdo de poténcia normalizada e idénticos resultados em 11% dos nodos. Sendo

ainda mais precisa que M4 em 40% dos nodos periféricos e com igual precisdo para

10% desses. O méximo desvio nessa distribuicdo de poténcia normalizada (APyax)

ocorreu na interface combustivel-refletor, ndo ultrapassando a 1,03%. Houve melhora

significativa no resultado para o fator de multiplicacdo efetivo, com reducéo do Ak, s

de -4.9 pcm (M4) para o zero (G5). A variacdo no tempo de execucdo foi de

aproximadamente 0,5 s, representando um aumento de cerca de 20% em relacdo a M4.

keff = 1.02903
Atgye Akeff APpreq APpax F\;/T:_ o 397
© [ @em) | ) | O jdl I
M4 | 2.57 | -4.9 0.32 1.06 OO'.42716 00722 O'Sll
G5 | 3.13 0 0.20 1.03 0.42 ~0.29 0.16
1.178 | 0.972 | 0.923 | 0.866
-0.34 0 0.22 0.35
-0.17 | -0.10 | -0.33 0.12
1.368 | 1.311 | 1.181|1.089 | 1.000 | 0.711
-0.29 | -0.31 | -0.17 0.09 0.80 0.42
0 -0.15 0 0.09 0 0.70
1.397 | 1.432 | 1.291 | 1.072 | 1.055| 0.976 | 0.757
-0.36 | -0.28 | -0.31 0 0.09 0.51 1.06
0 0 -0.08 0.09 0.09 0.20 0.66
0.729 | 1.281 | 1.422 | 1.193 | 0.610 | 0.953 | 0.959 | 0.777
-0.55| -0.16 | -0.35| -0.17 | -0.10 0.10 0.42 0.90
-0.27 0.08 0.07 | -0.08 0 0 0.10 1.03

Figura 17: Erros percentuais para o “benchmark” TAEA-3D.
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6.1.5. LRABWR-3D

Das Figuras 12 e 13, conforme apresentado na Tabela 4, observa-se que a partir
de M6 e G8 encontram-se as escolhas mais adequadas ao problema.

Na Figura 18 observam-se resultados praticamente idénticos para M6 e G8. Em
relacdo a M4, as aproximacgdes M6 e G8 forneceram resultados mais precisos em 99%
da distribuicdo de poténcia normalizada e em 100% dos nodos periféricos. O APy
ocorreu na regido periférica do nucleo, caindo de 2,15% (M4) para 0,39%. Houve
melhora significativa na qualidade dos resultados para o fator de multiplicagéo efetivo,
com reducdo do Ak.rr de -16,1 pcm para zero. Houve um aumento no tempo de

execucgdo em cerca de 30% (1,78 s) para M6 e em cerca de 90% (5,39 s) para G8.

kepy = 0.99640 Ref. [1.3332
M4 1.91
Atgye Akeff APyeq APpgx M6 0.29
(s) (pem) (%) (%) G8 0.29
M4 6.18 -16.1 0.69 2.15 Z'Jiif 1i?é§5 Oé?ig4
M6 7.94 0 0.11 0.39 ~0.09 0.04 0.39
G8 11.57 0 0.11 0.39 ~0.09 0.04 0.39
1.8483 | 2.0480 | 1.6790 | 0.9735
-0.41 -0.20 0.46 1.46
-0.14 -0.12 -0.11 0.17
-0.13 -0.12 -0.12 0.16
0.8635 | 1.1519 | 1.3398 | 1.4204 | 0.9341
-0.35 0.06 0.28 0.24 1.09
-0.09 0 0.04 -0.07 0.25
-0.09 0 0.04 -0.07 0.25
0.5519 | 0.6776 | 0.8428 | 1.0223 | 1.2203 | 0.8545
-0.72 -0.52 -0.17 0.11 0.19 0.98
-0.16 -0.10 -0.06 0.04 0.01 0.26
-0.16 -0.10 -0.06 0.04 0 0.26
0.4237 | 0.4916 | 0.6176 | 0.7822 | 0.9668 | 1.1721 | 0.8284
-1.04 -0.90 -0.70 -0.38 -0.09 0.05 0.85
-0.14 -0.16 -0.11 -0.06 0.04 0.03 0.28
-0.14 -0.16 -0.11 -0.06 0.04 0.03 0.28
0.3992 | 0.4064 | 0.4900 | 0.6698 | 0.9398 | 1.1514 | 1.2802 | 0.8689
-1.35 -1.16 -0.96 -0.85 -0.49 -0.22 -0.16 0.68
-0.13 -0.10 -0.10 -0.10 -0.03 0.05 -0.02 0.28
-0.13 -0.10 -0.10 -0.10 -0.03 0.05 -0.02 0.28
0.6108 | 0.4403 | 0.4128 | 0.5116 | 0.7902 | 1.3824 | 1.6583 | 1.4808 | 0.9260
-2.10 -1.29 -1.16 -0.86 -0.66 -1.19 -0.97 -0.23 0.69
-0.26 -0.07 -0.10 -0.04 0.01 -0.17 -0.15 -0.10 0.28
-0.26 -0.07 -0.10 -0.04 0.03 -0.16 -0.15 -0.11 0.28

Figura 18: Erros percentuais para o “benchmark” LRABWR-3D.
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6.2. Resumo dos resultados apresentados

Sdo apresentadas tabela e figuras que contém compilagdes dos resultados
encontrados em “Comparagdes Numéricas” (6.1.), como formas compactas que
facilitam avaliacdo de uma possivel maior eficacia das expansdes de ordens superiores

(EOS) sobre a aproximacéo tradicional empregada M4.

A Tabela 5 contém os valores dos parametros de analise: Ak,sf, APyqy € APyeq,

e do tempo de execucdo (Atg,.), extraidos dos conjuntos de resultados apresentados.

Tabela 5 — Resumo dos resultados apresentados.

M4 Expans6es de Ordens Superiores (EOS)
“Benchmark” Akeff APMed APMax AtExe EOS Akeff APMed APMax AtExe
(pem) (%) (%) () (pem) (%) (%) (s)
IAEA-2D 7,6 0,43 1,22 0,28 G5 3,0 0,29 1,17 0,29

LRABWR-2D | 17,1 0,68 213 0,73 | M6/G8 | 20 0,09 0,33 0,80/0,90

BIBLIS-2D 78 0,42 205 0,33 M5 15,6 0,23 0,88 0,35

IAEA-3D 4,9 0,32 1,06 2,57 G5 0 0,20 1,03 3,13

LRABWR-3D | 16,1 0,69 2,15 6,18 | M6/G8 0 0,11 0,39 7,94/11,57

As Figuras 19 a 23 representam o mapeamento dos desvios relativos das
distribuicdes nodais de poténcia normalizada (APR,,) e as localizacdes dos maximos
desvios relativos absolutos (AP,,,.), favoraveis ou ao emprego de expansdes de ordens
superiores (EOS) ou a manutencdo da forma tradicionalmente empregada (M4), para

cada um dos “benchmarks” simulados.

61




Nas Figuras 19 a 23 sdo utilizadas as seguintes representacoes:

[] Resultado favoravel a M4. (O Localizagdo de APy, para M4,

[ Resultado favoravel as EOS. + Localizagdo de APy, para EOS.
[] 1déntico resultado para M4 e EOS.

Figura 23: Mapeaménto LRABWR-3D.

Figura 22: Mapeaménto LRABWR-2D.
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CAPITULO 7

Conclusdes, comentarios e sugestoes

O presente estudo estabeleceu um formalismo capaz de generalizar as expansées
polinimomias, em conformidade ao proposto por FINNEMANN et al. (1977) no
estabelecimento do Método de Expansdo Nodal (NEM). Esse formalismo permite uma
compreensdo do método em todas as suas etapas e a extensdo do conjunto de funcdes de
base a quaisquer ordens, o que possibilita 0 aumento na precisdo dos resultados para
calculos e andlises de nacleos de reatores nucleares, além da abertura de novas
perspectivas ao NEM. Para tanto, foram escritos os procedimentos necessarios a
formacdo dos novos polindmios, elementos de uma base funcional agora de dimenséo
infinita. E agora possivel investigar a utilizagdo de outras familias ortogonais, na
pesquisa por uma melhor aproximacdo ao fluxo médio transvesal. Alem disso, como a
existéncia do NEM esta intimamente atrelada ao Método dos Residuos Ponderados,
quanto mais apropriadamente escolhida for a fungdo-peso tdo mais proximo da solucao
esperada estara a solucdo aproximada. Portanto, tornam-se também oportunas a

pesquisa e verificaces de outros métodos de ponderacdo, bem como de fungdes-peso.

Em algumas publicacbes (LAWRENCE, 1983, 1986; KANG, 1996;
PALMTAG, 1997; NES, 2002) é encontrada a afirmacdo de que comparacOes
numéricas usando o NEM mostraram que a ponderacdo tipo momentos (expansdo de
quarta ordem, M4) é mais precisa do que a ponderacdo tipo Galerkin (expansdo de
quinta ordem, Gb5). Curiosamente, todas essas publicacbes remetem-se Unica e
exclusivamente & alusdo de uma expectativa presente no artigo “Interface current
techniques for multidimensional reactor calculations”, de FINNEMANN et al. (1977),
onde ndo sdo apresentadas evidéncias ou argumentos que fundamentem tal suposicao.

Assumindo a premissa de que o objetivo maior dos métodos de malha grossa
seja o resultado mais preciso, se possivel obtido de forma a mais eficiente, para a
distribuicdo de poténcia no nacleo considerando malhas da dimensdo dos elementos
combustiveis, observa-se nesse mesmo artigo, tanto para aproximacdo quadratica

quanto linear ao termo de fuga transversal, que tal qualidade foi alcangada quando
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utilizados expansdo de quinta ordem e ponderacgéo tipo Galerkin. O que representa um
hiato a suposicdo de FINNEMANN et al. (1977), e um contraditorio as afirmacdes de
LAWRENCE (1983, 1986), KANG (1996), PALMTAG (1997) e NES (2002). Além
disso, como conclusdo da analise das simulacfes realizadas na presente tese, ambas as
formas de ponderagdo sugerem ser igualmente eficazes, fornecendo resultados
compativeis. No entanto, parece que ponderacdes do tipo Galerkin possam ser

consideradas mais promissoras e eficazes do que tipo Momentos.

Conforme abordado no Capitulo 5, é de fundamental importancia que as se¢des
de choque sejam geradas de forma conveniente ao tipo de método empregado. Sem isso,
0 método, por conseguinte a ferramenta de calculo, certamente terd sua eficacia
comprometida.

As vantagens obtidas pela utilizacdo de expansdes de ordens superiores nas
simulagdes dos “benchmarks” LRABWR 2D e 3D tornam-se evidentes através das
Figuras 22 e 23, respectivamente. Da pagina 548 (BBS-14) da referéncia “Benchmark
Problem Book, Supp.2” (ARGONNE CODE CENTER, 1977) extrai-se:

Suggested Function: Test 2d, 3d Neutron Kinetics Solution,

Especially for Coarse Mesh Methods.

E possivel observar nas Figuras 6, 7, 12 e 13 um comportamento assintotico,
convergente para resultados os mais precisos de fator de multiplicacdo efetivo (k..r) e
distribuicdo de poténcia nodal, com o0 aumento das ordens das expansdes. Como era de
se esperar, 0s resultados de distribuicdo de poténcia sdo mais sensiveis aos efeitos
residuais causados pela aproximacdo dos termos de fugas transversais por uma forma
limitadamente quadratica.

Por outro lado, em decorréncia dos casos IAEA (2D e 3D) e BIBLIS terem seus
conjuntos de secdes de choques gerados para métodos de “malhas finas”, ocorreram
alternancias entre expansdes de ordens superiores (EOS) e a forma tradicional (M4) na
geracdo dos resultados os mais precisos. Contudo, de uma forma geral as EOS se
mostraram melhores opc¢des que M4. Ressalte-se que o0s “benchmarks” TAEA
caracterizam um problema altamente simplificado de um LWR, enquanto que 0 caso
BIBLIS possui natureza mais realista de um PWR e se¢des de choque “melhor” geradas.

Por isso, observa-se na Figura 21 que em todos os nodos periféricos os resultados na
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distribuicdo de poténcia nodal foram mais precisos quando calculados usando alguma
expansdo de ordens superiores. Na Figura 16 constata-se uma reducdo significativa do
maximo desvio relativo absoluto na distribuicdo de poténcia nodal normalizada (APy;qy)
de 2,05%, com aproximacdo M4, para 0,88%, com aproximagdes M5 ou G6.

Para os “benchmarks” simulados, as expansbes de ordens superiores
apresentadas produziram melhores resultados em 84% dos nodos nas distribuigcdes de
poténcia normalizada, em 80% dos nodos situados na fronteira nucleo-refletor e

melhores resultados para k. s em 80% dos casos.

Como se sabe, em sua formulagdo convencional (M4), o NEM n&o funciona
adequadamente em regides de grande gradiente do fluxo térmico, como acontece no
caso de nodos vizinhos ao Refletor. Contudo, para os problemas simulados, conforme
apresentado nas Figuras 21,22 e 23, a introducéo das novas funcdes de base de ordens
superiores permitiu resultados mais precisos em todos 0s nodos situados na interface
combustivel-refletor. Embora supostamente promissora, a extensdo do conjunto de
funcbes de base deve ser mais profundamente investigada e testada para que possiveis

melhorias introduzidas possam ser devidamente avaliadas.

Um possivel beneficio pratico talvez possa surgir da “estratificacdo das
aproximacdes”; ou seja, algum recurso computacional que possibilite empregar
diferentes ordens de expanséo e/ou formas de ponderacdo no ndcleo: uma distribuicao
de aproximacoes, em lugar de uma mesma aproximacdo (ordem de expansao e funcao-
peso) para todos os nodos. Essa investigacao pode conduzir a critérios de otimizacéo na
forma de escolha da ordem de expansdo e da funcdo-peso empregadas, a partir de

parametros geométricos e/ou materiais locais.

Embora as novas fungbes de base introduzidas tenham produzido resultados
mais precisos do que a aproximacao M4 tradicional, os polindmios de ordens superiores
seguramente ndo tornam os fatores de descontinuidade desnecessarios. Uma possivel
investigacdo futura podera estar focada na analise do comportamento do fluxo
transversalmente integrado em interfaces nodais ou no impacto sobre os fatores de
descontinuidade quando as novas fungdes de base de ordens superiores sdo empregadas.
Segundo a Teoria da Equivaléncia (KOEBKE et al., 1985; SMITH, 1986), os fatores de

descontinuidade devem ser derivados a partir da mesma metodologia utilizada nos
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calculos globais do nucleo. Em outras palavras, 0s processos para a determinagdo do
fator de descontinuidade devem estar totalmente alinhados com a aproximagéo
utilizada; ou seja, devem ser utilizadas mesmas ordem de expansdo e fungdo-peso

empregadas para solucdo das equacdes nodais.

Considerando as informagdes apresentadas, pode parecer razoavel afirmar que a
introducdo dos novos polindmios de ordens superiores ao conjunto de fungdes de base
do NEM aumenta sua efic&cia e possibilita uma “injecdo de sangue novo” ao método.
Porém, deve-se ter em consideracdo que esta tese é apenas um inicio de possiveis
investigages sobre a real viabilidade desse novo conjunto de funcGes ao método, ou
mesmo de novas aproximacgdes. Porém, muitas tantas outras avaliacdes sdo necessarias

antes de uma conclusdo em definitivo.
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APENDICE A

Polinbmios de ordens superiores

Neste apéndice, as restricbes matematicas introduzidas no Capitulo 3 séo
utilizadas para definir novos polinémios responsaveis pela expansdo do conjunto de
funcbes de base do NEM. Com esses novos polinGmios podem ser obtidas
aproximacdes supostamente mais precisas a representacdo do fluxo médio transversal de
néutrons @ﬁ(v). As fungbes de forma para alguns desses novos polinbmios séo
apresentadas na Tabela 1.

As restricbes de nulidades apresentadas no Capitulo 3, para a definicdo das

novas funcdes polinomiais de ordens superiores, h,, (v), foram expressas na forma:

¢, v(1 — v) f n—2(v), para valores pares de n,
i (0) = (3.13)
c,v(1 —v)(2v — 1) f n—3(v), para valores impares de n.

Onde c, séo constantes arbitrérias, a serem analisadas, e f;, x (v) tem forma polinomial.

I{ 1,sek =0,
- a1
\

an v,k > 0,v € [0,1].
=0

As restricdes de ortogonalidades utilizadas podem ser escritas na forma:

1
(ho, h,,(v)) = fWPﬁoﬁn(v)dv =0,n# 0. (3.15)
0
e
(he (), Ay (V) = BrSins Pn >0, j =3, k> 3. (3.16)
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A.1. Forma generalizada da condicgéo de consisténcia
1
g = —mf Yo (wdu (2.6)
au
0

Generalizando a aproximacao 1/_);'13 (u) como uma expansao de ordem N,

N
_ ~ u
I (u) = Z e (—m) (4.1)
au
n=0
Onde,
hy =1, (2.11.1)
e
Cogu = g (2.13.1)

Entdo, a Equacéo (2.6) pode ser reescrita,

D et ()

n=0

1
am
ay

Sevy = aim , u €0,a™] - ve[0,1]. Logo, dv = aimdu. Entéo,

u

N 1
= z Chgu f h,,(v)dv.
n=0 0
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Utilizando o Método de Galerkin para Residuos Ponderados e considerando a

ortogonalidade entre o termo fundamental e as demais fungdes de base,

Wp = Wp(v) = 1,17 (S [0,1] )

<h0' hO) = 1;
e
(EO; En(v)) = O,TL #* 0
Como,
1 N .
bt = Cg}]uprﬁoﬁodv + Z C;Zlguj Wphoh, (v)dv
0 n=1 0
N
- (l_)gl = Cglgu(i\lo, Flo) + Z C;’{fgu (E,O, E’Tl(v))
n=1
Logo,

cggu = ¢g".

(3.9.1)

(3.15)

(A1)

(A.2)

(2.13.1)

As Equacbes (A.l) e (A.2) podem ser entdo entendidas como formas

representativas da generalizacdo da condigcdo de consisténcia.
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A.2. Expansao de terceira ordem

h:(v) = c;v(1 —v)(2v — 1).

A.3. Expanséo de quarta ordem

hy(v) = c,v(1 — v)fy,(V),

fa2 (v) = Ago + A4V + a4,2V2-
a) Condicéo de consisténcia

~ - 1 3
(ho, ha(v)) =0 > Qg0 = — (E Ay, + 1—0a4,2).

b) Condicéo de ortogonalidade

= <E3(U): Fl4(”)) =0 a4 = —4p -

= h,(v) = c,v(1 = v)(5v% = 5v + 1).

A.4. Expansdo de quinta ordem

hs(v) = csv(1 —v)(2v — Dfs,(v),

f52(V) = asy + as v + as,v>.

a) Condicdo de consisténcia

(ho, hs(v)) =0 > ag; = —as,.

(A.3)

(A.4)
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b) Condicdes de ortogonalidade
= (h,(v), hs(v)) = 0.

~ ~ 1
(h3(v),hs(v)) =0 > aso = gas,z-

h,(v) = csv(1 — v)(5v% — 5v + 1).

A.5. Expanséo de sexta ordem
Es(v) = cev(1— U)f6,4(v),
f6‘4(v) = a6’0 + a6’1v + a6’2v2 + a6’3v3 + a6’4v4.

a) Condicéo de consisténcia

" 1 3 1 1
(ho, he(©)) =0 = agy = — (E Qe t+ 1o %2 + c %63 + 7“6,4)-

b) Condicdes de ortogonalidade

= <i\l5(v), i\l6(v)) = 0 g a613 = _2a6,4_.

N N 419
= (hy(v),he(v)) = 0> ag, = ﬁam-
N N 111
= (h3(v),he(v)) = 0> ag; = _ﬁam-

308 616 419 111 )

he(v) = cgu(1 — v)( g v 5 5 5

(A.5)

(A.6)
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A.6. Expanséo de sétima ordem

fl7 (v) = c;v(1 —v)(2v — 1)f7,4(17);

f7’4(17) = a7’0 + a7’1v + a7‘2v2 + a7'3v3 + a7'4v4.

a) Condicéo de consisténcia

o~ 6 5
(ho, hy(v)) =0 - a;1 = — <a7,2 + 7a7,3 + 7a7,4)-

b) Condicdes de ortogonalidade

= <E6(v), E7(v)) = O g a7’3 = _2a7’4.

~ ~ 17
= (hs(v), h;(v)) = 0 - az2 = Eam-
= (hy(v), h; () = 0.

(h3(v),h;(v)) =0 - azo0 = mam-

143 286

h,(v) = c,v(1 —v)(2v — 1) ( 3V 3

(A7)
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A.7. Expansao de oitava ordem

ﬁs(v) = cgv(1 —v)fg(v),

f8,6(17) = ag’o + ag’lv + ag’zvz + a8‘3v3 + a8’4v4 + a8,5175 + a3'6116.

a) Condicéo de consisténcia

" - 1 3 1 1 3 1
(ho, hg(v)) =0 > agy = — (E agq + 1o %2 + T 083 + 7 g + 5g 285 + Easb)-

b) Condicdes de ortogonalidade

= <E7(v), ES(U)) = O g a8’5 = _3a8’6.

~ ~ 1417
= (he(v),hg(v)) =0 > ag, = ma&e-
~ ~ 809
= (hs(v),hg(v)) =0 > ag3 = —ma&e-
N N 3028
= (hy(v),hg(v)) =0 > ag, = %a&e-
N N 134
= (h3(v),hg(v)) =0 > ag; = —ﬁa&e-

R 5265 15795 18421
hg(v) = cgv(1 —v) ( A v° + v —
18 18 18 A8
10517 . 3028 , 402 1) '
18 U TT1gV T1gv )
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A.8. Expansédo de nona ordem

E9(U) =cov(1—v)(2v — 1)f9,6(17);

f9’6(v) == ag’o + ag’lv + ag’zvz + a9‘3v3 + a9’4v4 + a9,5175 + a9'6176.

a) Condicéo de consisténcia

~ - 25 1
(ho,ho(V)) =0 > ag; = — (ag,z + 7093 + 7 o4 + 17 %o + §a9,6)-

b) Condicdes de ortogonalidade

= <E8(v), Eg(v)) = O g a9’5 = _3a9’6.

~ ~ 117
= (h; (1), he(V)) =0 > aq, = ﬁa%-

~ ~ 32
= (he(v), ho(v)) =0 > aq3 = —ﬁa%-

= <E5(U): E9(U)> =0-ag; = §a9,6-

= (hy(v), ho(v)) = 0.

~ ~ 1
(h3(v),he(v)) =0 - Qg = ma%-

ho(v) = cov(1 — v)(2v — 1) (44205 — 1326v° + 1521v* —

(A.9)
832v° + 221v% — 26v + 1).
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A.9. Expansao de décima ordem

flw(v) = cyov(1 - V)fw,s(v);

8
fio,8 (v) = Z a10,j17j-
Jj=0

a) Condicéo de consisténcia

1

(ho, hip(v)) =0 > A100 = — (5 Q101 F 7

1

b) Condicdes de ortogonalidade

3

1 3
17 406 + 15 %107 + %aw,s)-

= <E9(V): fl10 () =0 - a7 = —4a;g.
~ ~ 11087
= (hg(v),h1o(V)) =0 > a9 = mam,s-
~ ~ 9853
= (h;(v),h1o(V)) = 0 > a5 = —ﬁam,s-
N N 86179
= (he(v), h1o(V)) = 0 > agg4 = mams-
N N 25835
= (hs(v),h1o(V)) = 0 > ay03 = —mams-
N N 1075
= (hy(v),h1o(V)) = 0 > ay0, = malo,s-
N N 175
= (h3(v),h1o(V)) =0 > a1 = _malo,s-
R 28428 113696 188479 167501
— _ 8 _ 7 6 _ 5
hio(v) = ciov(1 v)( 10 v 10 v’ + 10 v 10
86179 , 25835 . 4300 , 350 1)
10 ' 0 V"0 "0 )

1 1 3
—Qq02 T Q103 T Q104 T 5;A105F
0 10,2 5 10,3 - 10,4 28 10,5

v+

(A.10)
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A.10. Coeficientes associados (c,,n = 3)

Conforme descrito nas analises teoricas do presente estudo, observa-se do artigo
de FINNEMANN et al. (1977) que os coeficientes c,, associados aos polinbmios de
ordens superiores possuem todos um mesmo valor, 6. Supde-se que esse nUmero seja
extraido da fungdo de base dominante na variante basica do NEM; ou seja, no presente
caso, o coeficiente da expansdo de segunda ordem da familia ortogonal dos polinémios

de Legendre deslocados, P; (x).
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APENDICE B

Coeficientes de ordens superiores

O Apéndice B é uma complementacdo as informacdes apresentadas no Capitulo
4. S&o apresentadas as etapas do desenvolvimento necessario ao calculo dos coeficientes

chgy das expansdes polinomiais de ordens superiores, até a décima ordem.

B.1. Equac0es bésicas

A Lei de Fick transversalmente integrada resulta em equagdes unidimensionais

denominadas “equacdes de acoplamento”, apresentadas na Equagdo (2.4).

ym j+m T— m d [,m
Jaus = Jgus —Jgus = —Dyg @lpgu(u) . (2.4)
u=uf

Onde, u € [0,a"], u=x,y,z, s=1,r,g=1,---G.

Seja o fluxo médio transversal 7 (u) aproximado por uma expansdo

polinomial de ordem genérica “N”, escrita na forma da Equagédo (4.1)

AOE i Ty o () 1)

ay'

Introduzida a aproximacdo para o fluxo médio transversal (Equacdo 4.1) na
Equacdo (2.4), entdo a equacédo para a corrente média liquida no contorno do nodo pode

ser escrita:

(B.1)

N
__— m m dﬁ u
]gus __Dg Cngua n W
n=1

u=ul
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Como h, = 1, entdo

dh,
w0

Sev=u/a™ ue€[0,al] » ve[0,1],entdo

1
dv = @du,
e
d¥ d¥
= @
dvk duk
Portanto,
d - u 1 d . 0s=1
_h (_) — __h , — { Y )
du "\ag/l,_m g dv n(®) v’ L Ws=7

As equac0es de acoplamento (Equacéo B.1) podem ser reescritas

_ m m d .
]gus = _Dgu Cngu d h—n(v)
v v=pM
n=1 S
Onde,
DI = —Dgn
gu aIT

(B.2)

(B.3)

(B.4)

(B.5)

(B.6.1)

(B.6.2)
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B.2. Derivadas das funcdes de base

Com vistas a continuidade do processo para identificacdo dos coeficientes das

expansdes polinomiais, séo identificadas as derivadas das funcées de base h, (v) nas

fronteiras do nodo m (Equacéo B.5).

divﬁn(v) u=v§n’v = {
hy=1 - (Z—f;o =
b = ) =2
d%m(v) = 6, d%m(v) = —6.
hs@)| =] =-6
Eﬁﬁ(v) = 6, Eﬁﬁ(”) = —6.
difb(v) = difh(v) T —6.
d%ﬁs(v) = 6, d%ﬁg(v) = —6.

(B.2)

(B.7)

(B.8)

(B.9)

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)
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= —6. (B.15)

= —6. (B.16)

Logo, generalizando, paran > 2,

i

l n l n 4 S p 4 ( )
l n ) l n 4 S p ( )
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B.3. Equac0es de acoplamento para ordens superiores (N>2)

As equac0es de acoplamento descritas sob a forma da Equagéo (B.6.1) podem

ser reescritas, utilizando as informac6es das derivadas no contorno do nodo m.

N
Jmy = Tim = Jom = =D, (zqg,u + 62(—1)%:{;”), (B.18.1)
n=2
e,
N
Jour = Jgit = Jgit = =D, <2c{';,u - 62 c,g';u). (B.18.2)
n=2

Utilizando a forma transversalmente integrada da aproximacdo da difuséo
(Equagdo 2.14) nas Equagdes (2.13.2) e (2.13.3), possibilita escrever os coeficientes

polinomiais cig,, € czg, como funcdes de correntes médias nas faces do nodo:
ey = (Jim + Jom) — (Jim 4 Jom) (B.19.1)
1gu gur gur gul gul ) 1Y,
cfgu = b5 — Ui +Jgi) + Ui +Jgut)) (B.19.2)
Onde ]‘g-gg e Ji sdo as correntes médias parciais de saida & esquerda e direita do nodo

m, respectivamente. Enquanto que ]_;,7; e J i identificam as correntes médias parciais

de entrada nesse mesmo nodo.
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B.4. Equac0es nodais para expansdo de decima ordem (N=10)

( r 10
];&’f —Jgut = —Dgi [2¢7gy + 6¢3g, + 62(—1)%}{‘9“]

n=3

10
7+m -m — m m m m
gur _]gur - _Dgu chgu - 6CZgu - 62 Cngu
\ | n=3

z—m st+m st+m T—m
( (1+8Dy,) Jyu * 4D, ] o = (1= 8Dg,) Jgu ~ 4D g ]y +
10 (B.20.1)
6D, <¢gl + Z(—l)nc,g’;]u>
n=3
4D Jom + (1 + 8DR) Jgm = —4DT, Jim + (1 — 8D Jom +
~ 10 (B.20.2)
6D | dm + Z .
n=3

Esse sistema de duas equagbes com duas incognitas ( ]f;;’} e ]_;,7;) possui solucéo

da seguinte forma,

—m _ = —
]g:;,l1 - Agbud’? +A%u]g17; +A127iqu]g$ﬂ -

> > (B.21.1)
m m
Agngu Z C(Zn—l)gu + A%u Z C(Zn)gu

n=2 n=2

]_51771‘ = Ag?gu(ﬁ;n + Agzlgul_glﬂ + ATgui&ﬂ +
5 5
AZgu z Clon-1)gu + Algu Z Clan)gu

n=2 n=2

(B.21.2)
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Onde os coeficientes AT, (n = 0,---4) encontram-se definidos no Capitulo 2

(Equagdes 2.17.1 a 2.17.5).

Com essas definicdes, a equacdo de balango nodal expressa na Equacéo (2.2)
pode ser revisitada.

Z [( gur _]gur) (]gul ]gul )] + Z

u=x,y,z

. (2.2)
m am
o, g=1,-G.
Z < k eff fg) g
Resultando na forma apresentada na Equagéo (4.2.3).
G
m 2 m iy m 1 m Hm
2y + Z _AOgu bg" = Z Zog' T k XgVZig | bgr +
U=x T— eff
=X,Y,Z g =1
(4.2.3)

5
2
z [au ogul 2(];17; +]g17rl) ZC(Zk)gu }

u=x,y,z

88



B.5. Coeficientes de ordens superiores

Para a definicdo dos coeficientes de ordens superiores, 0 Método dos Residuos
Ponderados é aplicada na equacdo da difusdo de néutrons transversalmente integrada
(Equagdo 2.7), considerando parametros homogeneizados, em um dado nodo m, na

forma:

1 r d?
@f W(uw) [_ 9 quz lpgu(u) + X5 1nbgu(u)
0
(2.18)

G

—Z Zm,+X—gv2}n l/)m (W +L7,(w)|du=0, g=1,-G.
a2 99" " keprs g

g:

W(u) representa a fungdo-peso escolhida, enquanto que gy (u) e LY, (u) assumem
suas formas aproximadas: expansdes polinomiais de enésima e de segunda ordens,

respectivamente.

W) = Wphy (alm)

u

AR i T o () (@)
n=0

I (u) = i a i (au ) (2.9.2)
n=0 u

A Equacdo (2.18) fica entdo com a seguinte forma,

DJi, d
f Wolte(0) [(—id—+ )

m

u
G N 2
Z( k )ch (v)+2a%uﬁn(v) dv =0.
; rr e,

g =1 n=0

NEE

C1Tgu fln v) —

(B.22)
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Conhecidos os pardmetros geométricos e materiais no nodo, 0s processos de

integracdes ficam restritos a duas formas bésicas:

f Woh, (W), (v) dv (B.23.1)

1 -~
_ _d?h,
f thk(v)mdv. (8232)

Os coeficientes cyg,, € ayy, para 0 < n < 2 sdo conhecidos (Equagdes 2.13.1a2.13.3 e

2.19, respectivamente). Observando as integracfes e respeitando as propriedades
vinculadas a ortogonalidade, a equacdo da difusdo de néutrons transversalmente

integrada em sua forma ponderada pode ser escrita

N
z {__Cngu.]-WPhk(v)
G
?‘;C%u Z < k of f VZ > ng’u J.WPﬁk(v)ﬁn(v) dv
= 0

2 (B.24)
Z Z( kafvz >"gu_

'=1

(Ztgcngu + arrlr}gu)] f WPﬁk(v)ﬁn(v) dvy, g=1,--G.
Definindo,

O = f Wph,, ()R, (v) dv (B.25.1)
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1 ~
~ d?h,
Bin = fWPhk(v) dv? dv
0

Entdo, a Equacéo (B.24) pode ser escrita

Z Aknucnu = sku

Onde os elementos da matriz A%}, apresentam a seguinte forma

m

Xg
[A?cﬁlnu]gg = - a‘i: .Bk,n + IZZZ - <Zm +— k
u eff
AT =— (=, + 2205, e ' =1
(Al = ggr+kffv fo' | Okn 9 #F9,9=1G.
e

As componentes ¢, apresentam a forma

~m

cnu

°m
E, as componentes de 37,

m
Cniu
m
Cn2u

m
Cngu

m
Cn(G—l)u

m

L Chgu

Xg
k ff

,paran =3,

Vng>] Bk‘n ,

10.

m m
> ng "u (Ztg Cngu + angu) Hk,n '

(B.25.2)

(B.26)

(B.27.1)

(B.27.2)

(B.28)

(B.29)

Antes de dar continuidade a identificacdo dos coeficientes cyy, de ordens

superiores (n = 3), cabe ressaltar que as funcbes-peso adotadas no presente estudo séo
as mesmas utilizadas no artigo de FINNEMANN et al. (1977), adotado como principal
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referéncia, que sdo: pesos momentos (k = n — 2) e Galerkin (k = n). A escolha do tipo

de funcdo-peso define a funcdo-tentativa, h,(v), que sera usada no célculo dos

parametros 6, e By, (Equacbes B.25.1 e B.25.2, respectivamente), de acordo com a

ordem da expanséo utilizada (N). Os resultados para esses dois parametros, 8y ,, € Sy,

para expansbes de até décima ordem (N=10), encontram-se nas Tabelas 2 e 3,

respectivamente. Nessas tabelas observam-se relagdes entre coeficientes de ordens

exclusivamente pares ou exclusivamente impares, sendo nulo o resultado para o

cruzamento entre termos de distintas paridades. Sendo assim, tendo por referéncia a

Equacdo (B.26), uma expansdo de décima ordem (N=10) apresenta 0s seguintes

padrdes:

m ~m _ <m@)
i3uCau T Alsy Coy + Al €7y + Ao, €3 = 5,7,

m =m _ ~m(2)
kauCay T AleuCon + Ak Coy + Al0uClou = Sk -

Onde as componentes de sm(l) e S:;(z) sdo definidas como,

. )
1) _
S}ng) = Z < rF k VE > - (chﬁlqu + azlgu)
= eff _
e
G
m(2) _ m Xg m m m
Stwg = Z (Zgg’ + k szg'> Cog'u — ( tgCogu + a?gu)
[g7=1 err
g = 1,.. G

ek,l )

(B.30.1)

(B.30.1)

(B.31.1)

(B.31.2)
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APENDICE C

Descrigdes dos problemas

C.1. IAEA-2D

GEOMETRIA

Figura 24: IAEA-2D — Vistas de topo (nucleo inteiro e 1° quadrante).
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COMPOSICAO

Tabela 6 — IAEA-2D — Dados nucleares.

Materiais g Dg (Cm) z:ag (Cm_l) szg (Cm_l) z:21((:7n_1)
EC1 1] 1,500 0,010 0,000 0,020
2| 0,400 0,080 0,135
EC? 1] 1,500 0,010 0,000 0,020
2| 0,400 0,085 0,135
EC2 + BC 1| 1,500 0,010 0,000 0,020
2| 0,400 0,130 0,135
Refletor 1| 2,000 0,000 0,000 0,040
2| 0,300 0,010 0,000

*x1 =1,0; x, =0,0.
* Buckling axial: B ; = 0,8 x 10~*cm™2, para todas as regides e grupos de energia.
+ Condigdes de contorno: Vacuo — Ji¥ = 0. Corrente de entrada nula no contorno do

nucleo.

- . . : ] s N -
- Condicdo de simetria: Reflexiva — % = 0. Onde n é a direcdo normal a superficie.

EC: Elemento Combustivel.
BC: Barra de Controle.



C.2. LRABWR-2D

GEOMETRIA

Figura 25: LRABWR-2D — Vistas de topo (nlcleo inteiro e 1° quadrante).
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COMPOSICAO

Tabela 7 — LRABWR-2D — Dados nucleares.

Materiais g| Dg(em) | Zog(em™) | VErg(em™)| Z,4 (cm™)
EC1 + BC 1| 1,2550 | 0,008252 0,004602 0,02533
2| 0,2110 | 0,100300 0,109100
EC1 1| 1,2680 | 0,007181 0,004609 0.02767
21 0,1902 | 0,070470 0,086750
EC2 + BC 1| 1,2590 | 0,008002 0,004663 0,02617
2| 0,2091 0,083440 0,102100
EC2 1] 1,2590 | 0,008002 0,004663 0.02617
2| 0,2091 0,073324 0,102100
Refletor 1] 1,2570 | 0,0006034 0 0.04754

2| 0,1592 | 0,0191100 0

*x1=1,0; x, =0,0.
* Buckling axial: B ; = 1,0 x 10~*cm™2, para todas as regides e grupos de energia.
- CondigGes de contorno: Fluxo nulo — ¢, = 0.

- . . : ] s N -
- Condicdo de simetria: Reflexiva — % = 0. Onde n é a direcdo normal a superficie.

EC: Elemento Combustivel.
BC: Barra de Controle.



C.3.BIBLIS-2D

GEOMETRIA

Figura 26: BIBLIS-2D — Vistas de topo (ntcleo inteiro e 1° quadrante).
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COMPOSICAO

Tabela 8 — BIBLIS-2D — Dados nucleares.

Materiais g Dy(cm) | Zgg(em™) | VEpy(em™) 2,1 (cm™1)

1 1 1,4360 | 0,0095042 | 0,0058708 0,017754
2 0,3635 | 0,0750580 | 0,0960670

2 1 1,4366 | 0,0096785 | 0,0061908 0,017621
2 0,3636 | 0,0784360 | 0,1035800

3 1 1,3200 | 0,0026562 0,0 0,023106
2 0,2772 | 0,0715960 0,0

4 1 1,4389 | 0,0103630 | 0,0074527 0,017101
2 0,3638 | 0,0914080 | 0,1323600

5 1 1,4381 | 0,0100030 | 0,0061908 0,017290
2 0,3665 | 0,0848280 | 0,1035800

6 1 1,4385 | 0,0101320 | 0,0064285 0,017192
2 0,3665 | 0,0873140 | 0,1091100

7 1 1,4389 | 0,0101650 | 0,0061908 0,017125
2 0,3679 | 0,0880240 | 0,1035800

8 1 1,4393 | 0,0102940 | 0,0064285 0,017027
2 0,3680 | 0,0905100 | 0,1091100

¢ Xl = 1,0, XZ = 0,0.

+ Condigdes de contorno: Vacuo — J;¥ = 0. Corrente de entrada nula no contorno do

nucleo.

- . . . ] e N -
- Condicdao de simetria: Reflexiva — % = 0. Onde n é a dire¢do normal a superficie.
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C.4. IAEA-3D

GEOMETRIA

380 cm —— g
360 cm —T—

280 cm ——

20cm —
0 _L

Vista frontal
(projecéo transversal - 1° quadrante)

Vista de topo (280 cm ~ 360 cm)

Figura 27: IAEA-3D — Vistas de topo e frontal.
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(0~ 20 cm) (20 cm ~ 280 cm)

Ll

(280 cm ~ 360 cm) (360 cm ~ 380 cm)

Ll

Figura 28: IAEA-3D — Vista de topo em diferentes planos (1° quadrante).
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COMPOSICAO

Tabela 9 — IAEA-3D — Dados nucleares.

Materiais g| Dy(em) | Zog(em™)| vEpy (em™) | 2,4 (cm™1)
EC1 1| 1,500 0,010 0,000 0,020
2| 0,400 0,080 0,135
£C2 1| 1,500 0,010 0,000 0,020
2| 0,400 0,085 0,135
Ec2 +Be | 1| 1,500 0,010 0,000 0,020
2| 0,400 0,130 0,135
Refletor 1| 2,000 0,000 0,000 0,040
2| 0,300 0,010 0,000
:gﬂetor + | 1] 2,000 0,000 0,000 0,040
2| 0,300 0,055 0,000

*x1=1,0; x, =0,0.
+ Condigdes de contorno: Vacuo — J;¥ = 0. Corrente de entrada nula no contorno do

nucleo.

- . . : ] s N -
- Condicdo de simetria: Reflexiva — % = 0. Onde n é a direcdo normal a superficie.

EC: Elemento Combustivel.
BC: Barra de Controle.
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C.5. LRABWR-3D

GEOMETRIA

360 cm —

330 cm |

180 cm —

Vista frontal
(projecéo do 1° guadrante)

Vista de topo — Primeiro quadrante

Figura 29: LRABWR-3D — Vistas de topo e frontal.
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COMPOSICAO

Tabela 10 - LRABWR-3D — Dados nucleares.

Materiais g Dg (Cm) z:ag (Cm_l) szg (Cm_l) z:21((:7n_1)

EC1 + BC 1] 1,2550 | 0,008252 | 0,004602 0.02533
2| 0,2110 | 0,100300 | 0,109100

EC1 1] 1,2680 | 0,007181 | 0,004609 0.02767
2| 0,1902 | 0,070470 | 0,086750

EC2 + BC 1| 1,2590 | 0,008002 0,004663 0.02617
2| 0,2091 | 0,083440 | 0,102100

EC? 1| 1,2590 | 0,008002 0,004663 0.02617
2| 0,2091 | 0,073324 | 0,102100

Refletor 1| 1,2570 | 0,0006034 0 0.04754
2| 0,1592 | 0,0191100 0

*x1=1,0; x, =0,0.

- CondigGes de contorno: Fluxo nulo — ¢4, = 0.

- . . : ] s N -
- Condicdo de simetria: Reflexiva — % = 0. Onde n é a direcdo normal a superficie.

EC: Elemento Combustivel.
BC: Barra de Controle.
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