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Prof. Felipe Siqueira de Souza da Rosa, D.Sc.

Prof. Aquilino Senra Martinez, D.Sc.

Prof. Hermes Alves Filho, D.Sc.

Prof. Zelmo Rodrigues de Lima, D.Sc.

RIO DE JANEIRO, RJ – BRASIL
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Em grande parte dos designs de reatores a sal fundido seu combust́ıvel é

ĺıquido e, misturado com o refrigerante composto de sais fundidos, circula pelo rea-

tor. Essa circulação introduz importantes fenômenos no estudo da f́ısica de reatores,

necessitando, assim, de mudanças nos modelos f́ısicos já existentes aplicados em re-

atores convencionais com combust́ıvel sólido. Uma das principais influências do

escoamento do combust́ıvel no reator é na concentração de precursores de nêutrons

atrasados, que passam a decair parcialmente fora do núcleo, não contribuindo para a

reação em cadeia de fissão. Nesta tese são estudados os modelos f́ısicos usados para

esse tipo de reator, em especial o da cinética pontual de nêutrons, a fim de se desen-

volver um modelo de cinética pontual inversa, que possui aplicações práticas como

monitoração da reatividade do núcleo e calibração de barras de controle. O modelo

de cinética inversa proposto admite soluções anaĺıticas, semi-anaĺıticas e numéricas.

Após verificar o modelo desenvolvido por meio de testes de consistência, que de-

monstram uma concordância satisfatória entre este modelo e o de cinética pontual,

são propostas duas aplicações em transientes: uma variação linear entre ńıveis de

potência, e a determinação das regiões de criticalidade do reator durante uma queda

de velocidade de escoamento. Os resultados obtidos mostram que a cinética inversa

iv



é capaz de determinar com precisão a reatividade tanto para a execução de variação

da potência, no primeiro cenário, quanto para manter o reator subcŕıtico em caso

de acidentes, no segundo cenário.
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INVERSE KINETICS MODEL FOR CALCULATION OF REACTIVITY IN

MOLTEN SALT REACTORS
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Most molten salt reactor designs present a liquid fuel that, mixed with the

coolant composed of molten salts, circulates through the reactor. This circulation

introduces important phenomena in the study of reactor physics, thus requiring

changes in the existing physical models applied in conventional reactors with solid

fuel. One of the main influences of the fuel flow in the reactor is in the delayed

neutron precursors’ concentration, which partially decay outside the core, not con-

tributing to the fission chain reaction. In this thesis, we investigate the physical

models used for this type of reactor, especially the neutron point kinetics, in order

to develop an inverse point kinetics model, which has practical applications such as

core reactivity monitoring and control rod calibration. The proposed inverse kinet-

ics model has analytical, semi-analytical and numerical solutions. After verifying

the developed model through consistency tests, which demonstrate a satisfactory

agreement between this model and the point kinetics one, two applications in tran-

sients are proposed: a linear variation between power levels, and the determination

of criticality regions of the reactor during a decrease in flow velocity. The results

obtained show that the inverse kinetics is capable of accurately determine the reac-

tivity both for the execution of power variation, in the first scenario, and to maintain

the reactor subcriticality in case of accidents, in the second scenario.
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A Função W de Lambert 110

A.1 Equações do cálculo do tempo de trânsito . . . . . . . . . . . . . . . 113
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exponencial da velocidade. (2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3.1 Distribuição axial do fluxo de nêutrons para diferentes valores da
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7.4 Desvios máximos, em pcm, entre as reatividades ρci e ρin, para va-

riação linear da velocidade. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
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p. 9

C∗i Concentração adjunta de precursores da i-ésima famı́lia, p. 11
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i i-ésima famı́lia de precursores, p. 9
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Chumbo, p. 2

LWR Light-Water Reactor - Reator a Água Leve, p. 2
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Caṕıtulo 1

Introdução

1.1 Energia nuclear na atualidade

Tem-se discutido bastante nos últimos anos a aceitação pública da energia

nuclear, em especial as questões sobre armazenamento e gerenciamento dos rejeitos

nucleares, que são gerados em todas as etapas do ciclo de combust́ıvel. Os rejeitos

de alta reatividade são constitúıdos de elementos transurânicos e produtos de fissão,

que são gerados no núcleo do reator, e podem ter meia-vida da ordem de milhares

de anos. Nas usinas do complexo de Angra, estes rejeitos ficam armazenados em

piscinas especiais dentro dos prédios de segurança das usinas, e futuramente podem

ser reprocessados para serem reaproveitados.

Ao longo da história da energia nuclear, esse setor continuamente foca em

aperfeiçoar os processos de minimização de geração, tratamento e isolamento dos

rejeitos, e está no caminho para superar o principal problema de longas meia-vidas

dos materiais de alta atividade. A nova geração de reatores sendo desenvolvido

possuem soluções para reduzir consideravelmente o tempo de vida dos rejeitos ra-

dioativos de alta radioatividade usando, por exemplo, o processo de transmutação,

podendo inclusive ser usado em rejeitos já existentes. Com o avanço dessas novas

tecnologias, a energia nuclear passa a ser cada vez mais compat́ıvel com as metas

de desenvolvimento sustentável.

A evolução dos reatores nucleares é comumente dividida em quatro gerações

[1]: geração I (1950-1970) – primeiros protótipos de diversos designs de reatores;

geração II (1970-1995) – usinas nucleares comerciais, com operação confiável e com-

1



petitividade econômica; geração III/III+ (1995-2030) – evolução dos reatores a água

leve (light-water reactor - LWR) de segunda geração; geração IV (2030+) – designs

que descontinuam os de geração III e introduzem novas tecnologias.

Os reatores de quarta geração são designs de reatores nucleares atualmente

em desenvolvimento para aplicações comerciais, possuindo como objetivo aumentar

a segurança e diminuir a geração de rejeitos radioativos, além de melhorias mais

gerais como sustentabilidade, eficiência e custo [2]. Alguns tipos de reatores dessa

geração são: reator rápido refrigerado a gás (gas-cooled fast reactor - GFR), reator

rápido refrigerado a chumbo (lead-cooled fast reactor - LFR), reator a sal fundido

(molten salt reactor - MSR), reator refrigerado a água supercŕıtica (supercritical-

water-cooled reactor - SCWR), reator rápido refrigerado a sódio (sodium-cooled fast

reactor - SFR) e reator de temperatura muito alta (very-high-temperature reactor -

VHTR).

1.2 Reator a sal fundido

Nos designs de reatores a sal fundido, o combust́ıvel é dilúıdo no refrige-

rante, que consiste de uma mistura de sais fundidos, como fluoretos [3]. Como o

combust́ıvel está misturado no refrigerante, eles escoam juntos pelo reator e pela

tubulação externa do sistema primário, alterando assim a neutrônica do reator. En-

tretanto, o escoamento do combust́ıvel aprimora significativamente o processo de

remoção de calor do núcleo, pois o transporte de calor dentro da região do com-

bust́ıvel é feito, além da condução, também por convecção, o que não acontece nos

reatores com combust́ıvel sólido. Isto, por sua vez, aumenta a segurança do reator

e facilita o processo de recarga [4][5][6]. Algumas outras vantagens do MSR são [7]:

a ausência de necessidade de fabricação de combust́ıvel sólido, o que reduz o custo

do ciclo do combust́ıvel e problemas com criticalidade; composição homogênea do

combust́ıvel, evitando pontos quentes e possibilitando ciclos regeneradores mesmo

em designs térmicos; possibilidade de remoção de todo o combust́ıvel em casos de

acidentes; alta temperatura de operação, o que aumenta a eficiência do ciclo térmico;

e a possibilidade de reabastecimento em tempo real.

Apesar de possuir vantagens em comparação com reatores com combust́ıvel
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sólido, problemas importantes também surgem nos designs de MSR, alguns dos

quais são [8]: corrosão dos materiais estruturais, causada pelos produtos de fissão

(especialmente telúrio) e pela alta temperatura e velocidade de escoamento do sal

fundido; produção de tŕıtio nos designs com sais contendo ĺıtio, que pode-se tornar

um risco à saúde caso escape para o ambiente e forme água tritiada; e a necessidade

de plantas qúımicas complexas para realizar a separação dos produtos de fissão,

tŕıtio e outros isótopos radioativos.

Figura 1.1: Exemplo esquemático de um reator a sal fundido – Fonte: US - Depart-
ment of Energy - Nuclear Energy Research - Advisory Committee, adaptado.

A figura 1.1 mostra o esquema de um reator a sal fundido. No século XX,

dois dos mais conhecidos projetos desse tipo de reator foram feitos no Laboratório

Nacional de Oak Ridge (Oak Ridge National Laboratory - ORNL). São eles [9]:

� Aircraft Reactor Experiment (ARE), operado entre 3 e 12 de Novembro de

1954. Possúıa combust́ıvel formado por uma mistura de fluoretos de sódio

e zircônio, na qual o fluoreto de urânio, com 93% de enriquecimento, estava

dissolvido (NaF-ZrF4-
235UF4, 53-41-6 mol%). Esse reator era moderado por

óxido de beŕılio (BeO) e tinha sódio ĺıquido como segundo refrigerante. Operou

a uma potência térmica nominal de 2.5 MW.
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� Molten-Salt Reactor Experiment (MSRE) foi operado entre Junho de 1965

e Dezembro de 1969. Seu combust́ıvel era formado por fluoretos de ĺıtio-

7, beŕılio e zircônio (LiF-BeF2-ZrF4-UF4, 65-29-5-1 mol%), sendo com urânio

enriquecido, em um primeiro momento, de U-235, e posteriormente com U-233.

Era moderado por grafite e tinha como refrigerante secundário uma mistura de

fluoretos de ĺıtio e beŕılio (2LiF-BeF2, 66%-34%). Foi operado a uma potência

térmica nominal de 7.4 MW.

Como a circulação do combust́ıvel ĺıquido altera significativamente a

neutrônica do reator, torna-se necessário uma modelagem f́ısica e matemática dife-

rente daquela do combust́ıvel sólido clássico. Desta forma, o estudo da neutrônica

desse tipo de combust́ıvel é de suma importância para o desenvolvimento do MSR

e de outros reatores com designs baseados em combust́ıveis ĺıquidos.

1.3 Cinética pontual de nêutrons e cinética in-

versa

O transporte de nêutrons em um combust́ıvel circulante pode ser modelado

pela teoria de difusão de nêutrons de maneira similar ao caso clássico de combust́ıvel

sólido. De fato, a equação de difusão é a mesma, com mudanças ocorrendo apenas

nas equações de balanço dos precursores de nêutrons atrasados. Isso, no entanto,

altera consideravelmente a distribuição de nêutrons no reator, principalmente a dos

nêutrons atrasados [10][11][12][13], causando efeitos importantes na resposta do re-

ator a perturbações.

A aproximação de cinética pontual de nêutrons é uma ferramenta útil para

calcular variações na potência do reator causadas por perturbações, como movi-

mentação de barras de controle ou variação da velocidade de escoamento. A princi-

pal vantagem dessa aproximação é seu baixo custo computacional em comparação

com a cinética espacial, que é obtida ao realizar aproximações sobre a forma espacial

da população de nêutrons, levando a um modelo mais simples. No entanto, essas

aproximações devem ser analisadas detalhadamente, pois, embora sejam válidas para

o caso de combust́ıvel sólido, elas podem não reproduzir de forma precisa o caso de

combust́ıvel ĺıquido [14]. Na literatura podem ser encontrados diversos modelos para
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a cinética espacial e a dinâmica de MSR, com geometrias unidimensionais [15][16],

bidimensionais [17][18][19][20][21], e tridimensionais [22][23]. Especificamente para

a cinética pontual, há tanto modelos considerando realimentação termo-hidráulica

[24][25], quanto modelos com foco exclusivo na neutrônica [26][27][28].

Uma das aplicações mais importantes da cinética pontual é no seu problema

inverso. No problema direto, a variação da potência nuclear é determinada a par-

tir das perturbações conhecidas no sistema, que são representadas pelo parâmetro

cinético da reatividade. Já no problema inverso, o objetivo é encontrar a variação ne-

cessária da reatividade para obter uma determinada variação de potência desejada.

Este problema é chamado de cinética inversa.

Algumas das aplicações da cinética inversa são na determinação da reativi-

dade inserida pela movimentação das barras de controle [29][30], que também pode

ser usada para fins de calibração [31][32], e na modelagem de um reat́ımetro para

monitoração tanto da reatividade [33] quanto da intensidade da fonte externa de

nêutrons [34][35].

1.4 Objetivos

Este trabalho tem por objetivo modelar a cinética inversa de reatores a sal

fundido (MSR) a partir de um modelo de cinética pontual [27][36], que é obtido pela

metodologia de Henry [37] para a dedução das equações. O modelo desenvolvido

é, então, testado usando seus resultados na cinética pontual (problema direto) de

forma a verificar a consistência de suas soluções, e posteriormente é aplicado em dois

casos de interesse do MSR: uma variação linear entre diferentes ńıveis de potência do

reator, e a determinação das regiões de criticalidade do núcleo, que são importantes

para manter a subcriticalidade do reator e garantir sua segurança. Também são

propostos métodos de solução numérica do modelo, além de soluções anaĺıticas e

semi-anaĺıticas de aproximações relevantes.

1.5 Organização do texto

No caṕıtulo 2 são apresentadas as equações da neutrônica do MSR: cinética

espacial, estado estacionário e equações adjuntas. Neste caṕıtulo também é deta-
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lhado o cálculo do tempo de trânsito na tubulação externa para diferentes variações

posśıveis da velocidade de escoamento do combust́ıvel. O cálculo do tempo de

trânsito é de suma importância para a cinética do reator, visto que é o parâmetro

que está diretamente ligado ao principal fenômeno do MSR: a circulação do com-

bust́ıvel e consequente decaimento dos precursores na tubulação.

No caṕıtulo 3, as equações do sistema estacionário são resolvidas semi-

analiticamente para um caso simples, a fim de comparar com o caso clássico de

combust́ıvel sólido, além de encontrar os casos limites do problema e suas soluções.

Ao final, analisa-se a influência da velocidade de escoamento sobre as variáveis do

sistema: fluxo de nêutrons, concentração de precursores, e fator de multiplicação.

No caṕıtulo 4 deduzimos o modelo de cinética pontual a partir das equações

da cinética espacial, do sistema estacionário e das variáveis adjuntas, seguindo uma

metodologia similar à de Henry [37], e usando uma aproximação quase-estática para

a forma espacial da concentração de precursores. Os parâmetros cinéticos resul-

tantes dessa dedução são comparados com os encontrados na cinética pontual de

combust́ıveis sólidos, a fim de caracterizar apropriadamente os parâmetros que estão

diretamente relacionados ao escoamento do combust́ıvel.

No caṕıtulo 5, o modelo de cinética inversa é apresentado e uma solução

semi-anaĺıtica é deduzida para o problema, além de uma solução anaĺıtica a partir

de uma aproximação. Essa última é interessante pois advém de uma caracteŕıstica

peculiar das equações do problema, que são do tipo diferenciais atrasadas. Também

é mostrado como o modelo desenvolvido pode ser generalizado para os casos nos

quais a realimentação termohidráulica é considerada.

No caṕıtulo 6 são apresentadas as soluções numéricas das diferentes equações

diferenciais encontradas neste trabalho. São mostrados os métodos usados para re-

solver tanto os problemas com dependência espacial (sistema estacionário e variáveis

adjuntas) quanto os com dependência espaço-temporal (cinética espacial). Na

cinética pontual e inversa, a dependência espaço-temporal é separada: a dependência

temporal encontra-se no fator de amplitude dos precursores e no do fluxo, no caso

da cinética pontual, ou na reatividade, no caso da cinética inversa. A dependência

espacial encontra-se, em ambos, na forma espacial dos precursores, que é usada para

a atualização dos parâmetros cinéticos.
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No caṕıtulo 7, os resultados obtidos nesta tese são apresentados. A cinética

inversa é aplicada a dois transientes do MSR e seus resultados são discutidos. Além

disso, também são realizados dois testes para verificar a consistência das soluções

obtidas pelo modelo da cinética inversa.

No caṕıtulo 8 são apresentadas as conclusões desta tese e propostas algumas

outras posśıveis aplicações da cinética inversa em casos de interesse do MSR, além

de uma posśıvel perspectiva para continuação deste trabalho.

No apêndice A, a função W de Lambert é explicada em maior detalhe, sendo

mostrada sua importância na solução anaĺıtica de algumas equações diferenciais, em

especial no cálculo do tempo de trânsito dos precursores.
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Caṕıtulo 2

Modelagem Matemática de um

Reator a Sal Fundido

Figura 2.1: Representação unidimensional de um reator com combust́ıvel ĺıquido: H
- altura do reator; L - comprimento linear total da tubulação externa; u - velocidade
de escoamento.

Nos reatores a sal fundido, o combust́ıvel encontra-se dissolvido no refrige-

rante formado por sais fundidos e circula pelo sistema primário. Este é composto

pelo núcleo, que pode conter grafite como moderador nos modelos térmicos ou uma

região com isótopos férteis (blanket) nos modelos de reatores rápidos reprodutores, e
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pela tubulação externa, onde o calor gerado pela fissão é removido por um trocador

de calor. Considera-se que ocorra fissão apenas dentro da região do núcleo, sendo

desprezada a energia gerada dentro da tubulação seja devido à sua geometria mais

favorável à fuga de nêutrons, seja pela ausência de elementos moderadores. Ou seja,

consideramos que a tubulação externa está neutronicamente isolada do reator [27].

A figura 2.1 apresenta o modelo de um reator unidimensional que será utilizado

neste trabalho.

O escoamento do combust́ıvel influencia na distribuição dos nêutrons no

núcleo, mais especificamente alterando a distribuição dos precursores Ci(r, t). Esse

efeito se manifesta nas suas equações, que passam a ter um termo relativo ao es-

coamento para considerar o deslocamento dos precursores junto com o fluido, cuja

velocidade é determinada pelas bombas de circulação do sistema. Esse termo con-

vectivo é dado por

∇ · (u(r, t)Ci(r, t)), (2.1)

onde u(r, t) é a velocidade de escoamento do combust́ıvel e ∇· é o operador

divergência. O caso de combust́ıvel sólido é recuperado ao tomarmos o limite

u(r, t)→ 0. No modelo unidimensional que será usado, a velocidade u(r, t) possui

apenas a componente axial, com módulo uniforme: u(r, t) = u(t) êz.

Na próxima seção, são apresentadas as equações da neutrônica do MSR:

as equações da cinética espacial, do sistema estacionário, e das variáveis adjuntas,

juntamente de suas condições iniciais e de contorno.

2.1 Equações do MSR

As equações da cinética espacial para o fluxo de nêutrons φg(z, t), baseado na

teoria de difusão multigrupo para cada grupo g = 1, . . . , G de energia e sem fonte

externa de nêutrons, e as equações para as concentrações de precursores Ci(z, t) de

cada famı́lia i = 1, . . . , I são dadas por

1

vg

∂φg
∂t

= Dg
∂2φg
∂z2

+
G∑

g′=1

{
Σs,g′→g + (1− β)χp,g νΣf,g′ − Σt,g δgg′

}
φg′ +

I∑
i=1

χi,gλiCi,

(2.2a)

∂Ci
∂t

= βi

G∑
g=1

νΣf,g φg − u(t)
∂Ci
∂z
− λiCi, (2.2b)
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onde Σt,g e Σf,g são as seções de choque macroscópicas (SCM) total e de fissão,

respectivamente, Σs,g′→g é a SCM diferencial de espalhamento, χp,g e χi,g são os

espectros de energia dos nêutrons prontos e atrasados, respectivamente, vg é a ve-

locidade do nêutron e ν é o número médio de nêutrons emitidos pela fissão. Cada

parâmetro é respectivo ao grupo g de energia. Em relação aos parâmetros dos pre-

cursores, λi e βi são a constante de decaimento e a fração de nêutrons atrasados,

respectivamente, da i-ésima famı́lia e β é a soma de todos os βi. O śımbolo δgg′

é o delta de Kronecker, ou seja, vale 1 quando g′ = g, e 0 em caso contrário. As

condições iniciais e de contorno são dadas por

φg(0, t) = 0 = φg(H, t), (2.3a)

φg(z, 0) = φ0
g(z), (2.3b)

Ci(0, t) = Ci(H, t− τ(t)) ξi(t), (2.3c)

Ci(z, 0) = C0
i (z). (2.3d)

Os parâmetros espećıficos do sistema de combust́ıvel fluido são o tempo

de trânsito (ou de circulação) na tubulação externa, τ(t), e a fração de pre-

cursores que não decáıram durante o tempo que permaneceram fora do núcleo,

ξi(t) ≡ exp(−λiτ(t)), oriunda da lei de decaimento radioativo. A condição de con-

torno para o fluxo é a condição de vácuo, ou seja, fluxo nulo nas fronteiras, que é a

mesma comumente usada para o caso de combust́ıvel sólido. Já para os precursores,

a condição de contorno é de reentrada: a concentração de precursores que reentram

no núcleo (z = 0) no instante t é igual à concentração de precursores que sáıram

do núcleo (z = H) em um instante anterior t − τ(t) e que não decáıram durante o

tempo τ(t) que transitavam pela tubulação externa.

As condições iniciais do problema são dadas pela solução do sistema esta-

cionário, cujas equações são obtidas ao tornar nulas as derivadas temporais:

0 = D0
g

d2φ0
g

dz2
+

G∑
g′=1

{
Σ0
s,g′→g + (1− β)χp,g

νΣ0
f,g′

keff
− Σ0

t,g δgg′

}
φ0
g′ +

I∑
i=1

χi,gλiC
0
i ,

(2.4a)

0 = βi

G∑
g=1

νΣ0
f,g

keff
φ0
g − u0

dC0
i

dz
− λiC0

i , (2.4b)
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com as seguintes condições de contorno:

φ0
g(0) = 0 = φ0

g(H), (2.5a)

C0
i (0) = C0

i (H) ξ0i , (2.5b)

onde o ı́ndice 0 indica o valor que o respectivo parâmetro possúıa durante a operação

cŕıtica do reator antes do transiente (t < 0). O fator de multiplicação efetivo, keff ,

foi acrescentado para modelar o cálculo de criticalidade, que será visto nas próximas

seções.

Para deduzir, posteriormente, as equações da cinética pontual, é necessário

definir as variáveis adjuntas relacionadas às variáveis do sistema estacionário e que

são usadas como pesos nas definições dos parâmetros cinéticos, para reduzir o erro

associado com essa aproximação [37]. No caso no qual não há fonte externa de

nêutrons, as equações para o fluxo adjunto de nêutrons φ∗g(z), e para a concentração

adjunta de precursores C∗i (z), são dadas por [14][27]

0 = D0
g

d2φ∗g
dz2

+
G∑

g′=1

{
Σ0
s,g→g′ + (1− β)χp,g′

νΣ0
f,g

keff
− Σ0

t,g δgg′

}
φ∗g′ +

νΣ0
f,g

keff

I∑
i=1

βiC
∗
i ,

(2.6a)

0 = λi

G∑
g=1

χi,gφ
∗
g + u0

dC∗i
dz
− λiC∗i , (2.6b)

com condições de contorno simétricas às do sistema estacionário [27]:

φ∗g(0) = 0 = φ∗g(H), (2.7a)

C∗i (H) = C∗i (0) ξ0i . (2.7b)

O tempo de trânsito τ(t) é um parâmetro importante da neutrônica do MSR,

pois está relacionado diretamente com a quantidade de nêutrons atrasados perdi-

dos da reação em cadeia devido ao decaimento de seus precursores fora do reator.

Quando a velocidade de escoamento varia durante um transiente, o cálculo deste

parâmetro pode se tornar bastante complexo. Na próxima seção, é feito o cálculo

anaĺıtico do tempo de trânsito para alguns perfis de velocidade, além de ser proposto

um método numérico para determiná-lo em qualquer caso de variação da velocidade.
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2.2 Cálculo do tempo de trânsito

O tempo de trânsito τ(t) é o tempo que os precursores permanecem dentro

da tubulação e é usado para calcular a fração de precursores que decáıram fora

do reator. Um precursor saindo do reator no instante t − τ(t) reentra no instante

t, percorrendo o comprimento L da tubulação com velocidade u(t). A expressão

matemática é dada por ∫ t

t−τ(t)
u(t′) dt′ = L. (2.8)

Como τ aparece no limite inferior da integral, sua solução anaĺıtica torna-se com-

plicada ou até mesmo imposśıvel para variações temporais mais complexas da ve-

locidade de escoamento. Apesar disso, é posśıvel encontrar soluções anaĺıticas para

algumas velocidades com perfis temporais de interesse: variação linear entre a ve-

locidade inicial u0 e a final uf durante um tempo de transiente Tp da bomba de

circulação; decaimento exponencial a partir da velocidade inicial até uma veloci-

dade final assintótica; e variação instantânea da velocidade, que também pode ser

visto como o limite dos casos anteriores [38].

Deve-se notar que a velocidade real do combust́ıvel dentro da tubulação não é

igual à dentro do reator, pois essas duas regiões possuem áreas de suas seções trans-

versais diferentes. É a vazão mássica (e também a volumétrica, se for desprezada a

variação de densidade entre as regiões causada pela diferença de temperatura) que

se mantém uniforme. A relação entre as velocidades em cada região é dada pela

equação de continuidade:
ṁf = ρfurAr = ρfutAt, (2.9)

onde ṁf e ρf são a vazão mássica e a densidade do combust́ıvel, respectivamente, ur

e ut são as velocidades dentro do reator e dentro da tubulação, respectivamente, e

Ar e At são as áreas da seção transversal do reator e da tubulação, respectivamente.

No entanto, se colocarmos a velocidade dentro da tubulação ut(t
′) na equação

(2.8) em função da velocidade no reator, ur, podemos obter a expressão para o tempo

de trânsito τ(t) em função da velocidade no reator. Assim:

L =

∫ t

t−τ(t)
ut(t

′) dt′ =
Ar
At

∫ t

t−τ(t)
ur(t

′) dt′ →
∫ t

t−τ(t)
ur(t

′) dt′ =: L̃,
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onde L̃ ≡ LAt/Ar pode ser interpretado como um comprimento da tubulação re-

dimensionado [10]. Por simplicidade, neste trabalho, a velocidade de escoamento

usada será sempre a do reator e, para o cálculo do tempo de trânsito, o compri-

mento da tubulação L será considerado o comprimento redimensionado pelo fator

At/Ar.

2.2.1 Variação Instantânea

Como o caso de variação instantânea é o mais simples, será resolvido primeiro.

Neste caso, a velocidade possui o seguinte perfil:

u(t) =

u0, se t < 0,

uf , se t > 0,
(2.10)

conforme o gráfico mostrado na figura 2.2. Os valores das velocidades inicial (50

cm/s) e final (2 cm/s) escolhidas são t́ıpicos para o combust́ıvel circulante durante

a operação normal e no caso de circulação natural, respectivamente [20][39].
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Figura 2.2: Variação instantânea da velocidade, com u0 = 50 cm/s e uf = 2 cm/s.

Há dois intervalos de tempo nos quais a expressão para τ(t) é trivial. Quando

os precursores reentram no reator em um instante t < 0, eles percorrem toda a

tubulação com velocidade constante igual a u0:
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u0

∫ t

t−τ(t)
dt′ = L,

τ(t) =
L

u0
≡ τ0.

(2.11)

Da mesma forma, a partir de um certo instante T , que será calculado posteriormente,

todos os precursores que reentraram no reator em um instante t > T terão percorrido

a tubulação com velocidade constante igual a uf . Assim, analogamente ao caso

anterior:

τ(t) =
L

uf
≡ τf . (2.12)

Para instantes 0 6 t < T , os precursores que voltam ao reator terão percor-

rido parte da tubulação com velocidade u0 e o restante com uf , conforme ilustra a

figura 2.3.

Figura 2.3: Situação onde o precursor percorre parte da tubulação com velocidade
u0 e parte com uf .

As distâncias ∆x1 e ∆x2 da figura 2.3 são dadas por:

∆x1 = u0(0− t0) = −u0t0, (2.13a)

∆x2 = uf (t1 − 0) = uf tf . (2.13b)

Sabendo que ∆x1 + ∆x2 = L e que τ = t1 − t0:

L = uf t1 − u0(t1 − τ)→ τ = τ0 +
τf − τ0
τf

t1. (2.14)

Como t1 é, por definição, o instante em que o precursor reentra no reator, ele pode

ser substitúıdo por t, pois é o mesmo instante avaliado do lado esquerdo da condição

de contorno (2.3c), que é a condição sobre a entrada no reator:

τ(t) =
τf − τ0
τf

t+ τ0, se 0 6 t < T. (2.15)

14



O instante T , limite superior na qual essa expressão é válida, é o instante em

que ∆x1 é nulo. Assim:

uf (T − 0) = L,

T =
L

uf
= τf .

(2.16)

A expressão final para τ(t) é, então, uma função definida em 3 partes:

τ(t) =



τ0, se t < 0,

τf − τ0
τf

t+ τ0, se 0 6 t < τf ,

τf , se t > τf ,

(2.17)

com gráfico mostrado figura 2.4.
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Figura 2.4: Variação do tempo de trânsito para variação instantânea da velocidade,
com u0 = 50 cm/s, uf = 2 cm/s e L = 300 cm.

2.2.2 Variação Linear

No caso de variação linear da velocidade de escoamento, o transiente da

bomba de circulação dura um tempo Tp, com a velocidade se mantendo constante e
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igual a uf após:

u(t) =


u0, se t < 0,

αt+ u0, se 0 6 t < Tp,

uf , se t > Tp,

(2.18)

onde
α ≡ uf − u0

Tp
. (2.19)

A figura 2.5 mostra o gráfico da velocidade variando linearmente.
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Figura 2.5: Variação linear da velocidade, com u0 = 50 cm/s, uf = 2 cm/s e Tp = 5
s.

Existem duas situações diferentes que ocorrem dependendo do valor de Tp.

A distância percorrida, dentro da tubulação, pelo precursor durante o transiente da

bomba pode ser maior ou menor que o comprimento L. Chamando essa distância

de ∆xp, ela pode ser calculada pela equação de Torricelli:

u2f = u20 + 2α∆xp,

∆xp =
uf + u0

2
Tp.

(2.20)

Assim, há dois casos que devem ser tratados de forma diferente para calcular o

tempo de trânsito τ(t):

∆xp =
uf + u0

2
Tp ≶ L , (2.21)
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e que podem ser escritos em termos de Tp como:

Tp ≶ Tcrit ≡
2τfτ0
τf + τ0

, (2.22)

onde Tcrit é o tempo cŕıtico de transiente da bomba na qual ocorre essa separação.

Em ambos os casos, τ(t) = τ0 para instantes t < 0. Também em ambos os

casos acontece o primeiro cenário, mostrado na figura 2.6, para 0 6 t < T1. Os

precursores percorrem uma distância ∆x1 dentro da tubulação com a velocidade

inicial u0 e uma distância ∆x2 com movimento acelerado durante o transiente da

bomba, e reentram no reator antes do fim do transiente.

Figura 2.6: Situação onde o precursor percorre parte da tubulação com velocidade
constante u0 e parte acelerando com α.

As expressões para ∆x1 e ∆x2 são:

∆x1 = u0(0− t0) = −u0t0, (2.23a)

∆x2 = u0(t1 − 0) +
α

2
(t1 − 0)2. (2.23b)

Sabendo que ∆x1 + ∆x2 = L e que τ = t1 − t0, temos, usando a equação (2.19):

u0τ +
α

2
t21 = L,

τ = τ0 −
α

2u0
t21 = τ0 +

τf − τ0
τf

t21
2Tp

,

(2.24)

e, novamente, substituindo t1 por t:

τ(t) =
τf − τ0
τf

t2

2Tp
+ τ0, se 0 6 t < T1. (2.25)

No próximo cenário aparecem as diferenças entre os casos das condições (2.21)

e (2.22). Se Tp < Tcrit, os precursores percorrem parte da tubulação com velocidade
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constante u0, parte com aceleração, e o restante com velocidade constante uf . Se

Tp > Tcrit, os precursores percorrerão a tubulação inteira com movimento uniforme-

mente acelerado. A figura 2.7 ilustra essas duas situações.

Figura 2.7: Situação onde o precursor: a) percorre parte da tubulação com ve-
locidade constante u0, parte acelerando com α e o restante com velocidade uf
(Tp < Tcrit); b) percorre toda a tubulação acelerando (Tp > Tcrit).

Na situação a) da figura 2.7, temos:

∆x1 = −u0t0, (2.26a)

∆x2 = ∆xp =
uf + u0

2
Tp, (2.26b)

∆x3 = uf (t1 − Tp). (2.26c)

Assim:

L = −u0t0 +
uf + u0

2
Tp + uf (t1 − Tp) = u0τ + (uf − u0)t1 +

u0 − uf
2

Tp,

τ = τ0 +
u0 − uf
u0

t1 −
u0 − uf
u0

Tp
2

= τ0 +
τf − τ0
τf

(
t1 −

Tp
2

)
,

(2.27)

e substituindo t1 por t:

τ(t) = τ0 +
τf − τ0
τf

(
t− Tp

2

)
, se T1 6 t < T2 e Tp < Tcrit. (2.28)
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Na situação b) da figura 2.7, usando novamente a equação (2.19), temos:

∆x = (αt0 + u0)(t1 − t0) +
α

2
(t1 − t0)2 = L,

1

2
τ 2 −

(
t1 +

u0
α

)
τ +

L

α
= 0,

τ = t1 +
τf

τ0 − τf

{
Tp −

[
2
τ0 − τf
τf

(
t1 − τ0

)
Tp +

(
τ0 − τf
τf

t1

)2

+ T 2
p

] 1
2
}
.

(2.29)

Substituindo t1 por t:

τ(t) = t+
τf

τ0 − τf

{
Tp −

[
2
τ0 − τf
τf

(
t− τ0

)
Tp +

(
τ0 − τf
τf

t

)2

+ T 2
p

] 1
2
}
,

se T1 6 t < T2 e Tp > Tcrit.

(2.30)

O cenário seguinte é igual para ambas condições sobre Tp. O precursor entra

na tubulação após o ińıcio do transiente da bomba (t0 > 0), percorre parte dela com

movimento acelerado e o restante com velocidade constante uf . A figura 2.8 ilustra

essa situação.

Figura 2.8: Situação onde o precursor percorre parte da tubulação acelerando e
parte com velocidade constante.

Neste caso, as expressões para ∆x1 e ∆x2 são:

∆x1 = (αt0 + u0)(Tp − t0) +
α

2
(Tp − t0)2, (2.31a)

∆x2 = uf (t1 − Tp). (2.31b)

Substituindo t0 = t1 − τ em ∆x1 + ∆x2 = L e usando a equação (2.19):
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(αt1 − ατ + u0)(Tp − t1 + τ) +
α

2
(Tp − t1 + τ)2 + uf (t1 − Tp) = L,

1

2
τ 2 −

(
t1 +

u0
α

)
τ +

1

2
(t1 − Tp)2 +

L

α
= 0,

τ = t1 +
τf

τ0 − τf

{
Tp −

[
2τf − τ0
τf

τ0
τf
T 2
p + 2

τ0 − τf
τf

(
t1 − τf

)τ0
τf
Tp

] 1
2
}
.

(2.32)

Novamente substituindo t1 por t:

τ(t) = t+
τf

τ0 − τf

{
Tp −

[
2τf − τ0
τf

τ0
τf
T 2
p + 2

τ0 − τf
τf

(
t− τf

)τ0
τf
Tp

] 1
2
}
,

se T2 6 t < T3.

(2.33)

Com as expressões para τ(t) calculadas, é necessário agora encontrar os limi-

tes T1, T2 e T3 dos intervalos na qual cada expressão é válida. O instante T1 pode

ser obtido analisando a fronteira entre as situações mostradas nas figuras 2.6 e 2.7.

Para o caso de Tp < Tcrit isso ocorre quando t1 = T1 e ∆x3 = 0, logo T1 = Tp. Já

para o caso de Tp > Tcrit, isso ocorre quando os precursores entram na tubulação no

instante em que o transiente da bomba inicia, ou seja, t0 = 0. Assim:

u0T1 +
α

2
T 2
1 = L,

1

2
T 2
1 +

u0
α
T1 −

L

α
= 0,

T1 =
τf

τ0 − τf
Tp

[
− 1 +

√
1 +

τ0 − τf
τf

2τ0
Tp

]
, se Tp > Tcrit.

(2.34)

Para o caso em que Tp < Tcrit, o instante T2 ocorre quando ∆x1 = 0 na figura 2.7:

uf + u0
2

Tp + uf (T2 − Tp) = L,

ufT2 +
u0 − uf

2
Tp = L,

T2 = τf +
τ0 − τf
τ0

Tp
2
, se Tp < Tcrit.

(2.35)

No caso de Tp > Tcrit, pode-se ver pela figura 2.8 que T2 é o instante em que ∆x2 é

nulo e t1 = T2, ou seja:

∆x2 = uf (T2 − Tp) = 0,

T2 = Tp, se Tp > Tcrit.
(2.36)
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Para calcular T3, faz-se t0 = Tp, ou seja, os precursores saem do reator

(instante t0) logo após o fim do transiente da bomba, com velocidade final constante

igual a uf . Este caso vale para ambas condições sobre Tp. Pela figura 2.8, isso

significa que ∆x1 = 0, logo:

∆x2 = uf (T3 − Tp) = L,

T3 = Tp + τf .
(2.37)

Finalmente, podemos escrever a expressão final para o tempo de trânsito τ(t). Se

Tp < Tcrit:

τ(t) =



τ0, se t < 0,

τf − τ0
τf

t2

2Tp
+ τ0, se 0 6 t < Tp,

τ0 +
τf − τ0
τf

(
t− Tp

2

)
, se Tp 6 t < Ta,

t+
τf

τ0 − τf

{
Tp −

[
2τf − τ0
τf

τ0
τf
T 2
p

+ 2
τ0 − τf
τf

(
t− τf

)τ0
τf
Tp

] 1
2
} se Ta 6 t < τf + Tp,

τf , se t > τf + Tp,

(2.38)

No caso em que Tp > Tcrit:

τ(t) =



τ0, se t < 0,

τf − τ0
τf

t2

2Tp
+ τ0, se 0 6 t < Tb,

t+
τf

τ0 − τf

{
Tp −

[(
τ0 − τf
τf

t

)2

+ 2
τ0 − τf
τf

(
t− τ0

)
Tp + T 2

p

] 1
2
}
,

se Tb 6 t < Tp,

t+
τf

τ0 − τf

{
Tp −

[
2τf − τ0
τf

τ0
τf
T 2
p

+ 2
τ0 − τf
τf

(
t− τf

)τ0
τf
Tp

] 1
2
}
,

se Tp 6 t < τf + Tp,

τf , se t > τf + Tp.

(2.39)
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Os valores de Ta e Tb, presentes nos intervalos das expressões, são dados por:

Ta ≡ τf +
τ0 − τf
τ0

Tp
2
, (2.40a)

Tb ≡
τf

τ0 − τf
Tp

[
− 1 +

√
1 +

τ0 − τf
τf

2τ0
Tp

]
. (2.40b)

A figura 2.9 mostra três gráficos de τ(t) para diferentes tempos de transiente

da bomba Tp. Nos casos em que Tp seja igual a Tcrit, pode-se usar qualquer uma das

duas expressões de τ(t).
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Figura 2.9: Variação do tempo de trânsito para variação linear da velocidade, com
u0 = 50 cm/s, uf = 2 cm/s, L = 300 cm e Tcrit = 11.538.

2.2.3 Variação Exponencial

Para uma variação exponencial da velocidade de escoamento, a velocidade

decai com uma constante de decaimento κ da bomba. Este caso é útil para modelar

a variação da velocidade em casos de parada de bomba (a velocidade não chega a

zero pois há circulação natural). A expressão pra velocidade fica:

u(t) =

u0, se t < 0,

(u0 − uf )e−κt + uf , se t > 0.
(2.41)

A figura 2.10 mostra o gráfico da velocidade variando exponencialmente.
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Figura 2.10: Variação exponencial da velocidade, com u0 = 50 cm/s, uf = 2 cm/s e
κ = 0.5 s−1.

No ińıcio do transiente, os precursores que sáıram do reator no instante t0 < 0

e retornaram no instante t1 > 0 percorreram parte da tubulação com velocidade

inicial constante u0 e parte com a velocidade variando exponencialmente, como

ilustrado na figura 2.11. As distâncias ∆x1 e ∆x2 são dadas por:

∆x1 = −u0(0− t0) = −u0t0, (2.42a)

∆x2 =

∫ t1

0

[
(u0 − uf )e−κt

′
+ uf

]
dt′ = −u0 − uf

κ

[
e−κt1 − 1

]
+ uf t1. (2.42b)

Sabendo que ∆x1 + ∆x2 = L e que t0 = t1 − τ , temos:

− u0t1 + u0τ +
uf − u0
κ

[
e−κt1 − 1

]
+ uf t1 = L,

u0τ = L+ (u0 − uf )t1 −
u0 − uf
κ

[
e−κt1 − 1

]
,

τ = τ0 +
τf − τ0
τf

[
t1 +

e−κt1 − 1

κ

]
.

(2.43)

Substituindo t1 por t, obtém-se a primeira parte da expressão para τ(t):

τ(t) = τ0 +
τf − τ0
τf

[
t+

e−κt − 1

κ

]
, se 0 6 t < T. (2.44)
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Figura 2.11: Situação onde o precursor percorre parte da tubulação com velocidade
constante u0 e parte com velocidade variando exponencialmente.

Figura 2.12: Situação onde o precursor percorre toda a tubulação com velocidade
variando exponencialmente.

Para instantes mais longos, os precursores percorrem toda a tubulação com

a velocidade variando, como mostrado na figura 2.12. Assim:

∆x =

∫ t1

t0

u(t′) dt′ = L. (2.45)

Fazendo a mudança de variáveis para s = t′ − t1, temos:

L =

∫ 0

−τ
u(s+ t1) ds = −u0 − uf

κ

[
1− eκτ

]
e−κt1 + ufτ,

τ +
τf − τ0
τ0

e−κt1

κ
eκτ = τf +

τf − τ0
τ0

e−κt1

κ
.

(2.46)

Essa expressão pode ser resolvida em termos da função W de Lambert (apêndice

A):

τ = τf +
τf − τ0
τ0

e−κt1

κ
− 1

κ
W0

(
τf − τ0
τ0

exp

[
κ(τf − t1) +

τf − τ0
τ0

e−κt1
])

, (2.47)

e substituindo t1 por t, obtemos a segunda parte da expressão de τ(t):
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τ(t) = τf +
τf − τ0
τ0

e−κt

κ
− 1

κ
W0

(
τf − τ0
τ0

exp

[
κ(τf − t) +

τf − τ0
τ0

e−κt
])

, se T 6 t.

(2.48)

Para calcular o instante T na qual a expressão (2.44) deixa de valer e passa

para a expressão (2.48), basta avaliarmos o instante t0 em 0, na figura 2.12, e o

instante t1 será igual a T . Assim, temos:

L =

∫ T

0

u(t′) dt′ = −u0 − uf
κ

[
e−κT − 1

]
+ ufT,

ufT −
u0 − uf
κ

e−κT = L− u0 − uf
κ

,

T − τf − τ0
τ0

e−κT

κ
= τf −

τf − τ0
τ0

1

κ
.

(2.49)

Novamente, resolvendo para T em termos da função W de Lambert:

T = τf −
τf − τ0
τ0

1

κ
+

1

κ
W0

(
τf − τ0
τ0

exp

[
τf − τ0
τ0

− κτf
])

. (2.50)

Assim, a expressão para o tempo de trânsito τ(t) para variação exponencial da

velocidade, é dada por:

τ(t) =



τ0, se t < 0,

τ0 +
τf − τ0
τf

[
t+

e−κt − 1

κ

]
, se 0 6 t < T,

τf +
τf − τ0
τ0

e−κt

κ

− 1

κ
W0

(
τf − τ0
τ0

exp

[
κ(τf − t) +

τf − τ0
τ0

e−κt
])

,

se t > T.

(2.51)

A figura 2.13 mostra o gráfico de τ(t) para três valores diferentes da constante

de decaimento da bomba κ. Na figura 2.14 são apresentadas algumas das curvas

de τ(t) mostradas até aqui (figuras 2.4, 2.9 e 2.13), para compará-las. Pode-se

notar que quanto menor for o tempo de transiente da bomba, Tp, ou quanto maior

for a constante de decaimento da bomba, a variação do tempo de trânsito tende

à calculada para o caso de variação instantânea da velocidade de escoamento. A

figura 2.15 mostra o mesmo que a figura 2.14, mas com velocidades inicial e final

diferentes.
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Figura 2.13: Variação do tempo de trânsito para variação exponencial da velocidade,
com u0 = 50 cm/s, uf = 2 cm/s e L = 300 cm.
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Figura 2.14: Variação do tempo de trânsito para variações instantânea, linear e
exponencial da velocidade, com u0 = 50 cm/s, uf = 2 cm/s e L = 300 cm.
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Figura 2.15: Variação do tempo de trânsito para variações instantânea, linear e
exponencial da velocidade, com u0 = 100 cm/s, uf = 90 cm/s e L = 300 cm.

2.2.4 Método Numérico Para Variação Genérica da Veloci-

dade de Escoamento

Quando não possuirmos a forma anaĺıtica da variação temporal da velocidade

de escoamento, não é posśıvel determinar uma forma anaĺıtica para o tempo de

trânsito, o que também acontece quando a função da velocidade é tal que a integral

da equação (2.8) resulte em uma equação sem solução anaĺıtica para τ(t). Nesta sub-

seção, será apresentado um método para o cálculo numérico do tempo de trânsito

para uma variação genérica da velocidade de escoamento u(t).

Primeiramente, discretiza-se a variável temporal com passo ∆t:

tn ≡ n∆t, (2.52)

onde n = 0, 1, . . . , tf/∆t. Podemos avaliar a equação (2.8) em t = tn e dividir a

integral em duas partes, da seguinte forma:∫ tm

tn−τn

u(t′) dt′ +

∫ tn

tm

u(t′) dt′ = L. (2.53)
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onde τn ≡ τ(tn). O ı́ndice superior da primeira integral, tm = m∆t, é o menor

múltiplo do passo temporal ∆t que seja maior que o ı́ndice inferior tn − τn. A

segunda integral da equação (2.53) pode ser definida como ∆y e aproximada pelo

método dos trapézios:

∆y ≡
∫ tn

tm

u(t′) dt′ =
n−m∑
i=1

∆yi, (2.54)

onde
∆yi ≡

un+1−i + un−i
2

∆t, (2.55)

e tm é tal que ∆y deva ser o maior valor posśıvel menor que L.

Para encontrarmos m, devemos calcular cada ∆yi, a partir de i = 1, e somá-

los até que a soma ∆y seja maior que L. Supondo que isso aconteça quando i = j,

o maior valor posśıvel de ∆y acontece em j − 1, ou seja:

j − 1 = n−m→ m = n+ 1− j, (2.56)

e
∆y =

j−1∑
i=1

∆yi. (2.57)

Agora, para encontrarmos τn, voltamos à equação (2.53):∫ tn+1−j

tn−τn

u(t′) dt′ = L−∆y. (2.58)

Como o intervalo dessa integral é menor que o passo temporal ∆t, podemos aproxi-

mar u(t′) pela velocidade média no intervalo entre tn−j e tn+1−j, no qual a integral

está contida:
u(t′) ≈ un+1−j + un−j

2
. (2.59)

Assim, ao substituir na integral em (2.58), teremos:[
tn+1−j − tn + τn

]un+1−j + un−j
2

= L−∆y. (2.60)

Lembrando que tn = n∆t, a equação fica:

(1− j)∆t+ τn =
2(L−∆y)

un+1−j + un−j
, (2.61)

e resolvendo para τn:

τn = (j − 1)∆t+
2(L−∆y)

un+1−j + un−j
. (2.62)
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A separação em duas integrais na equação (2.53) foi necessária pois, caso

não fosse feita, o valor de τn seria dado em múltiplos de ∆t. Ao resolver a integral

da equação (2.58), interpolamos a velocidade de escoamento no intervalo em que a

integral da equação (2.8) deixa de ser menor e passa a ser maior que L, obtendo assim

um valor de τn mais preciso, mesmo tendo sido usada uma aproximação simples para

u(t′).

Deve-se ressaltar que nos casos em que j for tal que o ı́ndice da velocidade de

escoamento fique negativo, deve-se usar o valor de u0 para a velocidade, visto que

para t < 0, o sistema estava estacionário e com velocidade constante igual a u0.

Para verificar a aplicabilidade do método numérico proposto para o cálculo

de τ(t), será comparada a solução numérica, τnum, com as soluções anaĺıticas tanto

para o caso de variação linear da velocidade, τlin, quanto para variação exponencial,

τexp. A grandeza a ser analisada será o erro relativo máximo, definido por:

Erro Relativo Máximo ≡ max

(∣∣τnum(t)− τi(t)|
τi(t)

)
× 100%, (2.63)

onde τi representa τlin e τexp. As tabelas 2.1, 2.2, 2.3 e 2.4 apresentam os resultados.

Tabela 2.1: Erro relativo máximo, em %, entre o tempo de trânsito
numérico e o anaĺıtico, para variação exponencial da velocidade e
com passo temporal ∆t = 0.001 s.

u0 (cm/s) κ (s−1)
Velocidade final (assintótica) uf

0.8u0 0.5u0 0.1u0

0.1 2.9× 10−10 8.2× 10−10 1.7× 10−9

1 0.5 2.7× 10−9 6.8× 10−9 1.4× 10−8

5 1.4× 10−7 1.5× 10−7 1.4× 10−7

0.1 3.4× 10−9 8.3× 10−9 1.4× 10−8

10 0.5 2.6× 10−8 6.2× 10−8 1.1× 10−7

5 2.8× 10−7 6.8× 10−7 1.4× 10−6

0.1 9.6× 10−8 2.7× 10−7 3.9× 10−7

100 0.5 5.8× 10−7 1.2× 10−6 6.8× 10−7

5 5.5× 10−6 9.0× 10−6 1.1× 10−5
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Tabela 2.2: Erro relativo máximo, em %, entre o tempo de trânsito
numérico e o anaĺıtico, para variação exponencial da velocidade e
com passo temporal ∆t = 0.1 s.

u0 (cm/s) κ (s−1)
Velocidade final (assintótica) uf

0.8u0 0.5u0 0.1u0

0.1 3.5× 10−6 8.8× 10−6 1.8× 10−5

1 0.5 2.8× 10−5 6.8× 10−5 1.4× 10−4

5 1.3× 10−3 1.4× 10−3 1.4× 10−3

0.1 3.5× 10−5 8.3× 10−5 1.4× 10−4

10 0.5 2.6× 10−4 6.2× 10−4 1.2× 10−3

5 1.3× 10−2 1.4× 10−2 1.4× 10−2

0.1 8.6× 10−4 3.2× 10−3 4.1× 10−3

100 0.5 6.2× 10−3 1.1× 10−2 7.0× 10−3

5 3.1× 10−2 7.7× 10−2 1.1× 10−1

Tabela 2.3: Erro relativo máximo, em %, entre o tempo de trânsito
numérico e o anaĺıtico, para variação linear da velocidade e com
passo temporal ∆t = 0.001 s.

u0 (cm/s) Tp (s)
Velocidade final uf

2u0 5u0 10u0

1 7.2× 10−11 7.6× 10−11 1.3× 10−10

1 5 7.1× 10−11 1.1× 10−10 4.6× 10−10

10 6.0× 10−11 8.1× 10−11 3.3× 10−10

1 8.0× 10−7 7.2× 10−6 2.9× 10−5

10 5 1.6× 10−7 1.2× 10−6 3.8× 10−6

10 7.1× 10−8 4.9× 10−7 1.6× 10−6

1 7.0× 10−6 4.7× 10−5 1.4× 10−4

50 5 1.1× 10−6 5.6× 10−6 1.7× 10−5

10 4.8× 10−7 2.4× 10−6 6.6× 10−6
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Tabela 2.4: Erro relativo máximo, em %, entre o tempo de trânsito
numérico e o anaĺıtico, para variação linear da velocidade e com
passo temporal ∆t = 0.1 s.

u0 (cm/s) Tp (s)
Velocidade final uf

2u0 5u0 10u0

1 8.3× 10−7 8.9× 10−7 2.2× 10−6

1 5 8.2× 10−7 2.3× 10−6 4.9× 10−6

10 5.8× 10−7 8.2× 10−7 2.3× 10−6

1 6.0× 10−3 2.3× 10−2 1.1× 10−1

10 5 1.4× 10−3 7.6× 10−3 2.2× 10−2

10 6.7× 10−4 4.3× 10−3 1.2× 10−2

1 5.6× 10−2 2.2× 10−2 4.5× 10−1

50 5 1.0× 10−2 4.4× 10−2 1.4× 10−2

10 4.5× 10−3 2.2× 10−2 5.2× 10−2

A partir das tabelas 2.1 e 2.2, podemos notar que o erro aumenta com o qua-

drado do passo temporal ∆t, além de ser maior quanto menor for a velocidade final

assintótica uf e maior for a velocidade inicial u0. Conforme a constante temporal

κ da bomba aumenta, o erro também aumenta, ou seja, o método possui menor

precisão quanto mais rápido for a variação da velocidade de escoamento. Em todos

os casos, a ordem de grandeza do erro é da ordem de décimos de porcento ou menor,

garantindo, assim, uma boa precisão para o método numérico, mesmo quando o

passo temporal é relativamente grande, como no caso de ∆t = 0.1 s.

Pelas tabelas 2.3 e 2.4, vemos que o comportamento para o caso de variação

linear é similar ao do caso exponencial: o erro aumenta com o quadrado do passo

temporal, além de ser maior conforme a velocidade inicial e sua diferença em relação

à final aumentam. Vemos também que o erro diminui conforme o tempo Tp de

transiente da bomba aumenta: quanto mais lento for o transiente, maior a precisão

do método, da mesma forma que no caso exponencial. O maior erro visto, neste

caso, também foi da ordem de décimos de porcento, ou seja, o método numérico

determina com boa precisão o tempo de trânsito τ(t) para os dois casos tratados.
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Caṕıtulo 3

Solução do Sistema Estacionário e

Aproximações

As equações do sistema estacionário, dadas pelas equações (2.4a) e (2.4b),

podem ser resolvidas semi-analiticamente se considerarmos apenas nêutrons mono-

energéticos e uma famı́lia de precursores. Esse caso, apesar de muito simplificado, é

útil para se analisar alguns comportamentos do combust́ıvel fluido que não aparecem

no sólido. Alguns casos limites também podem ser verificados, como as aproximações

de velocidade de escoamento infinita e sem recirculação dos precursores pelo reator.

3.1 Solução semi-anaĺıtica para um caso simples

As equações (2.4a) e (2.4b) no caso de nêutrons monoenergéticos e uma

famı́lia de precursores simplificam-se para:

−Dd
2φ

dz2
+ Σaφ− λC =

1

k
(1− β)νΣfφ, (3.1a)

u
dC

dz
+ λC =

1

k
βνΣfφ, (3.1b)

onde o termo k é o fator de multiplicação efetivo e foi inclúıdo nos termos de fissão

para encontrar a condição de criticalidade. O ı́ndice 0, que indicava os parâmetros

avaliados no estado estacionário, e o ı́ndice eff , do fator de multiplicação efetivo

keff , foram removidos para simplificar as notações.

Isolando o precursor na equação (3.1a) e substituindo na equação (3.1b),
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obtém-se a seguinte equação para o fluxo apenas:

d3φ

dz3
+
λ

u

d2φ

dz2
+B2(k)

dφ

dz
+
λ

u
B2
m(k)φ = 0, (3.2)

onde os parâmetros B2
m(k) e B2(k) são dados por

B2
m(k) ≡ νΣf/k − Σa

D
, (3.3a)

B2(k) ≡ (1− β)νΣf/k − Σa

D
, (3.3b)

com Bm e B dados pelas respectivas ráızes positivas.

O parâmetro Bm(k) é equivalente ao buckling material de um reator a com-

bust́ıvel sólido que possua os mesmos parâmetros nucleares. Além disso, na equação

(3.2), pode-se ver que multiplicando os dois lados pela velocidade u e tomando o

limite u→ 0, a equação para o caso de combust́ıvel sólido é recuperada:

d2φ

dz2
+B2

m(k)φ = 0. (3.4)

A condição de contorno dos precursores pode ser transformada em uma

condição para o fluxo usando a equação (3.1a). Reescrevendo a equação de forma a

isolar a concentração de precursores C(z), temos:

C(z) =
D

λ

[
d2φ

dz2
+B2φ(z)

]
. (3.5)

Avaliando em z = 0 e z = H, e levando em consideração a condição de contorno de

vácuo para o fluxo, obtemos assim as condições de contorno para a equação (3.2):

φ(0) = 0 = φ(H), (3.6a)

d2φ

dz2

∣∣∣∣
z=0

= ξ
d2φ

dz2

∣∣∣∣
z=H

, (3.6b)

onde ξ = e−λτ . Assumindo uma forma exponencial para o fluxo (erz), ao substituir

na equação (3.2) obtemos a sua equação caracteŕıstica:

r3 +
λ

u
r2 +B2(k)r +

λ

u
B2
m(k) = 0. (3.7)

As ráızes r1, r2 e r3 estão em função de k e podem ser determinadas analiticamente,

pela fórmula de Cardano-Tartaglia [40], ou numericamente. O fluxo, então, é dado

por
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φ(z) = A1e
r1z + A2e

r2z + A3e
r3z. (3.8)

Aplicando as condições de contorno, chega-se a um sistema envolvendo os coeficientes

A1, A2, A3 e o fator de multiplicação k, também chamado de autovalor:

A1 + A2 + A3 = 0, (3.9a)

A1e
r1H + A2e

r2H + A3e
r3H = 0, (3.9b)

r21A1

(
1− er1Hξ

)
+ r22A2

(
1− er2Hξ

)
+ r23A3

(
1− er3Hξ

)
= 0. (3.9c)

Esse sistema pode ser escrito na forma matricial:
1 1 1

er1H er2H er3H

r21

(
1− er1Hξ

)
r22

(
1− er2Hξ

)
r23

(
1− er3Hξ

)


A1

A2

A3

 =


0

0

0

 . (3.10)

Para que os coeficientes não sejam todos nulos, o determinante da matriz

deve ser nulo, resultando, assim, na seguinte condição para o autovalor k:

f(k) = 0, (3.11)

sendo

f(k) ≡ r21

(
1− er1Hξ

)(
er3H − er2H

)
+ r22

(
1− er2Hξ

)(
er1H − er3H

)
+ r23

(
1− er3Hξ

)(
er2H − er1H

)
.

(3.12)

As ráızes dessa função são calculadas numericamente. Pode-se mostrar [14] que

a maior raiz está associada a uma solução trivial, sendo então a segunda maior

raiz definida como o fator de multiplicação efetivo keff , que está associado à forma

espacial assintótica do fluxo, ou seja, a forma para a qual o fluxo tende no estado

estacionário do sistema.

Usando as equações (3.9a) e (3.9b), pode-se escrever os coeficientes A2 e A3

em função de A1. Substituindo na expressão do fluxo (3.8), obtém-se

φ(z) =

[(
er2H − er3H

)
er1z +

(
er3H − er1H

)
er2z +

(
er1H − er2H

)
er3z
]

A1

er2H − er3H
.

(3.13)

O coeficiente A1 é determinado pela normalização usada para o fluxo, que usual-
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mente é a potência nuclear do sistema

Pot =

∫ H

0

wΣfφ(z) dz, (3.14)

onde w é a energia média liberada por fissão. O coeficiente A1 é dado, então, por

A1 =
Pot
wΣf

[
er2H − er3H

]
A, (3.15)

onde

A ≡

{
1

r1

(
er2H − er3H

)(
er1H − 1

)
+

1

r2

(
er3H − er1H

)(
er2H − 1

)
+

1

r3

(
er1H − er2H

)(
er3H − 1

)}−1
.

(3.16)

Dessa forma, a expressão para o fluxo de nêutrons fica:

φ(z) =
Pot
wΣf

A

[(
er2H − er3H

)
er1z +

(
er3H − er1H

)
er2z +

(
er1H − er2H

)
er3z
]
. (3.17)

Substituindo o fluxo na equação (3.1a), obtém-se a expressão para a concentração

de precursores:

C(z) =
PotD

λwΣf

A

[(
er3H − er2H

)(
r21 +B2

)
er1z +

(
er1H − er3H

)(
r22 +B2

)
er2z

+
(
er2H − er1H

)(
r23 +B2

)
er3z
]
.

(3.18)

As equações do sistema estacionário, (3.1a) e (3.1b), possuem dois casos

limites de interesse que serão vistos na próxima seção: a aproximação de velocidade

infinita e a de não-recirculação dos precursores.

3.2 Casos limites do sistema estacionário

3.2.1 Aproximação de Velocidade Infinita

Antes de fazer a aproximação de velocidade infinita, precisamos escrever a

concentração de precursores em termos do fluxo de nêutrons, resolvendo a equação

diferencial (3.1b) pelo método do fator integrante:

35



d

dz

[
C(z) exp

(
λ
z

u

)]
=
νΣf
k

β

u
φ(z) exp

(
λ
z

u

)
. (3.19)

Integrando ambos os lados entre 0 e z, obtemos

C(z) exp
(
λ
z

u

)
− C(0) =

νΣf
k

β

u

∫ z

0

φ(z′) exp

(
λ
z′

u

)
dz′, (3.20)

e substituindo a condição de contorno para C(0) (Eq. (2.5b)):

C(z) exp
(
λ
z

u

)
− C(H) exp

(
−λL

u

)
=
νΣf
k

β

u

∫ z

0

φ(z′) exp

(
λ
z′

u

)
dz′. (3.21)

Para encontrar C(H), basta avaliarmos essa equação em z = H:

C(H)

[
exp

(
λ
H

u

)
− exp

(
−λL

u

)]
=
νΣf
k

β

u

∫ H

0

φ(z′) exp

(
λ
z′

u

)
dz′. (3.22)

e isolando C(H), obtemos a expressão para a concentração de precursores na sáıda

do reator:

C(H) =
1

exp

(
λ
H

u

)
− exp

(
−λL

u

) νΣf
k

β

u

∫ H

0

φ(z′) exp

(
λ

u
z′
)
dz′. (3.23)

Substituindo, então, na equação (3.21) e fatorando os termos, temos:

C(z) exp
(
λ
z

u

)
=
νΣf
k

β

u

{
exp(−λL/u)

exp(λH/u)− exp(−λL/u)

∫ H

0

φ(z′) exp

(
λ
z′

u

)
dz′

+

∫ z

0

φ(z′) exp

(
λ
z′

u

)
dz′

}
.

(3.24)

Multiplicando por exp(λL/u) o numerador e o denominador da fração do primeiro

termo, e isolando C(z), finalmente obtemos a expressão para a concentração de

precursores:

C(z) =
νΣf
k

β

u

{[
exp

(
λ
L+H

u

)
− 1

]−1 ∫ H

0

φ(z′) exp

(
λ
z′

u

)
dz′

+

∫ z

0

φ(z′) exp

(
λ
z′

u

)
dz′

}
exp
(
−λz

u

)
.

(3.25)
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Podemos fazer uma análise f́ısica dessa expressão. O termo
[

exp(λ(L+H)/u)−1
]−1

pode ser expandido em uma série geométrica e escrito como:

1

exp

(
λ
L+H

u

)
− 1

=

exp

(
−λL+H

u

)
1− exp

(
−λL+H

u

) =
∞∑
i=1

exp

(
−iλL+H

u

)
, (3.26)

que substitúıdo na equação (3.25) nos dá:

C(z) =
νΣf
k

β

u

{
∞∑
i=1

∫ H

0

φ(z′) exp

(
λ
z′

u
− iλτt

)
dz′

+

∫ z

0

φ(z′) exp

(
λ
z′

u

)
dz′

}
exp
(
−λz

u

)
,

(3.27)

onde τt ≡ (L+H)/u é o tempo total que os precursores demoram para circular todo

o sistema. Com isso, pode-se interpretar fisicamente cada integral da expressão

de C(z): a segunda integral está relacionada com os precursores gerados na atual

circulação do combust́ıvel entre a entrada do reator e o ponto z, enquanto que a

primeira integral está relacionada com os precursores gerados em todas as circulações

prévias pelo sistema [10].

Voltando para a aproximação de velocidade de escoamento infinita, ao to-

marmos o limite u → ∞ na equação (3.25), podemos aproximar as exponenciais

exp(λz′/u) e exp(−λz/u) para 1, enquanto que exp(λ(L+H)/u) aproximamos pela

sua expansão de Taylor em primeira ordem (para evitar uma divisão por 0):

exp

(
λ
L+H

u

)
≈ 1 + λ

L+H

u
. (3.28)

Substituindo essas aproximações na equação (3.27), temos:

C(z) =
βνΣf
k

{
1

λ(L+H)

∫ H

0

φ(z′) dz′ +
1

u

∫ z

0

φ(z′) dz′

}
. (3.29)

Desprezando o segundo termo da equação por estar dividido pela velocidade, obte-

mos a expressão para a concentração de precursores quando u→∞

C(z) = C0 ≡
βνΣf

λ(L+H)k

∫ H

0

φ(z′) dz′, (3.30)

sendo importante ressaltar que C0 não depende da posição axial z. Isso acontece
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pois quando os precursores são produzidos após a fissão, rapidamente o escoamento

do combust́ıvel homogenéıza sua concentração, tornando-a uniforme.

Com a expressão de C0 calculada, podemos substitúı-la na equação do fluxo

(3.1a), obtendo: d2φ

dz2
+B2φ = − λ

D
C0. (3.31)

A solução dessa equação é obtida combinando as soluções homogênea e particular.

Elas são dadas por

φh = A1 cos(Bz) + A2 sin(Bz), (3.32a)

φp = − λC0

DB2
. (3.32b)

Os coeficientes A1 e A2 podem ser obtidos pelas condições de contorno:

φ(0) = 0→ A1 −
λC0

DB2
= 0→ A1 =

λC0

DB2
, (3.33a)

φ(H) = 0→ λC0

DB2
(cos(BH)− 1) + A2 sin(BH) = 0→ A2 =

1− cos(BH)

sin(BH)

λC0

DB2
.

(3.33b)

Com isso, a expressão para o fluxo de nêutrons fica:

φ(z) =
λC0

DB2

[
cos(Bz) +

1− cos(BH)

sin(BH)
sin(Bz)− 1

]
. (3.34)

A amplitude do fluxo de nêutrons dependerá da normalização de φ, dada pela

potência do reator (3.14). Substituindo a expressão de C0 (Eq. (3.30)), usando

essa normalização, na expressão do fluxo de nêutrons, obtemos:

φ(z) =
βνΣf

DB2(L+H)k

Pot
ωΣf

[
cos(Bz) +

1− cos(BH)

sin(BH)
sin(Bz)− 1

]
. (3.35)

O termo da seção de choque macroscópica de fissão, Σf , não se cancela pois geral-

mente considera-se que νΣf e ωΣf são parâmetros diferentes.

Na fórmula do fluxo, dada pela equação (3.35), todos os parâmetros são da-

dos do reator, exceto pelo fator de multiplicação k (e consequentemente B(k)), que

é calculado pela condição de criticalidade, determinada pela terceira condição de

contorno, que no caso é a condição para a reentrada dos precursores. No entanto,

como na expressão para C0 essa condição de contorno já foi aplicada, essa expressão
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pode ser usada para determinar a condição de criticalidade. Assim, podemos substi-

tuir a expressão de φ(z) na expressão (3.30) de C0 [11], e integrando explicitamente

φ(z′) entre 0 e H, obtemos

λ(L+H)k

βνΣf
C0 =

λC0

DB2

[
sin(BH)

B
+

1− cos(BH)

sin(BH)

1− cos(BH)

B
−H

]
, (3.36)

ou ainda, após algebrismos,

B sin(BH)

[
H +B2D(L+H)k

βνΣf

]
= 2
[
1− cos(BH)

]
. (3.37)

Agora, multiplicando a equação por βνΣf/(Dk) e expandindo o termo B2(L+H):

B sin(BH)

[
βνΣf
Dk

H +B2H +B2L

]
= 2

βνΣf
Dk

[
1− cos(BH)

]
, (3.38)

e substituindo B2 pela sua definição (3.3a) no termo B2H, temos

B sin(BH)

[
νΣf/k − Σa

D
H +B2L

]
= 2

βνΣf
Dk

[
1− cos(BH)

]
. (3.39)

Podemos identificar o termo (νΣf/k −Σa)/D como a definição de B2
m (Eq. (3.3b)),

simplificando a equação para

2
βνΣf
Dk

[
1− cos(B(k)H)

]
−B(k) sin(B(k)H)

[
B2
m(k)H +B2(k)L

]
= 0, (3.40)

e lembrando que tanto B2 e B2
m são funções de k. A partir dessa equação transcen-

dental, o valor de k pode ser calculado numericamente, sendo o fator de multiplicação

efetivo keff definido como a maior solução dessa equação.

3.2.2 Aproximação de Não-Recirculação dos Precursores

A aproximação de não-recirculação dos precursores implica em considerar

que o tempo de trânsito na tubulação tende a infinito e, consequentemente, todos

os precursores que saem do reator decaem antes de reentrar nele. Ou seja:

τ →∞, (3.41a)

ξ = exp

(
−λL

u

)
≈ 0. (3.41b)
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Relembrando a condição de contorno para os precursores na entrada do reator,

C(0) = C(H) exp

(
−λL

u

)
, (3.42)

podemos ver que essa aproximação é válida quando a constante de decaimento dos

precursores λ é alta, quando a velocidade de escoamento u é baixa, quando o compri-

mento da tubulação L é grande, ou de forma mais reaĺıstica, quando a combinação

desses três parâmetros tornam o termo λL/u relativamente grande. Por exemplo,

quando λL/u = 7, menos de 1% dos precursores retornam ao reator sem terem

decáıdo.

Como a aproximação ocorre apenas na condição de contorno para os precur-

sores, o desenvolvimento da solução é similar ao caso sem aproximação, alterando

apenas a condição de criticalidade. Partindo da equação caracteŕıstica (3.7)

r3 +
λ

u
r2 +B2(k)r +

λ

u
B2
m(k) = 0, (3.43)

podemos, conforme já mencionado, calcular analiticamente as suas ráızes. Fazendo

a substituição r = s− λ/(3u), obtemos

s3 + ps+ q = 0, (3.44)

onde os coeficientes p e q são definidos como

p ≡ B2 − λ

3u
, (3.45a)

q ≡ 2λ3

27u3
+
λ

u

(
B2
m −

B2

3

)
. (3.45b)

O discriminante dessa equação cúbica é dado por [40]

∆ =
p3

27
+
q2

4
, (3.46)

que, quando substitúıdos os valores de p e q, torna-se

∆ =
B6

27
− λ2

108u2
B4 − λ2

6u2
B2
mB

2 +
λ4

27u4
B2
m +

λ2

4u2
B4
m. (3.47)

Relembrando as definições de B2 e B2
m (dadas pelas equações (3.3a) e (3.3b),

podemos escrever B2
m em função de B2:

B2
m = B2 + γ, (3.48)
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onde
γ =

βνΣf/k

D
. (3.49)

Ao substituir essa expressão de B2
m no discriminante, obtemos a seguinte

forma de ∆ [10]:

∆ =
B6

27
+

2λ2

27u2
B4 +

λ4

27u4
B2 +

λ2

u2
B2γ +

λ2

4u2
γ2 +

λ4

27u4
γ. (3.50)

Esta forma é útil pois, como todos os parâmetros são positivos, podemos concluir

que o discriminante ∆ será sempre positivo. Dessa forma, sabemos que a equação

cúbica possuirá uma raiz real e duas ráızes complexas conjugadas [40]. Essas ráızes

serão dadas por:

s1,2 = −x+ y

2
± (x− y)

i
√

3

2
, (3.51a)

s3 = x+ y, (3.51b)

onde

x =

[
− q

2
+
√

∆

] 1
3

, (3.52a)

y =

[
− q

2
−
√

∆

] 1
3

, (3.52b)

e voltando à variável r, podemos finalmente escrever as ráızes como

r1,2 = v ± iw, (3.53a)

r3 = x+ y − λ

3u
, (3.53b)

onde

v = −x+ y

2
− λ

3u
, (3.54a)

w = (x− y)

√
3

2
. (3.54b)

A separação das ráızes complexas nas suas partes reais e imaginárias é im-

portante para simplificar a expressão da solução para o fluxo. Com isso, temos:

φ(z) = evz
[
A1 cos(wz) + A2 sin(wz)

]
+ A3e

r3z. (3.55)

Ao aplicarmos as condições de contorno φ(0) = 0 = φ(H), podemos eliminar dois

dos coeficientes, escrevendo-os em função do terceiro. Assim:
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φ(0) = 0→ A3 = −A1, (3.56a)

φ(H) = 0→ A2 =
exp(r3H)− exp(vH) cos(wH)

sin(wH)
A1. (3.56b)

A terceira condição de contorno, usando a aproximação exp(−λL/u) ≈ 0 na

equação (3.6b), torna-se:

d2φ

dz2

∣∣∣∣
z=0

≈ 0. (3.57)

Ao derivarmos duas vezes a expressão do fluxo (3.55), temos:

d2φ

dz2
= (v2 − w2)φ(z) + 2vwevz

[
A2 cos(wz)− A1 sin(wz)

]
+ (r23 + w2 − v2)A3 e

r3z.

(3.58)

Avaliando em z = 0 e substituindo as expressões de A2 e A3, obtemos a condição

de criticalidade

v2 − w2 − r23 + 2vw
exp(r3H)− exp(vH) cos(wH)

sin(wH)
= 0, (3.59)

lembrando que as variáveis v, w e r3 estão todas em função do fator de multiplicação

k, e que a maior solução dessa equação é definida como o fator de multiplicação

efetivo keff . A partir dessa equação, também podemos simplificar a expressão de A2

A2 =
exp(r3H)− exp(vH) cos(wH)

sin(wH)
A1 =

r23 + w2 − v2

2vw
A1. (3.60)

A condição de criticalidade também poderia ser obtida aplicando a apro-

ximação ξ ≡ exp(−λL/u) ≈ 0 na condição f(k) = 0 da seção 3.1, com f(k) dado

por

f(k) = r21

(
er3H − er2H

)
+ r22

(
er1H − er3H

)
+ r23

(
er2H − er1H

)
, (3.61)

e que se reduz à equação (3.59) com as devidas substituições e manipulações

algébricas. A expressão final para o fluxo fica, então

φ(z) = A1

{
evz
[

cos(wz) +
r23 + w2 − v2

2vw
sin(wz)

]
− er3z

}
, (3.62)
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enquanto que para a concentração de precursores temos

C(z) =
D

λ
A1

{[(
r23 − v2 + w2

)(
B2 + v2 − w2

)
2vw

− 2vw

]
evz sin(wz)

+
(
r23 +B2

)[
evz cos(wz)− er3z

]}
,

(3.63)

e com o coeficiente A1 calculado pela normalização do fluxo (potência do sistema).

Pode-se ver que, para z = 0, o termo em colchetes fica [exp(0) cos(0)− exp(0)] = 0

e no segundo termo, exp(0) sin(0) = 0, tornando C(0) = 0 como era esperado pela

aproximação feita.

As expressões para o fluxo dadas pelas equações (3.63) e (3.13) são equiva-

lentes, sendo diferentes apenas pela separação das ráızes complexas nas suas partes

reais e imaginárias e, consequentemente, possuindo coeficientes distintos. O mesmo

vale para as expressões da concentração dos precursores.

3.3 Influência da velocidade de escoamento no sis-

tema

Com a solução anaĺıtica obtida na seção anterior, podemos analisar como a

velocidade de escoamento influencia nas variáveis do sistema: o fluxo de nêutrons,

a concentração de precursores e o fator de multiplicação efetivo.

Pelos gráficos das figuras 3.1 e 3.2, podemos ver que a forma espacial do fluxo

não é muito afetada pela velocidade, mantendo sempre uma forma parecida com a

do caso de combust́ıvel sólido (senoide). A concentração de precursores, entretanto,

tem a sua forma espacial bastante alterada, partindo de uma forma senoidal, igual

à do fluxo para velocidade nula, e se deformando até se tornar uniforme, quando a

velocidade tende a infinito. A normalização usada para os fluxos e os precursores

foi ∫ H

0

φ(z) dz = 1, (3.64)

para que fosse posśıvel comparar diretamente as variáveis para diferentes velocida-

des.
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Figura 3.1: Distribuição axial do fluxo de nêutrons para diferentes valores da velo-
cidade de escoamento em cm/s.
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Figura 3.2: Distribuição axial da concentração de precursores para diferentes valores
da velocidade de escoamento em cm/s.
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A pequena dependência da forma espacial do fluxo com a velocidade de es-

coamento é devido à equação de difusão não depender explicitamente da velocidade

de escoamento, dependendo dela apenas implicitamente pela concentração de pre-

cursores. Essa dependência direta não acontece pois a escala de tempo da colisão do

nêutron em um núcleo e a subsequente fissão é muito menor que a do escoamento

do combust́ıvel. No entanto, a escala de tempo entre a fissão e o decaimento de um

precursor é bem mais longa, se aproximando da escala do escoamento, e que também

dá origem à denominação de “atrasado” aos nêutrons criados pelos precursores.

Para analisarmos a influência da velocidade no fator de multiplicação (keff ),

será mais prático usarmos a definição simplificada de reatividade em torno da criti-

calidade (ρ = 1−1/keff ), servindo como uma mudança de variáveis para uma escala

de valores mais práticos de serem analisados. Na figura 3.3 usou-se uma combinação

de parâmetros que tornasse o reator cŕıtico quando a velocidade de escoamento fosse

nula.

0.01 0.1 1 10 100 1000 10000
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-350
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Figura 3.3: Reatividade, ρ, em função da velocidade de escoamento, u, em escala
logaŕıtmica para a velocidade.
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A partir da figura 3.3, podemos notar que o aumento da velocidade causa

uma perda de reatividade no sistema. Isso se explica pelo tempo que os precursores

permanecem dentro do núcleo entre seu nascimento após a fissão e sua subsequente

sáıda do reator para a tubulação. Enquanto que para baixas velocidades esse tempo

é suficiente para que quase todos eles decaiam dentro do núcleo, gerando nêutrons

atrasados que contribuem para as próximas fissões, para velocidades entre 1 e 100

cm/s o tempo de permanência no reator passa pela ordem de grandeza da vida

média dos precursores, fazendo com que uma parte maior deles decaia fora do reator

e causando assim a queda brusca de reatividade visto na figura 3.3. Acima de 100

cm/s, a perda de reatividade torna-se menos senśıvel ao aumento da velocidade,

pois o tempo total de circulação do combust́ıvel passa a ser muito menor que a vida

média dos precursores e a concentração tende a se homogeneizar, como visto na

figura 3.2. Com isso, podemos identificar as velocidades limites: velocidade nula:

u < 0.1 cm/s; velocidade infinita: u > 1000 cm/s.

No próximo caṕıtulo são deduzidas as equações da cinética pontual, cujos

parâmetros dependem diretamente do fluxo e dos precursores, que são obtidos pelas

soluções das equações estacionárias vistas neste caṕıtulo.
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Caṕıtulo 4

Equações da Cinética Pontual com

Atualização dos Precursores

As equações da cinética pontual (ECP) para um reator a combust́ıvel ĺıquido

podem ser deduzidas a partir das equações da cinética espacial (Eqs. (2.2a) e (2.2a)),

junto das equações do sistema estacionário (Eqs. (2.4a) e (2.4b)) e das equações

adjuntas (Eqs. (2.6a) e (2.6b)). Esse método de dedução para o modelo de cinética

pontual é análogo ao proposto por Henry para reatores com combust́ıvel sólido [37].

O modelo resultante é similar ao proposto por Lapenta et al. [27], com a diferença

da inclusão da atualização da forma espacial dos precursores, que, como será visto

mais adiante, é importante para uma melhor aproximação da cinética pontual em

relação ao modelo de cinética espacial.

4.1 Dedução das equações da cinética pontual

Começando pelas equações para o fluxo estacionário e o adjunto, multiplica-

mos a equação (2.2a) de cada grupo g de energia por φ∗g(z), integramos em relação

a z de 0 até H, e somamos cada equação resultante de g = 1 até g = G:

G∑
g=1

∫ H

0

φ∗g
1

vg

∂φg
∂t

dz =
G∑
g=1

∫ H

0

φ∗g

[
Dg

∂2φg
∂z2

+
I∑
i=1

χi,gλiCi

+
G∑

g′=1

{
Σs,g′→g + (1− β)χp,g νΣf,g′ − Σt,g δgg′

}
φg′

]
dz.

(4.1)

Agora fazendo o mesmo para a equação (2.4a), mas multiplicando por φg(z, t) e

permutando os ı́ndices g e g′ nos seus respectivos somatórios duplos, obtemos:
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0 =
G∑
g=1

∫ H

0

φgD
0
g

d2φ∗g
dz2

dz +
G∑
g=1

I∑
i=1

∫ H

0

φg νΣ0
f,g βiC

∗
i dz

+
G∑
g=1

G∑
g′=1

∫ H

0

φ∗g

{
Σ0
s,g′→g + (1− β)χp,g νΣ0

f,g′ − Σ0
t,g δgg′

}
φg′ dz,

(4.2)

onde o Keff = 1 pois assume-se que a configuração inicial estava cŕıtica. Integrando

por partes os termos com derivada segunda e depois subtraindo a equação (4.2) da

equação (4.1), obtemos a primeira parte das equações da cinética pontual:

G∑
g=1

∫ H

0

φ∗g
1

vg

∂φg
∂t

dz =
G∑
g=1

∫ H

0

[
−
dφ∗g
dz

∆Dg
∂φg
∂z

+
G∑

g′=1

φ∗g

{
∆Σs,g′→g + (1− β)χp,g ∆

(
νΣf,g′

)
−∆Σt,g δgg′

}
φg′

+
I∑
i=1

C∗i βi ∆
(
νΣf,g

)
φg −

I∑
i=1

C∗i βi νΣf,g φg +
I∑
i=1

φ∗g χi,gλiCi

]
dz,

(4.3)

onde o operador ∆ é definido como a diferença entre o valor de um parâmetro após

o ińıcio do transiente e seu valor inicial pré-transiente.

Para as equações dos precursores na cinética pontual, primeiro multiplicamos

a equação (2.2b) de cada famı́lia i de precursores por C∗i (z) e integramos entre 0 e

H, obtendo∫ H

0

C∗i
∂Ci
∂t

dz = −
∫ H

0

C∗i u(t)
∂Ci
∂z

dz −
∫ H

0

C∗i λiCi dz +
G∑
g=1

∫ H

0

C∗i βi νΣf,g φg dz.

(4.4)
O mesmo é feito na equação (2.4b), mas multiplicando por Ci(z, t). Assim

0 =

∫ H

0

Ci u0
dC∗i
dz

dz −
∫ H

0

Ci λiC
∗
i dz +

G∑
g=1

∫ H

0

Ci λiχi,gφ
∗
g dz. (4.5)

Integrando por partes, temos∫ H

0

C∗i (z)u(t)
∂Ci(z, t)

∂z
dz = C∗i (H)u(t)Ci(H, t)− C∗i (0)u(t)Ci(0, t)

−
∫ H

0

Ci(z, t)u(t)
dC∗i (z)

dz
dz.

(4.6)

A derivada do precursor adjunto pode ser escrito em função das variáveis

adjuntas, usando a equação (2.22). Agora, subtraindo a equação (4.5) da equação

(4.4) e usando a expressão (4.6) e a condição de contorno (2.3c), obtemos a segunda

parte das equações da cinética pontual
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∫ H

0

C∗i
∂Ci
∂t

dz =
G∑
g=1

∫ H

0

C∗i βi νΣf,g φg dz −

[
G∑
g=1

∫ H

0

φ∗g χi,g λiCi dz

+

∫ H

0

{
G∑
g=1

χi,g φ
∗
g − C∗i

}
∆u(t)

u0
λiCi dz + C∗i (H)uCi(H, t)

]

+ C∗i (0)u(t) ξi(t)Ci(H, t− τ(t)).

(4.7)

Usar a condição de contorno no último termo dessa equação é importante para

aumentar a precisão do modelo, visto que é com isso que se dá origem ao termo

atrasado da equação, Ci(H, t − τ(t)), e que modela o fenômeno do escoamento do

combust́ıvel na cinética pontual de forma mais apropriada [36].

Para obtermos as equações da cinética pontual, precisamos separar o fluxo

e os precursores em suas partes espaciais (formas espaciais) e temporais (fatores

de amplitude). No entanto, para a forma espacial dos precursores será mantida

uma pequena dependência temporal bem mais lenta que seu fator de amplitude. A

separação de variáveis, então, fica:

φg(z, t) = φ0
g(z)P (t), (4.8a)

Ci(z, t) = C̃i(z, t)Gi(t), (4.8b)

com as funções P (t) e Gi(t) sendo normalizadas para 1 em t = 0, de modo que, no

ińıcio do transiente, suas respectivas formas espaciais coincidam com as soluções das

equações do sistema estacionário. Ou seja:

φg(z, 0) = φ0
g(z), (4.9a)

Ci(z, 0) = C̃i(z, 0) = C0
i (z). (4.9b)

O fator de amplitude P (t) também pode ser interpretado como uma potência rela-

tiva, tomando como base a potência do sistema estacionário.

Para que a forma espacial dos precursores seja definida de forma não amb́ıgua

ela deve satisfazer alguma condição de normalização. A normalização a ser usada

será a proposta por Pázsit et al. [13], pois esta incorpora a maior parte das mudanças

na magnitude da concentração de precursores:
d

dt

∫ H

0

C∗i (z) C̃i(z, t) dz = 0,

∴
∫ H

0

C∗i (z) C̃i(z, t) dz =

∫ H

0

C∗i (z)C0
i (z) dz.

(4.10)

A separação de variáveis usada para a concentração de precursores, na qual
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mantém-se uma dependência temporal em sua forma espacial, é a mudança funda-

mental em relação ao modelo proposto por Lapenta et al. [27], na qual a separação

dos precursores é feita com uma forma espacial estática, similar à que é usada para

o fluxo. Pázsit et al. [13] mostra que, ao fazer com que a forma espacial seja igual

à distribuição estacionária da concentração de precursores, a condição de contorno

para os precursores não pode ser satisfeita, pois a fatorização de uma função com de-

pendência espaço-temporal em funções dependentes do espaço e do tempo de forma

separada não é posśıvel para funções que expressem propagações, ou seja, funções do

tipo (z − ut), como é o caso dos precursores em um sistema de combust́ıvel ĺıquido

circulante.

No modelo presentemente proposto, consideramos a forma espacial do fluxo

constante, pois sua variação é consideravelmente menor que a da forma espacial dos

precursores, devido a essa última possuir uma dependência explicita da velocidade

de escoamento na sua equação (Eq. (2.2b)). Assim, é necessário recalcular apenas a

forma espacial dos precursores durante o transiente, e isso pode ser feito em inter-

valos de tempo maiores que os usados para calcular os fatores de amplitude P (t) e

Gi(t), já que a escala de tempo do escoamento do combust́ıvel é maior que a escala

da fissão.

Usando a separação de variáveis das equações (4.8a) e (4.8b) para o fluxo e

os precursores, junto com a normalização expressa pela equação (4.10), as equações

(4.3) e (4.7) podem ser escritas como[
G∑
g=1

∫ H

0

φ∗g(z)
1

vg
φ0
g(z) dz

]
dP

dt
=

{
G∑
g=1

∫ H

0

[
−
dφ∗g
dz

∆Dg

dφ0
g

dz

+
G∑

g′=1

φ∗g(z)

{
∆Σs,g′→g + (1− β)χp,g ∆

(
νΣf,g′

)
−∆Σt,g δgg′

}
φ0
g′(z)

+
I∑
i=1

C∗i (z) βi ∆
(
νΣf,g

)
φ0
g(z)

]
dz −

I∑
i=1

[
G∑
g=1

∫ H

0

C∗i (z) βi νΣf,g φ
0
g(z) dz

]}
P (t)

+
I∑
i=1

[
G∑
g=1

∫ H

0

φ∗g(z)χi,gλi C̃i(z, t) dz

]
Gi(t),

(4.11a)
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[∫ H

0

C∗i (z) C̃i(z, t) dz

]
dGi

dt
=

[
G∑
g=1

∫ H

0

C∗i (z) βi νΣf,g φ
0
g(z) dz

]
P (t)

−

[
G∑
g=1

∫ H

0

φ∗g(z)χi,gλi C̃i(z, t) dz +

∫ H

0

{
G∑
g=1

χi,g φ
∗
g(z)− C∗i (z)

}
∆u(t)

u0
λi C̃i(z, t) dz

+ C∗i (H)u(t) C̃i(H, t)

]
Gi(t) +

[
C∗i (0)u(t) ξi(t) C̃i(H, t− τ(t))

]
Gi(t− τ(t)),

(4.11b)

e que podem ser reescritas na forma usual do modelo de cinética pontual:

Λ(t)
dP (t)

dt
=
[
ρ(t)− β̂(t)

]
P (t) +

I∑
i=1

λ̂i(t)Gi(t), (4.12a)

Λi(t)
dGi(t)

dt
= β̂i(t)P (t)−

[
λ̂i(t) + µi(t) + ηi(t)

]
Gi(t) + σi(t)Gi(t− τ(t)),

(4.12b)

com parâmetros cinéticos definidos por:

ρ(t) ≡ 1

F (t)

G∑
g=1

∫ H

0

{
−
dφ∗g
dz

∆Dg

dφ0
g

dz
+

I∑
i=1

C∗i (z) βi ∆
(
νΣf,g

)
φ0
g(z)

+
G∑

g′=1

φ∗g(z)

[
∆Σs,g′→g + (1− β)χp,g ∆

(
νΣf,g′

)
−∆Σt,g δgg′

]
φ0
g′(z)

}
dz,

(4.13a)

λ̂i(t) ≡
1

F (t)

G∑
g=1

∫ H

0

φ∗g(z)χi,g λi C̃i(z, t) dz, (4.13b)

β̂i(t) ≡
1

F (t)

G∑
g=1

∫ H

0

C∗i (z) βi νΣf,g φ
0
g(z) dz, (4.13c)

β̂(t) ≡
I∑
i=1

β̂i(t), (4.13d)

Λ(t) ≡ 1

F (t)

G∑
g=1

∫ H

0

φ∗g(z)
1

vg
φ0
g(z) dz, (4.13e)

Λi(t) ≡
1

F (t)

∫ H

0

C∗i (z) C̃i(z, t) dz, (4.13f)

µi(t) ≡
1

F (t)

∫ H

0

{
G∑
g=1

χi,g φ
∗
g(z)− C∗i (z)

}
∆u(t)

u0
λi C̃i(z, t) dz, (4.13g)

ηi(t) ≡
1

F (t)
C∗i (H)u(t) C̃i(H, t), (4.13h)

51



σi(t) ≡
1

F (t)
C∗i (0)u(t) ξi(t) C̃i(H, t− τ(t)). (4.13i)

O fator de normalização F (t) representa a importância [41][42][43] da taxa

total de produção de nêutrons, prontos e atrasados, pela fissão. Esse parâmetro é

dado por:

F (t) ≡
G∑
g=1

∫ H

0

φ∗g(z)

{
I∑
i=1

χi,g λi C̃i(z, t) + (1− β)χp,g

G∑
g′=1

νΣf,g′ φ
0
g′(z)

}
dz. (4.14)

Esse fator é útil pois faz com que os valores dos parâmetros sejam independentes da

normalização usada para as variáveis, além de atribuir significados f́ısicos para eles

[44]. Os parâmetros cinéticos podem ser descritos como [37][45]:

� ρ(t): expressão perturbativa da reatividade do sistema, parâmetro relacionado

às perturbações dos parâmetros nucleares (adimensional);

� β̂i(t): fração efetiva de nêutrons da i-ésima famı́lia de precursores (adimensi-

onal);

� Λ(t): tempo médio de geração de nêutrons (unidade de tempo);

� λ̂i(t): parâmetro relacionado a uma modificação da constante de decaimento

para a i-ésima famı́lia de precursores (adimensional);

� Λi(t): parâmetro associado com o tempo médio de vida da i-ésima famı́lia de

precursores que é modificada devido ao escoamento do combust́ıvel (unidade

de tempo);

� µi(t): parâmetro relacionado com uma perturbação na velocidade de escoa-

mento, que pode causar um acréscimo ou decréscimo de precursores da i-ésima

famı́lia decaindo no núcleo (adimensional);

� ηi(t): parâmetro associado com a sáıda dos precursores da i-ésima famı́lia pela

fronteira entre o reator e a tubulação externa (adimensional);

� σi(t): parâmetro relacionado à reentrada dos precursores da i-ésima famı́lia

que não decáıram durante o trânsito pela tubulação externa, e que dá origem

ao termo atrasado (adimensional).
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4.2 Relação entre os parâmetros cinéticos de com-

bust́ıvel ĺıquido e os de combust́ıvel sólido

Para compararmos os parâmetros cinéticos entre os modelos de combust́ıvel

ĺıquido e sólido, primeiro consideramos u0 = 0 na equação dos precursores adjuntos

dada pela equação (2.6b)

C∗i (z) =
G∑
g=1

χi,gφ
∗
g(z). (4.15)

Ou seja, no caso de combust́ıvel sólido, os precursores adjuntos são proporcionais

ao fluxo adjunto. Substituindo essa expressão para os precursores adjuntos nas

equações (4.11a) e (4.11b), obtemos

[
G∑
g=1

∫ H

0

φ∗g(z)
1

vg
φ0
g(z) dz

]
dP

dt
=

{
G∑
g=1

∫ H

0

[
−
dφ∗g
dz

∆Dg

dφ0
g

dz

+
G∑

g′=1

φ∗g(z)

{
∆Σs,g′→g + χt,g ∆

(
νΣf,g′

)
−∆Σt,g δgg′

}
φ0
g′(z)

]
dz

−
I∑
i=1

[
G∑
g=1

G∑
g′=1

∫ H

0

φ∗g(z)χi,g βi νΣf,g′ φ
0
g′(z) dz

]}
P (t)

+
I∑
i=1

[
λi

G∑
g=1

∫ H

0

φ∗g(z)χi,gCi(z, t) dz

]
,

(4.16a)

d

dt

[
G∑
g=1

∫ H

0

φ∗g(z)χi,g Ci(z, t) dz

]
=

[
G∑
g=1

G∑
g′=1

∫ H

0

φ∗g(z)χi,g βi νΣf,g′ φ
0
g′(z) dz

]
P (t)

− λi

[
G∑
g=1

∫ H

0

φ∗g(z)χi,gCi(z, t) dz

]
,

(4.16b)

onde o primeiro termo da terceira linha da equação (4.11a),

G∑
g=1

I∑
i=1

∫ H

0

C∗i (z) βi ∆
(
νΣf,g

)
φ0
g(z) dz

=
G∑
g=1

G∑
g′=1

I∑
i=1

∫ H

0

χi,g′ φ
∗
g′(z) βi ∆

(
νΣf,g

)
φ0
g(z) dz

=
G∑
g=1

G∑
g′=1

∫ H

0

φ∗g(z)

[
I∑
i=1

βiχi,g

]
∆
(
νΣf,g′

)
φ0
g′(z) dz,

(4.17)
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foi agrupado com o segundo termo da segunda linha da mesma equação,

G∑
g=1

G∑
g′=1

∫ H

0

φ∗g(z) (1− β)χp,g ∆
(
νΣf,g′

)
φ0
g′(z) dz, (4.18)

dando origem ao segundo termo da segunda linha da equação (4.16a),

G∑
g=1

G∑
g′=1

∫ H

0

φ∗g(z)χt,g ∆
(
νΣf,g′

)
φ0
g′(z) dz, (4.19)

onde define-se o espectro de energia total de fissão (nêutrons prontos e atrasados)

χt,g ≡ (1− β)χp,g +
I∑
i=1

βiχi,g. (4.20)

Além disso, os termos que envolvem a forma espacial C̃i(z, t) e o fator de ampli-

tude Gi(t) dos precursores foram agrupados de volta na concentração de precursores

Ci(z, t).

Podemos ver que as equações (4.16a) e (4.16b) são as mesmas desenvolvidas

por Henry [37] para o caso de combust́ıvel sólido, apenas usando notações diferentes.

Definindo os parâmetros

ρ(t) ≡ 1

F (t)

G∑
g=1

∫ H

0

[
G∑

g′=1

φ∗g(z)

{
∆Σs,g′→g + χt,g ∆

(
νΣf,g′

)
−∆Σt,g δgg′

}
φ0
g′(z)−

dφ∗g
dz

∆Dg

dφ0
g

dz

]
dz,

(4.21a)

β̂i(t) ≡
1

F (t)

G∑
g=1

G∑
g′=1

∫ H

0

φ∗g(z)χi,g βi νΣf,g′ φ
0
g′(z) dz, (4.21b)

β̂(t) ≡
I∑
i=1

β̂i(t), (4.21c)

Λ(t) ≡ 1

F (t)

G∑
g=1

∫ H

0

φ∗g(z)
1

vg
φ0
g(z) dz, (4.21d)

Ci(t) ≡
1

Λ(t)F (t)

G∑
g=1

∫ H

0

φ∗g(z)χi,g Ci(z, t) dz, (4.21e)

F (t) ≡
G∑
g=1

G∑
g′=1

∫ H

0

φ∗g(z)χt,g νΣf,g′ φ
0
g′(z) dz, (4.21f)
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as equações da cinética pontual para combust́ıvel sólido ficam

dP (t)

dt
=
ρ(t)− β̂(t)

Λ(t)
P (t) +

I∑
i=1

λi(t)Ci(t), (4.22a)

dCi(t)

dt
=
βi(t)

Λ(t)
P (t)− λi(t)Ci(t). (4.22b)

Comparando os parâmetros cinéticos presentes no modelo proposto de

cinética pontual para combust́ıvel ĺıquido, obtidos na seção anterior, com os

parâmetros definidos de forma mais usual para combust́ıvel sólido, podemos identi-

ficar as diferenças entre eles. Os parâmetros µi, ηi e σi existem apenas no caso de

combust́ıvel ĺıquido pois tornam-se nulos quando não há escoamento do combust́ıvel.

Já os parâmetros λ̂i e Λi surgem devido à presença do termo convectivo que aparece

na equação dos precursores quando há escoamento, fazendo com que a concentração

adjunta de precursores deixe de ser diretamente proporcional ao fluxo adjunto.

Outra diferença entre os modelos é a definição da variável que representa

os precursores, que enquanto no modelo de combust́ıvel ĺıquido é usado o fator de

amplitude Gi(t) obtido pela separação de variáveis dos precursores, no modelo de

combust́ıvel sólido usa-se o parâmetro Ci(t), que, além de depender da concentração

de precursores Ci(z, t), também depende dos parâmetros φ∗g(z),Λi(t), F (t) e χi,g.

Essa diferença de definição é também motivo do surgimento dos parâmetros λ̂i e Λi.

O fator de normalização F (t) (expressão (4.14)) é definido com a forma es-

pacial tanto dos precursores quanto do fluxo, pois não pode ser simplificado para

depender apenas do fluxo, como na definição (4.21f), devido à forma espacial dos

precursores não ser diretamente proporcional à do fluxo.

No próximo caṕıtulo, as equações da cinética pontual obtidas aqui são usadas

para desenvolver o modelo de cinética inversa, na qual a reatividade ρ(t) é a incógnita

do sistema, e o fator de amplitude P (t) é um parâmetro de entrada.
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Caṕıtulo 5

Modelo de Cinética Inversa

O modelo de cinética inversa tem por objetivo usar as equações da cinética

pontual para resolver o problema inverso. Na cinética pontual, determina-se a

evolução da potência (dada pelo fator de amplitude P (t), em unidades relativas

à potência pré-transiente) a partir de perturbações externas, já conhecidas, nos

parâmetros nucleares (presentes na reatividade ρ) ou na velocidade de escoamento

(presente no parâmetro µi). Já nas equações da cinética inversa (ECI), queremos

determinar a reatividade ρ(t) necessária para obtermos um perfil de potência P (t)

desejado.

Partindo da equação da cinética pontual para o fator de amplitude P (t),

Eq. (4.12a), podemos resolvê-la para a reatividade ρ(t)

ρ(t) = β̂(t) +
Λ(t)

P (t)

dP (t)

dt
− 1

P (t)

I∑
i=1

λ̂i(t)Gi(t), (5.1)

onde o fator de amplitude dos precursores Gi(t) é calculado pela equação (4.12b)

Λi(t)
dGi(t)

dt
= β̂i(t)P (t)−

[
λ̂i(t) + µi(t) + ηi(t)

]
Gi(t) + σi(t)Gi(t− τ(t)). (5.2)

Devido à dependência temporal dos parâmetros cinéticos e do tempo de

trânsito τ(t), além de ser uma equação diferencial atrasada devido ao termo

Gi(t− τ(t)), a equação dos precursores não possuirá solução anaĺıtica. No entanto,

como será explicado no caṕıtulo 6, os parâmetros cinéticos variam mais lentamente

do que os fatores de amplitude ao longo do transiente, de forma que podemos consi-

derá-los constantes e atualizar seus valores após cada atualização da forma espacial
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dos precursores. Com isso, podemos fazer algumas aproximações para obtermos

soluções anaĺıticas e semi-anaĺıticas que serão úteis para verificar a validade do

método numérico, além de servirem para compararmos com soluções já conhecidas

da cinética inversa para reatores a combust́ıvel sólido.

Vale ressaltar que o modelo de cinética inversa apresentado pode ser aplicado

em casos com realimentação termo-hidráulica sem grandes modificações. Nesses ca-

sos, a reatividade ρ(t) é composta pela reatividade externa, ρext, e pelas reatividades

oriundas da realimentação termo-hidráulica, entre elas a resultante da variação da

temperatura do combust́ıvel (efeito Doppler), ρcomb, e pela variação da temperatura

do moderador, ρmod. Se considerarmos apenas esses dois efeitos de realimentação, a

reatividade ρ(t) poderia ser decomposta em:

ρ(t) = ρext(t) + ρcomb(t) + ρmod(t), (5.3)

sendo ρcomb e ρmod usualmente definidas como

ρcomb(t) ≡ αf

(
Tf (t)− Tf (0)

)
, (5.4a)

ρmod(t) ≡ αm

(
Tm(t)− Tm(0)

)
, (5.4b)

onde αf e αm são os coeficientes de reatividade do combust́ıvel (ou coeficiente Dop-

pler) e do moderador, respectivamente. As variáveis Tf e Tm são as temperaturas

médias do combust́ıvel e do moderador, respectivamente.

A aplicação das ECI nos casos com realimentação termo-hidráulica é simples

pois o sistema de equações composto por estas equações é linear, diferente do caso

da cinética pontual. No caso das ECP, há um termo que envolve o produto entre

a reatividade, que depende das temperaturas médias do combust́ıvel e moderador,

e a potência do reator (proporcional ao fator de amplitude do fluxo de nêutrons).

Como as temperaturas médias dependem da própria potência, isso dá origem a um

sistema de equações não-lineares, mais complexo de ser resolvido. No entanto, no

caso das ECI, como a variável dependente é a reatividade ρ(t) e o fator de amplitude

(ou potência) P (t) é apenas um dado de entrada, o sistema resultante é linear, e as

equações da ECI podem ser usadas para encontrar a reatividade externa ρext:
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ρext(t) = −
(
ρcomb(t) + ρmod(t)

)
+ β̂(t) +

Λ(t)

P (t)

dP (t)

dt
− 1

P (t)

I∑
i=1

λ̂i(t)Gi(t), (5.5)

com Gi(t) obtido pela Eq. (5.2) vista anteriormente.

5.1 Solução semi-anaĺıtica

Uma solução semi-anaĺıtica pode ser obtida para calcular os fatores de am-

plitude dos precursores. Essa solução consiste em considerarmos o termo atrasado,

Gi(t− τ(t)), como um termo fonte. Com isso, a equação (5.2) pode ser escrita como

dGi(t)

dt
+ A(t)Gi(t) = AfP (t) + Ad(t)Gi(t− τ(t)), (5.6)

onde

A(t) ≡ λ̂i(t) + µi(t) + ηi(t)

Λi(t)
, (5.7a)

Ad(t) ≡
σi(t)

Λi(t)
, (5.7b)

Af (t) ≡
β̂i(t)

Λi(t)
, (5.7c)

Cada um desses coeficientes é diferente para cada famı́lia i de precursores, mas foi

omitido o ı́ndice i por simplicidade.

Se considerarmos momentaneamente o lado direito da equação como um

termo não homogêneo,

Qi(t) = Af (t)P (t) + Ad(t)Gi(t− τ(t)), (5.8)

teremos então a seguinte equação diferencial

dGi(t)

dt
+ A(t)Gi(t) = Qi(t). (5.9)

Com isso, formalmente tornamos a equação dos precursores em uma equação dife-

rencial ordinária, mas não esquecemos que o termo atrasado Ad(t)Gi(t− τ(t)) está

dentro do termo fonte Qi(t). Para resolver essa equação, usamos o fator integrante

eRi(t), onde
Ri(t) ≡

∫ t

0

A(t′) dt′, (5.10)
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e então obtemos a seguinte solução

Gi(t) =

{
1 +

∫ t

0

Qi(t
′) eRi(t

′) dt′
}
e−Ri(t). (5.11)

onde lembramos que Gi(0) = 1. Ao substituirmos Qi(t) na expressão de Gi(t),

obteremos

Gi(t) =

{
1 +

∫ t

0

[
Af (t

′)P (t′) + Ad(t
′)Gi(t

′ − τ(t))
]
eRi(t

′) dt′
}
e−Ri(t). (5.12)

Apesar de a solução Gi(t) depender de uma integral dela mesma, a integral será

sempre sobre valores já conhecidos de Gi(t) devido ao seu argumento t−τ(t), dando

origem a uma solução semi-anaĺıtica que é facilmente determinada numericamente.

No caṕıtulo 6 será mostrado o método usado para determinar numericamente essa

solução semi-anaĺıtica.

5.2 Aproximação de parâmetros cinéticos e de

tempo de trânsito constantes

Para obtermos uma solução anaĺıtica, uma aproximação posśıvel de ser feita

é considerar todos os parâmetros da equação (5.2) constantes. Para isso, teremos

que desconsiderar a variação temporal do tempo de trânsito τ , enquanto que os

parâmetros cinéticos continuarão sendo atualizados após cada atualização da forma

espacial dos precursores C̃i. No entanto, como os parâmetros µi, ηi e σi dependem

diretamente da velocidade de escoamento u(t), eles não poderiam ser atualizados na

mesma escala de tempo dos outros parâmetros, e sim na mesma escala de tempo

dos fatores de amplitude. Por isso, para fazermos essa aproximação, será necessário

que a velocidade de escoamento ou continue com o mesmo valor pré-transiente u0,

ou que varie em t = 0 para uma velocidade uf que permanecerá constante durante

todo o transiente. No caso em que a velocidade se mantém igual a u0, o tempo de

trânsito τ não precisa de aproximação, pois já será constante, tornando a solução

mais precisa. A equação (5.2) poderá ser escrita, então, como:

dGi(t)

dt
+ AGi(t)− AdGi(t− τ) = AfP (t), (5.13)
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onde

A ≡ λ̂i + µi + ηi
Λi

, (5.14a)

Ad ≡
σi
Λi

, (5.14b)

Af ≡
β̂i
Λi

. (5.14c)

A solução dessa equação será dada pela combinação da solução homogênea e

da particular:
Gi(t) = Gi,h(t) +Gi,p(t), (5.15)

onde a solução homogênea Gi,h(t) é dada por (apêndice A)

Gi,h(t) =
∞∑

k=−∞

1 +
Ad
rk

(
1− e−rkτ

)
1 + Adτe

−rkτ erkt, (5.16)

e o parâmetro rk é definido pelas ráızes da equação caracteŕıstica do problema:

rk + A− Ad e−rkτ = 0,

rk =
1

τ
Wk

(
Adτe

Aτ
)
− A.

(5.17)

Podemos encontrar a solução particular Gi,p(t) usando a transformada de

Laplace. Sabendo as seguintes transformadas:

L {Gi(t)}(s) =

∫ ∞
0

e−stGi(t) dt ≡ Fi(s), (5.18a)

L

{
dGi(t)

dt

}
(s) =

∫ ∞
0

e−st
dGi(t)

dt
dt = sFi(s)− 1, (5.18b)

L {Gi(t− τ)}(s) =

∫ ∞
0

e−stGi(t− τ) dt =
1− e−sτ

s
+ e−sτFi(s), (5.18c)

L {P (t)}(s) =

∫ ∞
0

e−stP (t) dt ≡ J(s), (5.18d)

podemos aplicar a transformada de Laplace na equação diferencial (5.13), obtendo

sFi(s)− 1 + AFi(s)− Ad e−sτFi(s)−
Ad
s

(
1− e−sτ

)
= AfJ(s), (5.19)

Resolvendo para Fi(s), temos

Fi(s) =
1 +

Ad
s

(
1− e−sτ

)
s+ A− Ade−sτ

+
AfJ(s)

s+ A− Ade−sτ
. (5.20)
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O primeiro termo do lado direito dessa equação pode ser identificado como a transfor-

mada da solução homogênea (apêndice A), enquanto que o segundo é a transformada

da particular. Assim:

Fi,p(s) =
AfJ(s)

s+ A− Ad e−sτ
. (5.21)

O denominador da equação (5.21) é a própria equação caracteŕıstica do pro-

blema, que possui ráızes rk. Além disso, o denominador é um polinômio exponencial,

que consiste de polinômios em uma variável multiplicados por exponenciais dessa

mesma variável. De forma similar aos polinômios convencionais, esse polinômio

também pode ser fatorizado [46][47]:

AfJ(s)

s+ A− Ade−sτ
= AfJ(s)

∞∏
k=−∞

1

s− rk
, (5.22)

Como não há ráızes repetidas, o produtório dessa equação pode ser decomposto

como [48] ∞∏
n=−∞

1

s− rk
=

∞∑
n=−∞

C ′k
s− rk

, (5.23)

simplificando a equação (5.22) para

AfJ(s)

s+ A− Ade−sτ
= AfJ(s)

∞∑
k=−∞

C ′k
s− rk

. (5.24)

Os coeficientes C ′k podem ser calculados da mesma forma que os coeficientes Cn da

solução homogênea (apêndice A): passa-se o denominador s + A + Ade
−sτ do lado

esquerdo para o numerador do lado direito e toma-se o limite s → rm. Os termos

onde k 6= m se anulam (pois são ráızes do numerador) e sobra apenas o termo com

k = m, cujo limite pode ser resolvido usando-se a regra de L’Hôpital. Temos, então,

C ′k =
1

1 + Adτe
−rkτ , (5.25)

onde o ı́ndice m foi substitúıdo por k. Assim, a transformada de Laplace da solução

particular fica:
Fi,p(s) = AfJ(s)

∞∑
k=−∞

C ′k
s− rk

. (5.26)

Identificando duas funções de s na equação (5.26),
∑∞

k=−∞C
′
k/(s − rk) e

AfJ(s), a transformada inversa de Laplace será dada pela convolução das transfor-

madas inversas de cada uma dessas funções. Assim:
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Gi,p(t) =
∞∑

k=−∞

∫ t

0

L −1
{

C ′k
s− rk

}
(t− t′) L −1{AfJ(s)

}
(t′) dt′. (5.27)

Sabendo que L −1{1/(s − rk)}(t) = erkt, finalmente obtemos a expressão para a

solução particular do problema

Gi,p(t) =
∞∑

k=−∞

∫ t

0

C ′ke
rk(t−t′)AfP (t′) dt′. (5.28)

Com isso, podemos escrever a solução final para Gi(t) para o caso não-homogêneo

Gi(t) =
∞∑

k=−∞

erkt

1 + Adτe−rkτ

[
1 +

Ad
rk

(
1− e−rkτ

)
+ Af

∫ t

0

P (t′)e−rkt
′
dt′

]
. (5.29)

A partir da expressão (5.29), podemos verificar a consistência dessa solução.

Tomando Ad = 0, obtemos

Gi(t) = e−At

[
1 + Af

∫ t

0

P (t′)eAt
′
dt′

]
, (5.30)

onde

rk =
1

τ
Wk

(
0
)
− A ⇒


rk = −A, se k = 0,

rk → −∞, se k 6= 0,

(5.31)

sendo a segunda equação responsável por anular todos os termos do somatório para

os quais k 6= 0, visto que estão multiplicados por erkt que tenderá a 0. Se fizermos

Ad = 0 também na equação (5.13), obtemos uma equação diferencial ordinária que

possui a mesma solução (5.30), provando assim sua consistência.

Podemos simplificar a solução de Gi(t) ao analisarmos as ráızes rk da equação

caracteŕıstica do problema. Sabendo que W−k(ω) = W∗
k(ω) quando ω > 0, onde a

notação W∗
k indica o complexo conjugado de Wk, deduzimos que também r−k = r∗k,

visto que rk é uma combinação linear de Wk(ω) com números reais e o argumento

ω = Adτe
Aτ = σiΛ

−1
i τeAτ também é positivo. As ráızes rk podem, então, ser

separadas nas suas partes reais e imaginárias:

rk = αk + iβk, (5.32)

e, consequentemente,
r−k = r∗k = αk − iβk, (5.33)

62



onde

αk ≡
1

τ
Re
(

Wk

(
Adτe

Aτ
))
− A, (5.34a)

βk ≡
1

τ
Im
(

Wk

(
Adτe

Aτ
))
. (5.34b)

Separando o somatório da solução de Gi(t) nas partes em que k é negativo,

nulo e positivo, temos

Gi(t) =
−1∑

k=−∞

Hk(t)

2
erkt +

H0(t)

2
er0t +

∞∑
k=1

Hk(t)

2
erkt, (5.35)

e substituindo k por −k no primeiro somatório:

Gi(t) =
H0(t)

2
er0t +

∞∑
k=1

[
Hk(t)

2
erkt +

H−k(t)

2
er
∗
kt

]
, (5.36)

onde

Hk(t) ≡
2

1 + Adτe−rkτ

[
1 +

Ad
rk

(
1− e−rkτ

)
+ Af

∫ t

0

P (t′)e−rkt
′
dt′

]
. (5.37)

Como Hk(t) é composto por exponenciais e polinômios de rk, ao conjugar-

mos rk em sua expressão obteremos sua conjugada, H∗k(t), e, da mesma forma

como r−k = r∗k, temos também que H−k(t) = H∗k(t). Além disso, sabendo que

erkt = eαkt
[

cos(βkt) + i sin(βkt)
]

e er
∗
kt = eαkt

[
cos(βkt)− i sin(βkt)

]
, podemos então

simplificar os termos dentro do somatório da equação (5.36):

Gi(t) =
H0(t)

2
eα0t +

∞∑
k=1

[
Hk(t) +H∗k(t)

2
cos(βkt) + i

Hk(t)−H∗k(t)

2
sin(βkt)

]
eαkt,

(5.38)

onde foi usado β0 = 0, pois como o argumento Adτe
Aτ é sempre positivo, a função

W0 não terá parte imaginária (apêndice A).

Podemos ver na equação (5.38) que o termo
[
Hk(t) +H∗k(t)

]
/2 é a parte real

de Hk(t), enquanto que i
[
Hk(t)−H∗k(t)

]
/2 é a parte imaginária de Hk(t) mas com

sinal invertido. Assim, essa equação pode ser escrita como

Gi(t) =
H0(t)

2
eα0t +

∞∑
k=1

[
Re
(
Hk(t)

)
cos(βkt)− Im

(
Hk(t)

)
sin(βkt)

]
eαkt. (5.39)
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Com essa expressão, quando truncarmos o somatório para N termos precisaremos

calcular apenas N + 1 coeficientes, que é aproximadamente metade dos 2N + 1 coe-

ficientes que seriam necessários calcular se não identificássemos a relação de Hk com

H−k, tornando a avaliação numérica da solução mais eficiente computacionalmente.

Substituindo essa solução de Gi(t) na expressão da reatividade, obtemos:

ρ(t) = β̂ +
Λ

P (t)

dP (t)

dt
− 1

P (t)

I∑
i=1

λ̂i

{
H0(t)

2
eα0t

+
∞∑
k=1

[
Re
(
Hk(t)

)
cos(βkt)− Im

(
Hk(t)

)
sin(βkt)

]
eαkt

}
,

(5.40)

e lembrando que todos os parâmetros são atualizados conforme a forma espacial dos

precursores for sendo recalculada.
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Caṕıtulo 6

Soluções Numéricas

Neste caṕıtulo será detalhado o método numérico usado para resolver cada

modelo mostrado nas seções anteriores: sistema estacionário e equações adjuntas,

cinética espacial, cinética pontual, e cinética inversa.

6.1 Equações do sistema estacionário e das

variáveis adjuntas

Para resolver numericamente as equações do sistema estacionário, será usado

o método de diferenças finitas centrado na interface [49], [50]. As derivadas do fluxo

de nêutrons e das concentrações de precursores são discretizadas da seguinte forma:

d2φ0
g(z)

dz2

∣∣∣∣
z=zj

≈
φ0
g,j+1 − 2φ0

g,j + φ0
g,j−1

∆z2
, (6.1a)

dC0
i (z)

dz

∣∣∣∣
z=zj

≈
C0
i,j − C0

i,j−1

∆z
, (6.1b)

onde

zj = j∆z; j = 0, . . . , N ; (6.2a)

∆z = H/N ; (6.2b)

φ0
g,j ≡ φ0

g(zj); g = 1, . . . , G; (6.2c)

C0
i,j ≡ C0

i (zj); i = 1, . . . , I; (6.2d)

sendo ∆z o tamanho da malha axial e N o número de divisões da discretização
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espacial do eixo z. Avaliando as equações (2.4a) e (2.4b) do sistema estacionário em

z = zj, obtemos:

−
D0
g

∆z2
φ0
g,j+1 +

[
Σ0
t,g + 2

D0
g

∆z2

]
φ0
g,j −

D0
g

∆z2
φ0
g,j−1

−
G∑

g′=1

Σ0
s,g′→g φ

0
g′,j −

I∑
i=1

χi,gλiC
0
i,j =

1

keff
(1− β)χg

G∑
g′=1

νΣ0
f,g′ φ

0
g′,j,

(6.3a)

[
u0
∆z

+ λi

]
C0
i,j −

u0
∆z

C0
i,j−1 =

1

keff
βi

G∑
g′=1

νΣ0
f,g′ φ

0
g′,j, (6.3b)

enquanto que as condições de contorno discretizadas ficam

φ0
g,0 = 0 = φ0

g,N , (6.4a)

C0
i,0 = C0

i,N ξ
0
i . (6.4b)

As equações (6.3a) e (6.3b) valem para j = 1, . . . , N − 1 e a equação (6.3b)

pode ser avaliada em j = N para relacionarmos C0
i,N com C0

i,N−1:[
u0
∆z

+ λi

]
C0
i,N −

u0
∆z

C0
i,N−1 = 0,

C0
i,N =

1

1 + λi∆z/u0
C0
i,N−1.

(6.5)

Avaliando as equações (6.3a) e (6.3b) em j = 1, usando as condições de contorno

(6.4a) e (6.4b) e substituindo a relação (6.5), as equações ficam:

−
D0
g

∆z2
φ0
g,2 +

[
Σ0
t,g + 2

D0
g

∆z2

]
φ0
g,1 −

G∑
g′=1

Σ0
s,g′→g φ

0
g′,1

−
I∑
i=1

χi,gλiC
0
i,1 =

1

keff
(1− β)χg

G∑
g′=1

νΣ0
f,g′ φ

0
g′,1,

(6.6a)

[
u0
∆z

+λi

]
C0
i,1 −

u0
∆z

ξ0i
1 + λi∆z/u0

C0
i,N−1 =

1

keff
βi

G∑
g′=1

νΣ0
f,g′ φ

0
g′,1. (6.6b)

Em j = N − 1, substituindo a condição de contorno na equação (6.3a), temos:[
Σ0
t,g + 2

D0
g

∆z2

]
φ0
g,N−1 −

D0
g

∆z2
φ0
g,N−2 −

G∑
g′=1

Σ0
s,g′→g φ

0
g′,N−1

−
I∑
i=1

χi,gλiC
0
i,N−1 =

1

keff
(1− β)χg

G∑
g′=1

νΣ0
f,g′ φ

0
g′,N−1.

(6.7)
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Com isso, podemos escrever as equações discretizadas na sua forma matricial:

Aψ0 =
1

keff
Fψ0 , (6.8)

onde A e F são matrizes em blocos, de dimensão (G + I) × (N − 1), e ψ0 é uma

matriz coluna com os fluxos e precursores discretizados:

A ≡



−D0
1 + S0

1,1 · · · S0
1,G −Pf

1,1 · · · −Pf
1,I

...
. . .

...
...

. . .
...

S0
G,1 · · · −D0

G + S0
G,G −Pf

G,1 · · · −Pf
G,I

0 · · · 0 P0
1 · · · 0

...
. . .

...
...

. . .
...

0 · · · 0 0 · · · P0
I


, (6.9a)

F ≡



Ff,0
1,1 · · · Ff,0

1,G 0 · · · 0
...

. . .
...

...
. . .

...

Ff,0
G,1 · · · Ff,0

G,G 0 · · · 0

Fp,0
1,1 · · · Fp,0

1,G 0 · · · 0
...

. . .
...

...
. . .

...

Fp,0
I,1 · · · Fp,0

I,G 0 · · · 0


, (6.9b)

ψ0 ≡
[
φ0

1, . . . , φ
0
g, . . . , φ

0
G, C0

1, . . . , C0
i , . . . , C0

I

]T
, (6.9c)

φ0
g ≡

[
φ0
g,1, . . . , φ

0
g,j, . . . , φ

0
g,N−1

]T
, (6.9d)

C0
i ≡

[
C0
i,1, . . . , C

0
i,j, . . . , C

0
i,N−1

]T
, (6.9e)

e os blocos S0
g,g′ ,P

f
g,i,F

f,0
g,g,F

p,0
i,g ,D

0
g e P0

i , são matrizes de dimensão (N −1) definidos

por:

S0
g,g′ ≡

Σ0
R,g IN−1, se g = g′,

−Σ0
s,g′→g IN−1, se g 6= g′,

(6.10a)

Pf
g,i ≡ χi,gλi IN−1, (6.10b)

Ff,0
g,g′ ≡ (1− β)χg(νΣf,0)g′ IN−1, (6.10c)

Fp,0
i,g′ ≡ βi(νΣf,0)g′ IN−1, (6.10d)
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D0
g ≡



−2
D0
g

∆z2
D0
g

∆z2
0 · · · 0 0 0

D0
g

∆z2
−2

D0
g

∆z2
D0
g

∆z2
· · · 0 0 0

...
...

...
. . .

...
...

...

0 0 0 · · ·
D0
g

∆z2
−2

D0
g

∆z2
D0
g

∆z2

0 0 0 · · · 0
D0
g

∆z2
−2

D0
g

∆z2



, (6.10e)

P0
i ≡



u0
∆z

+ λi 0 0 · · · 0 0 − u0
∆z

ξ0i
1 + λi∆z/u0

− u0
∆z

u0
∆z

+ λi 0 · · · 0 0 0

...
...

...
. . .

...
...

...

0 0 0 · · · − u0
∆z

u0
∆z

+ λi 0

0 0 0 · · · 0 − u0
∆z

u0
∆z

+ λi



,

(6.10f)

onde Σ0
R,g ≡ Σ0

t,g − Σ0
s,g→g é a seção de choque macroscópica de remoção do grupo

g, IN−1 é a matriz identidade de dimensão (N − 1), 0 é a matriz nula de dimensão

(N − 1) e os ı́ndices 0 indicam que as matrizes são para o caso estacionário.

A equação (6.8) pode ser reescrita como:

(A−1F)ψ0 = keff ψ0 (6.11)

sendo o fator de multiplicação efetivo keff o maior autovalor da matriz A−1F e ψ0

o autovetor respectivo, que podem ser calculados pelo método das potências [51].

Vale lembrar que o autovetor ψ0 não contém os fluxos e os precursores ava-

liados nas fronteiras. Esses serão dados pelas condições de contorno (6.4a), (6.4b) e

pela relação (6.5):

φ0
g,0 = 0 = φ0

g,N , (6.12a)

C0
i,0 =

ξ0i
1 + λi∆z/u0

C0
i,N−1, (6.12b)

C0
i,N =

1

1 + λi∆z/u0
C0
i,N−1. (6.12c)
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A normalização do vetor solução ψ0 é dado pela potência, de forma que

P 0
ot =

G∑
g=1

∫ H

0

wΣ0
f,g φ

0
g(z) dz, (6.13)

na qual w é a energia média liberada por fissão. Usando o método dos trapézios

para calcular numericamente a integral, a expressão para a potência fica:

P 0
ot ≈

G∑
g=1

wΣ0
f,g

N−1∑
j=1

φ0
g,j∆z. (6.14)

A solução numérica das equações das variáveis adjuntas é similar à do caso

estacionário. A equação matricial é dada por[
(A∗)−1F∗

]
ψ∗ = keff ψ

∗, (6.15)

onde as matrizes A∗, F∗ e ψ∗ são dadas por

A∗ ≡



−D0
1 + S0

1,1 · · · S0
G,1 0 · · · 0

...
. . .

...
...

. . .
...

S0
1,G · · · −D0

G + S0
G,G 0 · · · 0

−Pf
1,1 · · · −Pf

G,1 P∗1 · · · 0
...

. . .
...

...
. . .

...

−Pf
1,I · · · −Pf

G,I 0 · · · P∗I


, (6.16a)

P∗i ≡



u0
∆z

+ λi − u0
∆z

0 · · · 0 0 0

0
u0
∆z

+ λi −
u0
∆z

· · · 0 0 0

...
...

...
. . .

...
...

...

0 0 0 · · · 0
u0
∆z

+ λi − u0
∆z

− u0
∆z

ξ0i
1 + λi∆z/u0

0 0 · · · 0 0
u0
∆z

+ λi



,

(6.16b)
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F∗ ≡



Ff,0
1,1 · · · Ff,0

G,1 Fp,0
1,1 · · · Fp,0

I,1

...
. . .

...
...

. . .
...

Ff,0
1,G · · · Ff,0

G,G Fp,0
1,G · · · Fp,0

I,G

0 · · · 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
. . .

...

0 · · · 0 0 · · · 0


, (6.16c)

ψ∗ ≡
[
φ∗1, . . . , φ

∗
g, . . . , φ

∗
G, C∗1, . . . , C∗i , . . . , C∗I

]T
, (6.16d)

φ∗g ≡
[
φ∗g,1, . . . , φ

∗
g,j, . . . , φ

∗
g,N−1

]T
, (6.16e)

C∗i ≡
[
C∗i,1, . . . , C

∗
i,j, . . . , C

∗
i,N−1

]T
. (6.16f)

Podemos notar que as matrizes do caso adjunto são iguais às transpostas das ma-

trizes do caso estacionário. Também no caso adjunto, o autovetor ψ∗ não contém

os fluxos e os precursores adjuntos avaliados nas fronteiras, que serão dados separa-

damente por:

φ∗g,0 = 0 = φ∗g,N , (6.17a)

C∗i,0 =
1

1 + λi∆z/u0
C∗i,1, (6.17b)

C∗i,N =
ξ0i

1 + λi∆z/u0
C∗i,1. (6.17c)

6.2 Equações da cinética espacial

As equações (2.2a) e (2.2b) da cinética espacial serão resolvidas numerica-

mente, fazendo primeiro a semi-discretização espacial e em seguida a integração

numérica. A discretização das derivadas espaciais é igual à do caso estacionário.

6.2.1 Semi-discretização da Variável Espacial

Discretizando apenas a variável espacial, da mesma forma que foi feita na

seção 6.1, obtemos as seguintes equações:
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1

vg

dφg,j
dt

=
Dg

∆z2
φg,j+1 −

[
Σt,g + 2

Dg

∆z2

]
φg,j +

Dg

∆z2
φg,j−1 +

G∑
g′=1

Σs,g′→g φg′,j

+ (1− β)χg

G∑
g′=1

νΣf,g′ φg′,j +
I∑
i=1

χi,gλiCi,j,

(6.18a)

dCi,j
dt

=−
[
u

∆z
+ λi

]
Ci,j +

u

∆z
Ci,j−1 + βi

G∑
g′=1

νΣf,g′ φg′,j, (6.18b)

onde os fluxos, os precursores e a velocidade de escoamento continuam com suas

dependências temporais. As condições iniciais e de contorno discretizadas são dadas

por:

φg,0(t) = 0 = φg,N(t), (6.19a)

φg,j(0) = φ0
g,j, (6.19b)

Ci,0(t) = Ci,N(t− τ(t)) ξi(t), (6.19c)

Ci,j(0) = C0
i,j. (6.19d)

As equações (6.18a) e (6.18b) valem para j = 1, . . . , N − 1. Avaliando essas

equações em j = 1, usando as condições de contorno (6.19a) e (6.19c), e explicitando

a dependência temporal, temos

1

vg

dφg,1(t)

dt
=

Dg

∆z2
φg,2(t)−

[
Σt,g + 2

Dg

∆z2

]
φg,1(t) +

G∑
g′=1

Σs,g′→g φg′,1(t)

+ (1− β)χg

G∑
g′=1

νΣf,g′ φg′,1(t) +
I∑
i=1

χi,gλiCi,1(t),

(6.20a)

dCi,1(t)

dt
=−

[
u(t)

∆z
+ λi

]
Ci,1(t) +

u(t)

∆z
ξi(t)Ci,N(t− τ(t)) + βi

G∑
g′=1

νΣf,g φg′,1(t).

(6.20b)

Na equação (6.20b), o termo Ci,N(t − τ(t)) pode ser considerado como um termo

fonte, pois como é a concentração de precursores avaliada num instante t− τ(t), ela

já será conhecida quando estivermos no instante t. Avaliando a equação (6.18b) em

j = N , pode-se obter uma relação entre Ci,N e Ci,N−1:

dCi,N(t)

dt
= −

[
u(t)

∆z
+ λi

]
Ci,N(t) +

u(t)

∆z
Ci,N−1(t). (6.21)

Avaliando a equação (6.18b) em j = N − 1 e substituindo a condição de contorno
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(6.19a), obtemos

1

vg

dφg,N−1(t)

dt
=−

[
Σt,g + 2

Dg

∆z2

]
φg,N−1(t) +

Dg

∆z2
φg,N−2(t) +

G∑
g′=1

Σs,g′→g φg′,N−1(t)

+ (1− β)χg

G∑
g′=1

νΣf,g′ φg′,N−1(t) +
I∑
i=1

χi,gλiCi,N−1(t).

(6.22)

Esse sistema de equações semi-discretizadas pode ser representado em sua

forma matricial:
dψ(t)

dt
= M(t)ψ(t) + Q(t− τ(t)), (6.23)

onde M é uma matriz em blocos de dimensão (G+ I)× (N − 1), ψ(t) é uma matriz

coluna com os fluxos e precursores semi-discretizados, e Q(t − τ(t)) é uma matriz

coluna que representa um termo fonte. Eles são dados por

M(t) =



v1 (D1 + T1,1) · · · v1T1,G v1P
f
1,1 · · · v1P

f
1,I

...
. . .

...
...

. . .
...

vGTG,1 · · · vG (DG + TG,G) vGPf
G,1 · · · vGPf

G,I

Fp
1,1 · · · Fp

1,G P1(t) · · · 0
...

. . .
...

...
. . .

...

Fp
I,1 · · · Fp

I,G 0 · · · PI(t)


,

(6.24a)

ψ(t) =
[
φ1(t), . . . , φg(t), . . . , φG(t), C1(t), . . . , Ci(t), . . . , CI(t)

]T
,

(6.24b)

φg(t) =
[
φg,1(t), . . . , φg,j(t), . . . , φg,N−1(t)

]T
, (6.24c)

Ci(t) =
[
Ci,1(t), . . . , Ci,j(t), . . . , Ci,N−1(t)

]T
, (6.24d)

Q(t− τ(t)) =
u(t)

∆z

[
0, . . . , 0, . . . , 0, ξ1(t)C1,N(t− τ(t)), . . . ,

ξi(t)Ci,N(t− τ(t)), . . . , ξI(t)CI,N(t− τ(t))
]T
,

(6.24e)

Ci,N(t− τ(t)) =
[
Ci,N(t− τ(t)), 0, . . . , 0

]T
, (6.24f)

e os blocos Dg,Pi(t),Tg,g′ ,P
f
g,i e Fp

i,g são matrizes de dimensão (N − 1):

72



Dg ≡



−2
Dg

∆z2
Dg

∆z2
0 · · · 0 0 0

Dg

∆z2
−2

Dg

∆z2
Dg

∆z2
· · · 0 0 0

...
...

...
. . .

...
...

...

0 0 0 · · · Dg

∆z2
−2

Dg

∆z2
Dg

∆z2

0 0 0 · · · 0
Dg

∆z2
−2

Dg

∆z2



(6.25a)

Pi(t) ≡



−u(t)

∆z
− λi 0 0 · · · 0 0 0

u(t)

∆z
−u(t)

∆z
− λi 0 · · · 0 0 0

...
...

...
. . .

...
...

...

0 0 0 · · · u(t)

∆z
−u(t)

∆z
− λi 0

0 0 0 · · · 0
u(t)

∆z
−u(t)

∆z
− λi


(6.25b)

Tg,g′ ≡


[
(1− β)χgνΣf,g − ΣR,g

]
IN−1, se g = g′,[

(1− β)χgνΣf,g′ + Σs,g′→g

]
IN−1, se g 6= g′,

(6.25c)

Pf
g,i ≡ χi,gλi IN−1, (6.25d)

Fp
i,g ≡ βiνΣf,g IN−1. (6.25e)

Foi mantida a dependência temporal apenas na matriz Pi por possuir em

seus elementos a velocidade de escoamento, que consideraremos que poderá variar ao

longo do transiente. Nas outras matrizes, consideramos que os parâmetros nucleares

variam instantaneamente de um valor x0 pré-transiente para um valor x após o ińıcio

do transiente, logo não variando durante o transiente. No entanto, esse método é

facilmente generalizado para considerar a variação temporal de qualquer parâmetro

nuclear.
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6.2.2 Integração Numérica no Tempo

Para obtermos uma relação entre Ci,N(t) e Ci,N−1(t), podemos integrar nu-

mericamente a equação (6.21) pelo método de Euler impĺıcito [49]:

∫ tn

tn−1

dCi,N(t)

dt
dt = −

∫ tn

tn−1

[
u(t)

∆z
+ λi

]
Ci,N(t) dt+

∫ tn

tn−1

u(t)

∆z
Ci,N−1(t) dt,

Cn
i,N − Cn−1

i,N = −
[
un
∆z

+ λi

]
Cn
i,N∆t+

un
∆z

Cn
i,N−1∆t,

Cn
i,N =

[
1 + un

∆t

∆z
+ λi∆t

]−1[
Cn−1
i,N + un

∆t

∆z
Cn
i,N−1

]
,

(6.26)

onde ∆t = tn − tn−1 é o passo temporal e o ı́ndice n indica a função avaliada no

instante tn: Cn
i,j ≡ Ci,j(tn) e un ≡ u(tn).

Para resolvermos a equação (6.23) usaremos o método de Crank-Nicolson [49],

que é equivalente a integrar numericamente a equação pelo método dos trapézios:

∫ tn

tn−1

dψ(t)

dt
dt =

∫ tn

tn−1

Mψ(t) dt+

∫ tn

tn−1

Q(t− τ(t)) dt,

ψn −ψn−1 ≈ Mnψn + Mn−1ψn−1

2
∆t+

Qn−pn + Qn−1−pn

2
∆t,

(6.27)

sendo pn ≡ τ(tn)/∆t. Se p não for um número inteiro, o vetor Qn−pn é interpolado

linearmente da seguinte maneira:

Qn−pn = (n− pn −m) Qm+1 − (n− pn −m− 1) Qm, (6.28)

onde m é o maior número inteiro menor que n − pn (m ≡ bn − pnc). Se pn > n,

temos que Qn−pn = Q0. Vale ressaltar que essa interpolação requer que o passo

temporal ∆t seja menor que o tempo de circulação τ(t).

Explicitando ψn na equação (6.27), obtemos

ψn =

[
2

∆t
I−Mn

]−1{[
2

∆t
I + Mn−1

]
ψn−1 + Qn−pn + Qn−1−pn

}
, (6.29)

sendo I a matriz identidade de mesma dimensão que M. A cada passo temporal,

ψn será calculado pela equação (6.29). Em seguida, calcula-se Cn
i,N pela equação

(6.26), e Cn
i,0 pela condição de contorno Cn

i,0 = ξni C
n−pn
i,N .
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6.3 Equações da cinética pontual

Nesta seção detalhamos o cálculo numérico dos fatores de amplitude, que

são calculados pelas equações (4.12a) e (4.12b) da cinética pontual, e o método de

atualização das formas espaciais dos precursores.

6.3.1 Cálculo dos Fatores de Amplitude

O sistema de equações da cinética pontual (Eqs. (4.12a) e (4.12b)) pode ser

escrito na sua forma matricial:

dψ(t)

dt
= M(t)ψ(t) + S(t)ψ(t− τ), (6.30)

onde as matrizes são definidas por

M(t) ≡



ρ(t)− β̂(t)

Λ(t)

λ̂1(t)

Λ(t)
. . .

λ̂I(t)

Λ(t)

β̂1(t)

Λ1(t)
− γ1(t)

Λ1(t)
. . . 0

...
...

. . .
...

β̂I(t)

ΛI(t)
0 . . . − γI(t)

ΛI(t)


, (6.31a)

γi(t) ≡ λ̂i(t) + µi(t) + ηi(t), (6.31b)

S(t) ≡



0 0 . . . 0

0
σ1(t)

Λ1(t)
. . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . .
σI(t)

ΛI(t)


, (6.31c)

ψ(t) ≡
[
P (t), G1(t), . . . , Gi(t), . . . , GI(t)

]T
, (6.31d)

ψ(0) ≡
[
1, 1, . . . , 1, . . . , 1

]T
. (6.31e)

A equação matricial (6.30) pode ser resolvida pelo método de Crank-Nicolson

[49], com passo temporal ∆t:

ψn =

[
2

∆t
I−Mn

]−1{[
2

∆t
I + Mn−1

]
ψn−1 + Snψn−pn + Sn−1ψn−1−pn

}
. (6.32)
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Novamente, o ı́ndice n indica o termo avaliado no instante tn, I é a matriz identidade

de mesma ordem que M (I + 1), e pn ≡ τ(tn)/∆t. Quando pn não for um número

inteiro, tanto C̃n−pn
i (H), que aparece dentro da matriz Sn, e ψn−pn são interpolados

linearmente:

C̃n−pn
i (H) = (n− pn −m) C̃m+1

i (H)− (n− pn −m− 1) C̃m
i (H), (6.33a)

ψn−pn = (n− pn −m)ψm+1 − (n− pn −m− 1)ψm, (6.33b)

onde m é o maior número inteiro menor que n− pn. Se pn > n, então ψn−pn = ψ0

e C̃n−pn
i (H) = C̃0

i (H) = C0
i (H). Lembrando que para fazer essa interpolação é

necessário que o passo temporal ∆t seja menor que τ(t), ou seja, pn > 1 para todo

n.

6.3.2 Atualização da Forma Espacial dos Precursores e dos

Parâmetros Cinéticos

A forma espacial dos precursores é calculada a partir da equação (2.2b)

usando o método de diferenças finitas, de forma similar ao que foi feito no caso

estacionário. A discretização é feita com um passo temporal maior:

∆T ≡ s∆t, (6.34)

onde ∆t é o passo temporal que é usado para o cálculo dos fatores de amplitude, e

s é o número de passos nos quais resolvem-se as equações da cinética pontual entre

dois cálculos consecutivos da forma espacial. A notação s = ∞ será usada para

indicar os casos onde não há atualização da forma espacial dos precursores.

É posśıvel usar um passo temporal maior devido à diferença entre as escalas

de tempo entre os diferentes fenômenos. A variação temporal do fator de amplitude

dos precursores, Gi(t), esta associada à rápida variação da população de nêutrons

no núcleo, enquanto que a variação de sua forma espacial está associada com o

movimento dos precursores causado pelo escoamento do combust́ıvel.

A diferença entre essas escalas de tempo é importante para esse método para

que não se perca eficiência computacional [36]. Se usássemos o mesmo passo tempo-

ral, o tempo de cálculo ficaria da mesma ordem de magnitude do cálculo numérico
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da cinética espacial, perdendo, assim, a grande vantagem da cinética pontual, que é

seu baixo tempo de cálculo.

Lembrando a forma discretizada da equação dos precursores dada pela

equação (6.18b),

dCi,j(t)

dt
= −

[
u(t)

∆z
+ λi

]
Ci,j(t) +

u(t)

∆z
Ci,j−1(t) + βi

G∑
g′=1

νΣf,g′ φg′,j(t), (6.35)

e avaliando em j = 1, também usando a condição de contorno dos precursores

(6.19c), obtemos

dCi,1(t)

dt
= −

[
u(t)

∆z
+λi

]
Ci,1(t)+

u(t)

∆z
ξi(t)Ci,N(t−τ(t))+ βi

G∑
g=1

νΣf,g φg,1(t). (6.36)

Combinando a segunda equação, que é relativa a j = 1, com a primeira, que é

relativa a j = 2, . . . , N , obtemos um sistema de N equações que pode ser escrito

em sua forma matricial:

dCi

dt
= Pi(t) Ci(t) + Fi P (t) + Qi(t− τ(t)), (6.37)

onde foi feita a separação de variáveis no fluxo de nêutrons, φg,j(t) = φ0
g,j P (t). As

matrizes são definidas por

Pi(t) ≡



−u(t)

∆z
− λi 0 0 · · · 0 0 0

u(t)

∆z
−u(t)

∆z
− λi 0 · · · 0 0 0

...
...

...
. . .

...
...

...

0 0 0 · · · u(t)

∆z
−u(t)

∆z
− λi 0

0 0 0 · · · 0
u(t)

∆z
−u(t)

∆z
− λi


(6.38a)

Fi ≡ βi

G∑
g=1

νΣf,g

[
φ0
g,1, . . . , φ

0
g,j . . . , φ

0
g,N−1, 0

]T
, (6.38b)

Ci(t) ≡
[
Ci,1(t), . . . , Ci,j(t), . . . , Ci,N(t)

]T
, (6.38c)

Qi(t− τ(t)) ≡ u(t)

∆z
ξi(t)

[
Ci,N(t− τ(t)), 0, . . . , 0, . . . , 0

]T
. (6.38d)
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Resolvendo a equação (6.37) pelo método de Crank-Nicolson com passo temporal

∆T , obtemos

Cn
i =

[
2

∆T
I−Pn

i

]−1{[
2

∆T
I+Pn−s

i

]
Cn−s
i +Fi

[
P n +P n−s

]
+Qn−pn

i +Qn−s−pn
i

}
.

(6.39)
Nesta equação, os limites de integração são tn−s e tn pois o passo temporal usado

foi ∆T , ou seja, s vezes o passo temporal ∆t. A matriz I é a matriz identidade com

a mesma dimensão que Pi(t), ou seja, de ordem N .

Agora, separando as variáveis da concentração de precursores (equação

(4.8b)), obtemos a equação usada para atualizar a forma espacial dos precursores:

C̃n
i =

[
2

∆T
I−Pn

i

]−1{[
2

∆T
I + Pn−s

i

]
C̃n−s
i Gn−s

i

+ Fi

[
P n + P n−s

]
+ Qn−pn

i + Qn−s−pn
i

}
1

Gn
i

,

(6.40)

onde:

C̃n
i ≡

[
C̃n
i,1, . . . , C̃

n
i,j, . . . , C̃

n
i,N

]T
, (6.41a)

C̃0
i =

[
C0
i,1, . . . , C

0
i,j, . . . , C

0
i,N

]T
, (6.41b)

Qn−pn
i =

un
∆z

ξni

[
C̃n−pn
i,N Gn−pn

i , 0, . . . , 0
]T
, (6.41c)

com o valor dos precursores na entrada do reator (j = 0) calculados por

Cn
i,0 = ξni C

n−p
i,N , (6.42a)

C̃n
i,0G

n
i = ξni C̃

n−pn
i,N Gn−pn

i , (6.42b)

C̃n
i,0 =

Gn−pn
i

Gn
i

ξni C̃
n−pn
i,N , (6.42c)

sendo as equações válidas para i = 1, . . . , I.

Para satisfazer a normalização dada pela equação (4.10), a forma espacial

C̃n
i (z) e o fator de amplitude Gn

i devem ser multiplicado e dividido, respectivamente,

por um fator de normalização FN,i(tn), dado por

FN,i(tn) ≡

∫ H

0

C∗i (z)C0
i (z) dz∫ H

0

C∗i (z) C̃i(z, tn) dz

, (6.43)
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onde essas integrais podem ser resolvidas numericamente pelo método dos trapézios

[49].

Nos instantes tn, tn+1, . . . , tn+(s−1), a forma espacial dos precursores C̃n
i se

mantém constante, até que seja atualizada de novo no instante tn+s. Os parâmetros

cinéticos são atualizados usando a forma espacial e também mantêm-se constantes

no intervalo entre duas atualizações consecutivas. A figura 6.1 mostra o fluxograma

que representa o algoritmo numérico que foi usado nesta seção.

Figura 6.1: Fluxograma do algoritmo numérico.

6.4 Equações da cinética inversa

As equações da cinética inversa serão resolvidas numericamente nas próximas

subseções. O caso geral, onde todos os parâmetros possuem dependência temporal,

é resolvido de forma similar à cinética pontual pelo método de diferenças finitas,

e também resolvido a partir de sua solução semi-anaĺıtica. Já no caso da apro-

ximação de parâmetros constantes, será detalhado o método para resolver a inte-

gração numérica presente em sua solução. Em todos os casos, há atualização da

forma espacial dos precursores, que é feita da mesma forma como foi descrita na

subseção 6.3.2.

6.4.1 Aproximação de parâmetros constantes

No caso de aproximação de parâmetros constantes, vimos na seção 5.2 do

caṕıtulo 5 que a solução é dada pela equação (5.39):

Gi(t) =
H0(t)

2
eα0t +

∞∑
k=1

[
Re
(
Hk(t)

)
cos(βkt)− Im

(
Hk(t)

)
sin(βkt)

]
eαkt, (6.44)
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onde

A ≡ λ̂i + µi + ηi
Λi

, (6.45a)

Ad ≡
σi
Λi

, (6.45b)

Af ≡
β̂i
Λi

, (6.45c)

αk ≡
1

τ
Re
(

Wk

(
Adτe

Aτ
))
− A, (6.45d)

βk ≡
1

τ
Im
(

Wk

(
Adτe

Aτ
))
, (6.45e)

Hk(t) ≡
2

1 + Adτe−rkτ

[
1 +

Ad
rk

(
1− e−rkτ

)
+ Af

∫ t

0

P (t′)e−rkt
′
dt′

]
. (6.45f)

Quando a forma do fator de amplitude P (t) for tal que a integral presente no

termo Hk(t) não possa ser calculada analiticamente, precisamos resolvê-la numeri-

camente. Denominando essa integral de Ik(t), definido por

Ik(t) ≡
∫ t

0

P (t′)e−rkt
′
dt′, (6.46)

podemos resolvê-la pelo método dos trapézios, obtendo

Ik(tn) ≈ P (t0)e
−rkt0 ∆t

2
+

n−1∑
m=1

P (tm)e−rktm∆t+ P (tn)e−rktn
∆t

2
, (6.47)

e como temos que t0 = 0 e P (0) = 1, a expressão simplifica-se para

Ink =
∆t

2
+

n−1∑
m=1

Pme−rktm∆t+ P ne−rktn
∆t

2
. (6.48)

Avaliando Ik(t) em t = tn−1, obtemos

In−1k =
∆t

2
+

n−2∑
m=1

Pme−rktm∆t+ P n−1e−rktn−1
∆t

2
, (6.49)

e somando P n−1 exp(−rktn−1)∆t/2 nos dois lados da equação, podemos incluir o

último termo resultante do lado direito da equação no somatório, estendendo-o para

até n− 1:

In−1k + P n−1e−rktn−1
∆t

2
=

∆t

2
+

n−1∑
m=1

Pme−rktm∆t. (6.50)
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Assim, Ink pode ser escrito em termos de In−1k :

Ink = In−1k +
∆t

2

[
P n−1e−rktn−1 + P ne−rktn

]
, (6.51)

sendo que I0k = 0 por definição.

Essa expressão de Ink é importante para que aproveitemos o cálculo da integral

feito no passo anterior e evitar que a cada passo sejam calculados n − 2 termos

desnecessários, tornando assim o cálculo computacional da solução mais eficiente.

A expressão para Hn
k fica, então:

Hn
k =

2

1 + Adτe−rkτ

[
1 +

Ad
rk

(
1− e−rkτ

)
+ AfI

n
k

]
, (6.52)

que é substitúıda na solução de Gn
i :

Gn
i =

Hn
0

2
eα0tn +

∞∑
k=1

[
Re
(
Hn
k

)
cos(βktn)− Im

(
Hn
k

)
sin(βktn)

]
eαktn , (6.53)

Essa expressão é, por sua vez, substitúıda na reatividade ρ(t), dada pela equação

(5.1), e que avaliada em t = tn fica

ρn = β̂ +
Λ

P n

(
dP

dt

)n
− 1

P n

I∑
i=1

λ̂iG
n
i , (6.54)

sendo a derivada do fator de amplitude P (t) discretizada pelo método de diferenças

finitas atrasadas: (
dP

dt

)n
≈ P n − P n−1

∆t
. (6.55)

Para calcular numericamente o somatório infinito presente na equação (6.53),

é necessário truncá-lo após um certo número Nk de termos. Assim, precisaremos cal-

cular Nk integrais numéricas a cada passo temporal, o que torna a solução numérica

desta aproximação ineficiente, pois o número Nk de termos do somatório precisa

ser relativamente grande, que nossos testes mostraram ser em torno de 100. Nas

simulações feitas nesse trabalho, a solução numérica do caso sem aproximação de-

mandou um menor tempo computacional que esta solução anaĺıtica para o caso com

aproximação. Dessa forma, nos resultados serão apresentados apenas os casos sem

aproximação, cujos métodos serão descritos nas próximas sub-seções.
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6.4.2 Caso geral: solução por diferenças finitas

As equações da cinética inversa, mantendo a dependência temporal de todos

os parâmetros, são dadas pelas equações (5.1) e (5.2):

ρ(t) = β̂(t) +
Λ(t)

P (t)

dP (t)

dt
− 1

P (t)

I∑
i=1

λ̂i(t)Gi(t), (6.56a)

Λi(t)
dGi(t)

dt
= β̂i(t)P (t)−

[
λ̂i(t) + µi(t) + ηi(t)

]
Gi(t) + σi(t)Gi(t− τ(t)).

(6.56b)

A equação da reatividade avaliada no instante tn é dada por

ρn = β̂n +
Λn

P n

(
dP

dt

)n
− 1

P n

I∑
i=1

λ̂ni G
n
i . (6.57)

Para calcularmos Gn
i , discretizamos a equação (6.56b) pelo método de Crank-

Nicolson:

Gn
i −Gn−1

i

∆t
=

1

2

[
β̂ni P

n

Λn
i

+
β̂n−1i P n−1

Λn−1
i

]
− 1

2

[
γni G

n
i

Λn
i

+
γn−1i Gn−1

i

Λn−1
i

]
+

1

2

[
σni G

n−pn
i

Λn
i

+
σn−1i Gn−1−pn

i

Λn−1
i

]
,

(6.58)

e que resolvendo para Gn
i , obtemos

Gn
i =

[
2

∆t
+
γni
Λn
i

]−1{[
2

∆t
− γn−1i

Λn−1
i

]
Gn−1
i +

β̂ni P
n

Λn
i

+
β̂n−1i P n−1

Λn−1
i

+
σni G

n−pn
i

Λn
i

+
σn−1i Gn−1−pn

i

Λn−1
i

}
,

(6.59)

onde γni ≡ λ̂ni + µni + ηni e Gn−pn
i é obtido por interpolação linear da mesma forma

como descrita na subseção 6.3.2.

A atualização da forma espacial dos precursores e dos parâmetros cinéticos

é feita exatamente da mesma forma que foi demonstrada na subseção 6.3.2: após

s passos temporais ∆t calculando o fator de amplitude Gn
i , recalculamos a forma

espacial dos precursores e a usamos para atualizar os parâmetros cinéticos, que vão

se manter constantes até passarem-se outros s passos temporais e serem atualizados

novamente.

Substituindo a expressão de Gn
i na equação (6.57) e aproximando a derivada

dP n/dt por diferenças finitas atrasadas, obtemos a expressão final da reatividade:
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ρn = β̂n +
Λn

P n

P n − P n−1

∆t
− 1

P n

I∑
i=1

λ̂ni

[
2

∆t
+
γni
Λn
i

]−1{[
2

∆t
− γn−1i

Λn−1
i

]
Gn−1
i

+
β̂ni P

n

Λn
i

+
β̂n−1i P n−1

Λn−1
i

+
σni G

n−pn
i

Λn
i

+
σn−1i Gn−1−pn

i

Λn−1
i

}
.

(6.60)

6.4.3 Caso geral: solução semi-anaĺıtica

Após obtermos a solução semi-anaĺıtica dada pela equação (5.11), precisamos

calcular numericamente as integrais que aparecem na solução. A solução é dada por

Gi(t) =

{
1 +

∫ t

0

Qi(t
′) eRi(t

′) dt′
}
e−Ri(t), (6.61)

onde

Qi(t) = Af (t)P (t) + Ad(t)Gi(t− τ(t)), (6.62a)

A(t) ≡ λ̂i(t) + µi(t) + ηi(t)

Λi(t)
, (6.62b)

Ad(t) ≡
σi(t)

Λi(t)
, (6.62c)

Af (t) ≡
β̂i(t)

Λi(t)
, (6.62d)

Ri(t) ≡
∫ t

0

A(t′) dt′. (6.62e)

Primeiro, precisamos encontrar o termo Ri(t) do fator integrante. Resolvendo

a integral pelo método dos trapézios da mesma forma como foi feito anteriormente,

obtemos:

Rn
i = Rn−1

i +
∆t

2

[
An−1 + An

]
, (6.63)

com R0
i = Ri(0) = 0 pela própria definição.

Agora, definindo como Ji(t) a integral presente na expressão de Gi(t),

Ji(t) ≡
∫ t

0

Qi(t
′)eRi(t

′) dt′, (6.64)

aplicando o método dos trapézios obtemos

Jni = Jn−1i +
∆t

2

[
Qn−1
i eR

n−1
i +Qn

i e
Rn

i

]
, (6.65)
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onde J0
i = 0 e Qn

i é dado por

Qn
i = AnfP

n + And G
n−pn
i , (6.66)

com o termo Gn−pn
i sendo calculado por interpolação linear. Substituindo Jni na

expressão para Gn
i , temos

Gn
i =

(
1 + Jni

)
e−R

n
i , (6.67)

e quando substitúıdo na equação (6.57), obtemos a expressão final para a reatividade

no instante tn:

ρn = β̂n +
Λn

P n

P n − P n−1

∆t
− 1

P n

I∑
i=1

λ̂ni

(
1 + Jni

)
e−R

n
i . (6.68)
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Caṕıtulo 7

Resultados

Os resultados desde trabalho consistem na aplicação das equações da cinética

inversa a alguns transientes de interesse do reator a sal fundido. Dois transientes fo-

ram escolhidos: no primeiro, consideramos uma variação linear no ńıvel de potência

relativa do reator para um novo patamar, e, após um determinado intervalo man-

tendo constante essa potência, consideramos outra variação para um novo ńıvel. No

segundo transiente, consideramos uma queda da velocidade de escoamento do com-

bust́ıvel e determinamos a variação de reatividade necessária para manter o reator

cŕıtico, e, a partir disso, podemos encontrar as regiões de sub e supercriticalidade

do reator, que são importantes para o seu controle.

Antes de apresentar esses resultados, primeiro fazemos alguns testes de con-

sistência das equações da cinética inversa. Estes testes são necessários para veri-

ficarmos se o nosso modelo de cinética inversa desenvolvido reproduz, de fato, o

problema inverso da cinética pontual. Além disso, também garante que o método

numérico usado na solução da cinética inversa tenha precisão adequada, visto que o

método utilizado na cinética pontual foi previamente validado por Diniz et al. [36]

7.1 Testes para as equações da cinética inversa

Os testes feitos consistem em comparar as entradas e soluções das equações

da cinética pontual (ECP) e inversa (ECI) umas com as outras. Descrevendo de

forma mais detalhada, no primeiro teste, esquematizado na figura 7.1, as ECP são

usadas para calcular a variação do fator de amplitude do fluxo, P (t), em função de
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uma reatividade externa usada como entrada, ρin. Após isso, o fator de amplitude

calculado é utilizado como entrada nas ECI para determinar a variação de reativi-

dade, ρci(t), que então é comparada com a reatividade inicial ρin. Em ambos os

casos, é considerada a mesma variação na velocidade de escoamento u(t).

Figura 7.1: Esquema do primeiro teste.

O segundo teste, esquematizado na figura 7.2, consiste em usar as ECI para

calcular a variação de reatividade necessária, ρ(t), para causar uma dada variação

do fator de amplitude do fluxo, Pin(t). Essa reatividade é, então, usada nas ECP

para calcular o fator de amplitude resultante, Pcp(t), que é comparado com o inicial

para determinar o desvio causado pelos posśıveis erros do modelo e das soluções

numéricas utilizadas. Novamente, considera-se a mesma variação na velocidade de

escoamento nos dois casos.

Figura 7.2: Esquema do segundo teste.
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Em ambos os testes consideramos, por simplicidade, apenas um grupo de

energia dos nêutrons e uma famı́lia de precursores. Os parâmetros usados para o

reator encontram-se na tabela 7.1, além dos parâmetros numéricos, como passos

temporais e tamanho da malha para atualização da forma espacial dos precursores.

Tabela 7.1: Parâmetros do reator.

Parâmetros Valores Parâmetros Valores

D 0.80 cm β 617.2 pcm

Σa 0.0168 cm−1 λ 0.0848 s−1

Σf 0.0060 cm−1 H 300 cm

ν 2.8195 L 300 cm

v 2.2× 105 cm/s ∆z 0.5 cm

∆t 0.001 s ∆T 0.01 s

Nas simulações feitas neste trabalho, o tempo computacional gasto pela

solução semi-anaĺıtica e pelo método de diferenças finitas para resolver as ECI (sub-

seções 6.4.2 e 6.4.3) são aproximadamente iguais, além de possúırem a mesma pre-

cisão. Dessa forma, foi escolhido usar o método de diferenças finitas em todos os

testes.

7.1.1 Teste 1: reatividade inicial constante

Neste primeiro teste, consideraremos duas perturbações na seção de choque

macroscópica de absorção, Σa, dados pela tabela 7.2. Essas perturbações represen-

tam reatividades em torno de −200 pcm e 100 pcm, com pequenas diferenças da

ordem de centésimos de pcm. Este tipo de perturbação simula, por exemplo, uma

movimentação das barras de controle, mas com uma aproximação de variação ins-

tantânea da reatividade do reator. Além disso, foram consideradas duas variações

na velocidade de escoamento u(t): uma diminuição exponencial com constante de

decaimento κ = 0.5 s−1 [17],

u(t) = (u0 − uf )e−κt + uf , (7.1)
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e um aumento linear durante um intervalo de Tp = 5 s,

u(t) =


uf − u0
Tp

t+ u0, se 0 6 t < Tp,

uf , se t > Tp.

(7.2)

Tabela 7.2: Perturbações na SCM de
absorção e reatividades resultantes.

∆Σa (cm−1) ρin (pcm)

3.3776× 10−5 −200

−1.6888× 10−5 100

Nas tabelas 7.3 e 7.4 são apresentados os desvios máximos entre as reativi-

dades de cada caso, definidos por:

Desvio Máximo ≡ max
(∣∣ρci(tn)− ρin(tn)

∣∣), (7.3)

além de serem consideradas três diferentes velocidades iniciais e três finais, e um tran-

siente até tf = 10 s. Apesar de ser um transiente curto, os maiores erros encontram-

se próximo do ińıcio, com o erro tendendo a diminuir com o tempo, tornando-se

desnecessário avaliar o transiente para longos intervalos de tempo.

Tabela 7.3: Desvios máximos, em pcm, entre as reatividades ρci e ρin, para
variação exponencial da velocidade.

Reatividade

ρin (pcm)

Velocidade inicial

u0 (cm/s)

Velocidade final (assintótica) uf

0.8u0 0.5u0 0.1u0

1 0.0232 0.0232 0.0232

−200 10 0.0107 0.0096 0.0117

100 0.0167 0.0154 0.0140

1 0.0095 0.0095 0.0095

100 10 0.0060 0.0071 0.0101

100 0.0084 0.0093 0.0107
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Tabela 7.4: Desvios máximos, em pcm, entre as reatividades ρci e ρin, para
variação linear da velocidade.

Reatividade

ρin (pcm)

Velocidade inicial

u0 (cm/s)

Velocidade final uf

2u0 5u0 10u0

1 0.0232 0.0232 0.0232

−200 10 0.0721 0.3219 0.6065

50 0.0350 0.1124 0.2516

1 0.0095 0.0095 0.0095

100 10 0.0052 0.0927 0.2123

50 0.0099 0.0191 0.0432

Como os desvios obtidos nesse teste são da ordem de décimos de pcm, que são valores

despreźıveis na operação de um reator, verificamos que o modelo de cinética inversa

foi capaz de determinar a reatividade do sistema com suficiente precisão.

7.1.2 Teste 2: variação do fator de amplitude do fluxo

Neste segundo teste, consideraremos quatro perfis de variação do fator de am-

plitude do fluxo usados como entrada, Pin, nas ECI: um aumento e uma diminuição

exponencial, e um aumento e uma diminuição linear. As equações que descrevem

esses perfis são dadas por:

Pexp(t) = P
t/tf
f , (7.4a)

Plin(t) = (Pf − 1)
t

tf
+ 1, (7.4b)

onde Pf é o fator de amplitude final, e tf é o instante final do transiente.

Após calcular a reatividade ρci(t) necessária para obter cada um desses perfis

de variação, ela será usada como entrada nas ECP, determinando, assim, o fator

de amplitude Pcp, que é usado para determinar o erro em relação ao fator usado de

entrada nas ECI, Pin, definido por:

Erro Relativo Máximo ≡ max

(∣∣Pcp(tn)− Pin(tn)
∣∣

Pin(tn)

)
× 100%. (7.5)
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As variações da velocidade de escoamento do combust́ıvel consideradas são as mes-

mas da subseção anterior.

Tabela 7.5: Erro relativo máximo, em %, entre o fator de amplitude Pcp
calculado pelas ECP e o fator de amplitude Pin, para variação exponencial da
velocidade.

Fator de

Amplitude Pin

Velocidade inicial

u0 (cm/s)

Velocidade final (assintótica) uf

0.8u0 0.5u0 0.1u0

1 8.4× 10−8 1.2× 10−7 1.8× 10−7

2t/10 10 7.8× 10−7 1.2× 10−6 1.7× 10−6

100 5.7× 10−7 7.2× 10−7 2.5× 10−6

1 3.6× 10−8 3.5× 10−8 1.1× 10−7

0.5t/10 10 4.3× 10−7 3.7× 10−7 1.2× 10−6

100 1.8× 10−7 2.8× 10−7 1.5× 10−6

1 7.4× 10−8 1.3× 10−7 1.8× 10−7

(2− 1) t
10

+ 1 10 6.4× 10−7 1.2× 10−6 1.8× 10−6

100 4.6× 10−7 7.9× 10−7 2.6× 10−6

1 3.1× 10−8 4.1× 10−8 1.1× 10−7

(0.5− 1) t
10

+ 1 10 4.2× 10−7 4.2× 10−7 1.2× 10−6

100 1.8× 10−7 3.2× 10−7 1.5× 10−6

Na tabela 7.5 encontram-se os valores dos erros relativos máximos para os

diversos perfis de variação do fator de amplitude e com variação exponencial da

velocidade de escoamento. Na tabela 7.6, são apresentados os valores dos erros para

o caso de variação linear da velocidade. Como todos os valores estão abaixo de

10−4 %, podemos concluir que o fator de amplitude Pcp possui um desvio despreźıvel

em relação ao fator de amplitude de entrada Pin, ou seja, a reatividade calculada

pelas ECI possui exatidão suficiente para obter o perfil desejado de variação do fator

de amplitude do fluxo.
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Tabela 7.6: Erro relativo máximo, em %, entre o fator de amplitude Pcp calcu-
lado pelas ECP e o fator de amplitude Pin, para variação linear da velocidade.

Fator de

Amplitude Pin

Velocidade inicial

u0 (cm/s)

Velocidade final uf

2u0 5u0 10u0

1 1.4× 10−6 5.2× 10−7 1.4× 10−6

2t/10 10 2.6× 10−5 1.4× 10−5 2.6× 10−5

50 2.4× 10−5 7.1× 10−6 2.5× 10−5

1 2.3× 10−7 8.3× 10−7 2.2× 10−6

0.5t/10 10 2.1× 10−6 1.9× 10−5 3.8× 10−5

50 2.3× 10−6 1.3× 10−5 4.8× 10−5

1 7.6× 10−8 5.2× 10−7 1.4× 10−5

(2− 1) t
10

+ 1 10 6.0× 10−7 1.4× 10−5 2.6× 10−5

50 7.5× 10−7 6.8× 10−6 2.4× 10−5

1 2.2× 10−7 8.2× 10−7 2.2× 10−6

(0.5− 1) t
10

+ 1 10 1.9× 10−6 1.9× 10−5 3.8× 10−5

50 2.2× 10−6 1.2× 10−5 4.7× 10−5

Vale ressaltar que, apesar de serem apresentados os resultados apenas para

um valor de cada parâmetro relativo ao transiente da velocidade de escoamento,

κ = 0.5 s−1 e Tp = 5 s, foram também testados outros valores para esses parâmetros.

No entanto, os resultados se mantiveram na mesma ordem de grandeza. O mesmo

foi observado quando testados diferentes valores para o instante final do transiente,

tf , e para o fator de amplitude final, Pf .

7.2 Aplicações da cinética inversa

Nesta seção, aplicaremos as equações da cinética inversa a dois transientes do

MSR. Ambos são transientes nos quais o acompanhamento da reatividade do núcleo

é de suma importância para o controle do reator, ilustrando, assim, a utilidade do

modelo desenvolvido de cinética inversa.
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7.2.1 Variação linear entre ńıveis de potência

Neste transiente, consideraremos uma variação linear do ńıvel de potência

(ou fator de amplitude) entre P0 = 1 e P1, que ocorre durante um determinado

intervalo ∆t0. Após atingir o ńıvel P1, a potência será mantida neste patamar por

um intervalo de tempo ∆t1. No instante ∆t0 + ∆t1, uma nova variação de potência

acontecerá, levando o ńıvel de potência do reator de P1 para P2, ao longo de um

intervalo ∆t2, e que será mantido até o instante final tf . A expressão para a potência

é dada por

P (t) =



(P1 − 1)
t

∆t0
+ 1, se 0 6 t < ∆t0,

P1, se ∆t0 6 t < ∆t0 + ∆t1,

(P2 − P1)
t−∆t0 −∆t1

∆t2
+ P1, se ∆t0 + ∆t1 6 t < ∆t0 + ∆t1 + ∆t2,

P2, se ∆t0 + ∆t1 + ∆t2 6 t 6 tf .

(7.6)

Nas figuras 7.3, 7.4 e 7.5 são apresentados os gráficos da reatividade, para

diferentes velocidades de escoamento, em função de diversos perfis de potência. A

variação temporal da reatividade obtida pela cinética inversa é importante para a

operação do reator pois torna posśıvel controlar a forma com a qual a potência irá

variar durante o transiente, evitando picos de potência ou até mesmo podendo ser

utilizado para a otimização de outras variáveis, como a concentração de venenos

queimáveis.

Apesar de não ser posśıvel de ser visto nestes gráficos, existe uma pequena

descontinuidade na reatividade nos instantes nos quais a potência alterna entre

uma função linear e uma constante. Isso ocorre pois a derivada da potência não

é cont́ınua, e essa caracteŕıstica reflete-se na reatividade devido à presença do

termo dP (t)/dt em sua expressão, causando, assim, esta pequena descontinuidade e

também a mudança brusca na variação da reatividade em cada trecho do transiente.

De forma similar ao teste feito na subseção 7.1.2, usando a reatividade cal-

culada na cinética inversa como entrada nas equações da cinética pontual obtemos

um perfil de potência que se desvia da função de entrada, equação (7.6), em menos

de 0.01%, garantindo, assim, a precisão destes resultados.
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Figura 7.3: Variação temporal da reatividade e da potência relativa, com: a) P1 =
1.5, P2 = 1.2; b) P1 = 1.2, P2 = 1.5. Ambos com ∆t0 = 3 min,∆t1 = 6 min,∆t2 =
2 min e tf = 20 min. Velocidades (u) em cm/s.
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Figura 7.4: Variação temporal da reatividade e da potência relativa, com: a) P1 =
0.5, P2 = 0.8; b) P1 = 0.8, P2 = 0.5. Ambos com ∆t0 = 2 min,∆t1 = 8 min,∆t2 =
4 min e tf = 20 min. Velocidades (u) em cm/s.
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Figura 7.5: Variação temporal da reatividade e da potência relativa, com: a) P1 =
1.5, P2 = 0.8; b) P1 = 0.7, P2 = 1.6. Ambos com ∆t0 = 7 min,∆t1 = 5 min,∆t2 =
4 min e tf = 20 min. Velocidades (u) em cm/s.
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Vale ressaltar que, durante a operação normal do reator, o peŕıodo de tempo

no qual a potência varia e no qual se mantém constante é da ordem de horas [52].

No entanto, nos resultados apresentados nesta seção, foram considerados interva-

los de tempo da ordem de minutos apenas para ilustrar como a reatividade varia

durante operações desse tipo, além de reduzir o tempo computacional gasto. Se con-

siderássemos intervalos da ordem de horas, duas principais diferenças ocorreriam:

uma variação mais lenta da reatividade durante os peŕıodos de variação da potência,

e uma variação quase instantânea (relativamente ao peŕıodo de tempo considerado)

da reatividade para 0 nos peŕıodos nos quais a potência permanece constante.

7.2.2 Regiões de criticalidade durante queda da velocidade

de escoamento

Neste transiente, as equações da cinética inversa serão usadas para deter-

minar a curva de criticalidade do reator durante uma diminuição da velocidade de

escoamento, que também pode ser visto como um cenário de parada de bomba de

circulação. As áreas acima e abaixo desta curva definem as regiões de criticalidade:

a área acima da curva é a região de supercriticalidade, onde o reator encontra-se su-

percŕıtico, e abaixo define-se a região de subcriticalidade, que representa a condição

de reator subcŕıtico.

Para encontrar a curva de criticalidade, resolvemos as ECI considerando

P (t) = 1, ou seja, que a potência do reator mantenha-se constante durante todo

o transiente no qual ocorre a diminuição exponencial da velocidade de escoamento,

dada pela seguinte expressão:

u(t) = (u0 − uf )e−κt + uf . (7.7)

Como vimos na figura 3.3, quando a velocidade de escoamento do combust́ıvel

diminui, o reator tende à supercriticalidade, pois mais precursores decairão dentro

da região do núcleo, aumentando, assim, a quantidade de nêutrons atrasados. No

entanto, pela forma como as equações da cinética pontual, e consequentemente as da

cinética inversa, foram desenvolvidas, esse efeito não causa alterações na reatividade

ρ(t), e sim no parâmetro relacionado à perturbação da velocidade, µ(t). Como o

parâmetro ρ(t) representa uma inserção de reatividade externa (além de efeitos de
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realimentação termohidráulica), podemos então encontrar a variação de reatividade

necessária para contrabalancear o efeito da diminuição da velocidade de escoamento

e manter o reator cŕıtico.

Após encontrarmos a curva de reatividade que contrabalanceia a queda de

velocidade do combust́ıvel, podemos concluir, que se a reatividade inserida estiver

acima dela, não será o suficiente para compensar a variação da velocidade, definindo

assim uma área denominada de região de supercriticalidade. Da mesma forma, se a

reatividade inserida estiver abaixo da curva de criticalidade, ela será suficiente para

tornar o reator subcŕıtico, definindo, então, a região de subcriticalidade.

Figura 7.6: Curva de criticalidade e regiões de sub e supercriticalidade durante
a queda da velocidade de escoamento, com velocidade inicial de u0 = 1 cm/s e
diferentes velocidades finais, κ = 0.5 s−1, e tf = 100 s.
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Figura 7.7: Curva de criticalidade e regiões de sub e supercriticalidade durante
a queda da velocidade de escoamento, com velocidade inicial de u0 = 10 cm/s e
diferentes velocidades finais, κ = 0.5 s−1, e tf = 100 s.

As figuras 7.6, 7.7 e 7.8 apresentam os gráficos das curvas e regiões de criti-

calidade. Podemos notar que quanto maior for a queda da velocidade, maior será

a reatividade externa necessária para tornar o reator subcŕıtico (região azul dos

gráficos). Em todos os casos, a curva de criticalidade tende a um valor assintótico e

que pode ser visto como a reatividade mı́nima necessária para evitar a supercritica-

lidade do reator. Podemos encontrar este valor ao considerarmos as equações (5.1)

e (5.2) no seu estado estacionário, quando t→∞. A equação (5.1) ficará, então:

ρf = β̂f −
I∑
i=1

λ̂i,f Gi,f , (7.8)
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Figura 7.8: Curva de criticalidade e regiões de sub e supercriticalidade durante
a queda da velocidade de escoamento, com velocidade inicial de u0 = 100 cm/s e
diferentes velocidades finais, κ = 0.5 s−1, e tf = 100 s.

onde o sub́ındicef indica o valor assintótico do respectivo parâmetro quando t→∞.

O fator de amplitude dos precursores Gi,f será dado avaliando a equação (5.2) nas

mesmas condições:

0 = β̂i,f −
[
λ̂i,f + µi,f + ηi,f − σi,f

]
Gi(t), (7.9)

onde foram feitas as seguintes simplificações: dGi/dt ≈ 0 e Gi(t − τ(t)) ≈ Gi(t).

Além disso, vale lembrar que P (t) = 1 e, consequentemente, dP/dt = 0. Substi-
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tuindo a equação (7.9) na (7.8), teremos:

ρf = β̂f −
I∑
i=1

λ̂i,f β̂i,f

λ̂i,f + µi,f + ηi,f − σi,f
, (7.10)

que pode ser simplificada para

ρf =
I∑
i=1

β̂f,i
µi,f + ηi,f − σi,f

λ̂i,f + µi,f + ηi,f − σi,f
. (7.11)

O cálculo da curva e das regiões de criticalidade é útil em casos de acidentes

onde aconteça uma parada da bomba de circulação. Como o MSR tende à super-

criticalidade quando há diminuição da velocidade de escoamento do combust́ıvel,

é importante saber a reatividade externa necessária para desligar o reator quando

acontecem esses tipos de acidentes.

As oscilações vistas na figura 7.8 acontecem quando o tempo de trânsito τ

torna-se próximo ou menor que o tempo médio de vida dos precursores, λ−1, que

neste caso é de aproximadamente 12 segundos. Quando a velocidade final é maior

que 25 cm/s (L/12), as oscilações tornam-se mais evidentes, como nos casos de

velocidade final uf = 0.9u0 = 90 cm/s e uf = 0.5u0 = 50 cm/s. No caso de

uf = 0.1u0 = 10 cm/s, e quando u0 6 10 cm/s, como a velocidade assintótica é

menor que 25 cm/s, a reatividade apresenta pouca oscilação. Essas oscilações estão

relacionadas com a reentrada dos precursores e com a quantidade de voltas no reator

e na tubulação eles fazem antes de decáırem completamente: quanto menor o tempo

de trânsito τ , relativamente ao tempo médio de vida λ−1, mais voltas os precursores

completarão no sistema e maior a frequência dessas oscilações.

As diferentes amplitudes das variações das reatividades, para diferentes ve-

locidades, podem ser explicadas pela figura 3.3. A variação da velocidade de es-

coamento causa uma variação na reatividade do sistema, que é mais acentuada no

intervalo de 1 a 100 cm/s (para o conjunto de parâmetros usados). As reatividades

vistas na figura 7.8 possuem ordens de grandeza similares às obtidas pela variação

na velocidade vista na figura 7.9, mas com sinais opostos, visto que a reatividade

do parâmetro ρ(t), que incorpora as perturbações nos parâmetros nucleares, deve

contrabalancear a variação causada pela perturbação na velocidade. Assim, quando
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Figura 7.9: Variação da reatividade do sistema causada pela variação da velocidade
de escoamento, em escala logaŕıtmica para a velocidade.

a velocidade diminui partindo de 1 cm/s ou aumenta partindo de 50 cm/s, a reati-

vidade necessária para manter constante o fator de amplitude do fluxo é da ordem

de unidades de pcm, enquanto que perturbações em torno de uma velocidade de 10

cm/s, que está próxima de onde a derivada da curva da figura 7.9 é maior, necessitam

de reatividades da ordem de dezenas ou até centenas de pcm.
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Caṕıtulo 8

Conclusões

O modelo de cinética inversa de nêutrons possui papel importante no cálculo

em tempo real da reatividade de um reator nuclear. No caso de reatores a com-

bust́ıvel ĺıquido, o escoamento do combust́ıvel no núcleo e na tubulação externa

modifica as equações dos precursores, o que influencia no cálculo da reatividade do

sistema. Assim, um modelo de cinética inversa foi desenvolvido de modo a levar

em consideração os fenômenos resultantes do escoamento do combust́ıvel, como a

presença de novos parâmetros cinéticos e do tempo de trânsito na tubulação externa

ao reator.

O modelo desenvolvido de cinética inversa foi derivado de um modelo de

cinética pontual, o qual foi obtido seguindo uma metodologia similar à usada para

combust́ıveis sólidos [37]. Soluções semi-anaĺıticas e numéricas foram propostas para

resolver as equações da cinética inversa (ECI), além de uma solução anaĺıtica para

uma posśıvel aproximação destas equações. Também foram mostradas as soluções

numéricas para as outras equações apresentadas neste trabalho: das variáveis ad-

juntas, do sistema estacionário, da cinética espacial, e da cinética pontual.

Para testar o modelo proposto, foram simulados alguns casos de transien-

tes. Nestes testes, foram comparados os resultados e as entradas das equações da

cinética inversa e da cinética pontual. Como esses modelos são inversos entre si, o

resultado de um mostrou concordância com a entrada do outro, garantindo, assim,

a consistência do modelo de cinética inversa desenvolvido.

Após esses testes, o modelo de cinética inversa foi aplicado a dois transientes

do MSR: variação da potência para diferentes ńıveis, e queda da velocidade de
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escoamento do combust́ıvel. Com isso, pudemos ver a utilidade deste modelo para

determinar a reatividade necessária tanto para executar a mudança do ńıvel de

potência desejada, quanto para manter o reator subcŕıtico durante uma parada de

bomba de circulação.

Um caminho interessante para dar prosseguimento a este trabalho é no estudo

da realimentação termohidráulica. Apesar de influenciar pouco na estrutura das ECI

e nas suas soluções, como foi mostrado no caṕıtulo 5, os efeitos de realimentação

são importantes para uma representação mais fiel do MSR e serão necessários para

descrever de forma mais próxima da realidade os transientes do reator, além de ser

posśıvel que ocorram novos fenômenos que necessitem de um estudo mais aprofun-

dado para serem explicados.
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107

https://doi.org/10.1109/TNS.1974.4327548
https://doi.org/10.1016/j.nucengdes.2018.08.019
https://inis.iaea.org/search/search.aspx?orig_q=RN:24011819
https://inis.iaea.org/search/search.aspx?orig_q=RN:24011819
https://doi.org/10.13182/NT00-A3153
https://doi.org/10.1080/18811248.2003.9715345
http://antigo.nuclear.ufrj.br/MSc%20Dissertacoes/2007/Dissertacao_adilson.pdf
http://antigo.nuclear.ufrj.br/MSc%20Dissertacoes/2007/Dissertacao_adilson.pdf
https://doi.org/10.1080/18811248.2000.9714866
https://doi.org/10.1016/j.nucengdes.2019.110466
https://doi.org/10.1063/1.3037598


[38] DINIZ, R. C., ROSA, F. S. S., GONÇALVES, A. C. “Calculation of Delayed
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jstor.org/stable/2162068>.

108

https://doi.org/10.1016/j.anucene.2021.108640
http://samofar.eu/wp-content/uploads/2018/10/VanNijen_David_BSc-thesis_2018.pdf
http://samofar.eu/wp-content/uploads/2018/10/VanNijen_David_BSc-thesis_2018.pdf
https://bookstore.ams.org/mbk-46/
https://doi.org/10.1016/0022-3107(67)90086-X
https://doi.org/10.13182/NSE78-A27240
https://doi.org/10.13182/NSE81-A19841
https://www.osti.gov/biblio/4074688
https://www.osti.gov/biblio/4074688
https://doi.org/10.1109/TNS.1977.4329141
https://doi.org/10.1112/S0024609304223268
https://www.jstor.org/stable/2162068
https://www.jstor.org/stable/2162068


[48] ASL, F. M., ULSOY, A. G. “Analysis of a System of Linear Delay Differen-

tial Equations”, Journal of Dynamic Systems, Measurement, and Control,

v. 125, pp. 215–223, 2003. doi:10.1115/1.1568121.

[49] MOIN, P. “Fundamentals of Engineering Numerical Analysis”. 2

ed., cap. 3, New York, Cambridge University Press, 2010.

doi:10.1017/CBO9780511781438.

[50] BURDEN, R. L., FAIRES, J. D. “Numerical Analysis”. 9 ed., cap. 4, Boston,

Cengage Learning, 2010. doi:10.13140/2.1.4830.2406.

[51] LINDFIELD, G., PENNY, J. “Numerical Methods Using MATLAB”. 3 ed.,

cap. 2, Academic Press, 2012. doi:10.1016/C2016-0-00395-9.

[52] MARTINEZ, A. S., OLIVEIRA, E. D. A. “The Influence of Optimum Power

Level Change on Boration and Dilution Operations”, Nuclear Technology,

v. 103, n. 2, pp. 288–293, 1993. doi:10.13182/NT93-A34850.
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Apêndice A

Função W de Lambert

A função W de Lambert, simbolizada como W(z), é definida pela solução do

seguinte problema:

wew = z, (A.1)

ou seja, w = Wn(z). Para cada valor inteiro de n há um ramo da função W de

Lambert, Wn(z), que satisfaz a relação expressa na equação (A.1), onde tanto z e

Wn(z) são números complexos.

Quando considerados somente números reais, existem apenas 2 ramos: o ramo

para n = 0, W0(z), também chamado de ramo principal, e o ramo para n = −1,

W−1(z). Os gráficos dessas duas funções estão mostrados na figura A.1.
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Figura A.1: Gráfico dos ramos reais da função W de Lambert.
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Para z > 0, a solução para (A.1) é apenas o ramo principal W0(z), enquanto

que para z < 0, há também a solução W−1(z). O limite inferior para o qual ambos

os ramos estão definidos é z = −1/e, ponto na qual a função W se ramifica.

Ao analisar a equação que define W(z), podemos prontamente identificar

alguns valores especiais para o ramo principal:

W0(0) = 0, (A.2a)

W0(e) = 1, (A.2b)

W0(−1/e) = −1. (A.2c)

Analisando a figura A.1, também podemos identificar alguns valores para o ramo

W−1(z):

W−1(−1/e) = −1, (A.3a)

lim
z→0

W−1(z) = −∞. (A.3b)

A partir da definição de W(z), podemos identificar algumas caracteŕısticas.

Por exemplo, multiplicando ambos os lados por e−w, temos

w = ze−w,

W(z) =
z

exp W(z)
,

W(z) =
z

exp
z

exp
z

exp
z
. . .

.
(A.4)

Essa relação recursiva pode ser usada para aproximar o ramo principal quando

W0(z) < 1, ou seja, quando −e−1 < z < e [53]. Outra relação recursiva posśıvel

pode ser obtida ao aplicar o logaritmo natural em ambos os lados da equação (A.1):

w = ln z − lnw,

W(z) = ln z − ln W(z),

W(z) = ln z − ln(ln z − ln(ln z − . . .)),

W(z) = ln
z

ln
z

ln
z

ln
z
. . .

.

(A.5)
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Para que os logaritmos sejam reais, z e W(z) precisam ser positivos, ou seja, essa

relação aproxima o ramo principal W0(z) da função. No entanto, ela converge apenas

quando W(z) > 1 e z > e.

Se na equação (A.1) multiplicássemos ambos os lados por −1 antes de aplicar

o logaritmo, obteŕıamos a seguinte relação:

w = ln(−z)− ln(−w),

W(z) = ln(−z)− ln(−W(z)),

W(z) = ln(−z)− ln(−(ln(−z)− ln(−(ln(−z)− . . . )))),

W(z) = ln
−z

− ln
−z

− ln
−z

− ln
−z
. . .

.
(A.6)

Agora para que os logaritmos sejam reais, é necessário que z e W(z) sejam negativos.

Essa expressão converge apenas quando W(z) < −1 [53], portanto aproxima o ramo

W−1(z) da função, para −1/e < z < 0.

Apesar de ser posśıvel calcular os ramos W0 e W−1 pelas suas relações recur-

sivas, há outros métodos mais eficientes e que já estão implementados na maioria dos

programas de matemática computacional, como MATLAB, Mathematica e Maple.

Por isso, podemos tratar a função W(z) de forma análoga a funções elementares,

como a exponencial e as funções trigonométricas, e usarmos algum desses programas

computacionais para calcular o valor final de interesse.

Assim, para resolvermos um problema precisamos apenas conseguir escrever

a solução em termos da função W de Lambert, que em geral é feito por mudanças

de variável até conseguirmos escrever a equação na forma da definição de W:

yey = x→ y = Wn(x). (A.7)

O ramo a ser usado será determinado pelas condições f́ısicas do problema, como

pelo sinal do argumento x ou se y deverá ser maior ou menor que −1, por exemplo.

Nas próximas seções será feito o desenvolvimento das equações do caṕıtulo 2 que são

solucionadas pela função W de Lambert, além de apresentar alguns outros problemas

onde essa função é útil para a solução anaĺıtica, como em equações diferenciais

ordinárias e atrasadas.
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A.1 Equações do cálculo do tempo de trânsito

Relembrando a equação (2.46),

τ +
τf − τ0
τ0

e−κt1

κ
eκτ = τf +

τf − τ0
τ0

e−κt1

κ
, (A.8)

podemos reescreve-la como

κτ + Aeκτ = A+B, (A.9)

onde

A =
τf − τ0
τ0

e−κt1 , (A.10a)

B = κτf . (A.10b)

Fazendo a mudança de variável x = A+B − κτ , obtemos:

AeA+Be−x = x,

AeA+B = xex,

x = Wn

(
AeA+B

)
,

A+B − κτ = Wn

(
AeA+B

)
,

τ =
A+B

κ
− 1

κ
Wn

(
AeA+B

)
,

(A.11)

tendo sido usada a definição xex = y → x = Wn(y). Substituindo A e B, temos

então

τ = τf +
τf − τ0
τ0

e−κt1

κ
− 1

κ
Wn

(
τf − τ0
τ0

exp

[
− κ(t1 − τf )

τf − τ0
τ0

e−κt1
])

. (A.12)

Como o argumento de Wn é real e τf−τ0 é sempre positivo (pois a velocidade

assintótica final é menor que a inicial), há apenas solução real no ramo principal da

função W de Lambert, W0:

τ = τf +
τf − τ0
τ0

e−κt1

κ
− 1

κ
W0

(
τf − τ0
τ0

exp

[
− κ(t1 − τf )

τf − τ0
τ0

e−κt1
])

. (A.13)
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De forma semelhante, podemos resolver a equação (2.49):

T − τf − τ0
τ0

e−κT

κ
= τf −

τf − τ0
τ0

1

κ
. (A.14)

Reescrevendo a equação como

κT − Ae−κT = B − A, (A.15)

onde

A =
τf − τ0
τ0

, (A.16a)

B = κτf . (A.16b)

Fazendo a mudança de variável x = κT + A−B:

AeA−Be−x = x,

AeA−B = xex,

x = Wn

(
AeA−B

)
,

κT + A−B = Wn

(
AeA−B

)
,

T =
B − A
κ

+
1

κ
Wn

(
AeA−B

)
,

(A.17)

e substituindo A e B, obtemos:

T = τf −
τf − τ0
τ0

1

κ
+

1

κ
Wn

(
τf − τ0
τ0

exp

[
τf − τ0
τ0

− κτf
])

. (A.18)

Da mesma forma como no caso anterior para τ , o argumento de Wn é sempre

positivo, sendo então a solução escrita apenas em função do ramo principal da função

W de Lambert. Assim:

T = τf −
τf − τ0
τ0

1

κ
+

1

κ
W0

(
τf − τ0
τ0

exp

[
τf − τ0
τ0

− κτf
])

. (A.19)
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A.2 Equação diferencial ordinária não-linear

Uma situação onde a função W de Lambert é útil para encontrar soluções

anaĺıticas é em equações diferenciais ordinárias não-lineares. Um exemplo dessas

equações não-lineares é a que modela matematicamente a combustão [54]:

dy

dt
= y2(1− y), (A.20)

com uma condição inicial y(0) = y0. A condição f́ısica para y(t) é que seja positiva

e menor que 1. Separando as diferenciais dy e dt e integrando, temos∫
dy

y2 − y3
=

∫
dt,

ln

(
y

1− y

)
− 1

y
= t+ C,

(A.21)

onde C é a constante de integração e pode ser determinada pela condição inicial:

ln

(
y(0)

1− y(0)

)
− 1

y(0)
= 0 + C,

C = ln

(
y0

1− y0

)
− 1

y0
.

(A.22)

A equação (A.21) pode ser reescrita como

ln

(
1

1/y − 1

)
= t+ C +

1

y
,

1

1/y − 1
= et+C × e1/y,

(A.23)

e fazendo a substituição x = 1/y − 1, obtemos

1

x
= et+C × ex+1,

e−t−C−1 = xex,

x = Wn

(
e−t−C−1

)
.

(A.24)
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Substituindo de volta x e C, chegamos à solução final:

y(t) =
1

W0

(
1− y0
y0

exp

[
−t+

1− y0
y0

])
+ 1

. (A.25)

Como y0 < 1, o argumento de W será sempre positivo, logo apenas o ramo principal

é posśıvel. A figura A.2 mostra o gráfico de y(t).

Figura A.2: Gráfico de y(t) para diferentes valores da condição inicial y0.

A.3 Equação diferencial atrasada (EDA)

Outra aplicação da função W de Lambert é na solução das equações dife-

renciais atrasadas lineares. Para os casos homogêneos, essas equações possuem a

seguinte forma [55]:
dy(t)

dt
+ Ay(t)− Ady(t− τ) = 0, (A.26)

enquanto que no caso não-homogêneo, a equação é dada por

dy(t)

dt
+ Ay(t)− Ady(t− τ) = g(t). (A.27)

116



Em ambos os casos, as condições iniciais são dadas por y(0) = y0 e pela função y(t)

nos instantes entre −τ e 0: y(−τ 6 t < 0) = f(t). A função f(t) não necessita ter

o mesmo valor de y(t) em t = 0.

Um exemplo de equação diferencial atrasada homogênea é quando se usa

a aproximação de prompt-jump [14] nas equações da cinética pontual, na qual se

desconsidera o termo Λ(t) dP/dt. Assim, considerando apenas uma famı́lia de pre-

cursores, temos:

0 =
(
ρ− β̂

)
P (t) + λ̂ G(t)→ P (t) =

λ̂

β̂ − ρ
G(t), (A.28)

e substituindo na equação dos precursores:

dG(t)

dt
=

1

Λi

[
ρλ̂

β̂ − ρ
− µ− η

]
G(t) +

σ

Λi

G(t− τ). (A.29)

Para podermos resolver analiticamente esse problema, foi necessário desconsiderar

a variação temporal dos parâmetros cinéticos e do tempo de trânsito τ . Podemos

escrever essa equação de forma similar à (A.26):

dG(t)

dt
+ AG(t)− AdG(t− τ) = 0, (A.30)

onde

A ≡ 1

Λi

[
− ρλ̂

β̂ − ρ
+ µ+ η

]
, (A.31a)

Ad ≡
σ

Λi

. (A.31b)

Podemos começar resolvendo essa equação com o mesmo método de uma

equação diferencial ordinária. Considerando uma solução do tipo exponencial, ert,

obtemos:

r ert + Aert − Ad er(t−τ) = 0,

r + A− Ade−rτ = 0,

(r + A)erτ − Ad = 0,

(A.32)

que é a equação caracteŕıstica desse problema. Fazendo a substituição x = (r+A)τ ,

temos:
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x

τ
ex e−Aτ = Ad,

xex = Adτe
Aτ ,

xk = Wk

(
Adτe

Aτ
)
,

(A.33)

e, finalmente,
rk =

1

τ
Wk

(
Adτe

Aτ
)
− A, (A.34)

onde o ı́ndice k percorre todos os números inteiros.

A solução de G(t) será, então:

G(t) =
∞∑

k=−∞

Cne
rkt, (A.35)

com os coeficientes Ck dados pela condição pré-transiente: G(t) = 1 para t ∈ [−τ, 0].

Neste caso, devemos considerar todos os infinitos ramos da função W de

Lambert, pois não é necessário que as ráızes da equação caracteŕıstica sejam reais.

Quando substitúıdas na expressão de G(t), como as condições iniciais são reais, os

coeficientes Ck serão números complexos de tal forma que o somatório seja real. Isso

é similar ao caso de equações caracteŕısticas de equações diferenciais ordinárias que

possuam ráızes complexas.

O cálculo dos coeficientes Ck pode ser feito de duas maneiras (entre possi-

velmente outras). O primeiro método, proposto por Ulsoy et al. [48], consiste em

truncar o somatório infinito entre −N e N :

G(t) ≈
N∑

k=−N

Cke
rkt. (A.36)

Em seguida, dividimos o intervalo [−τ, 0] em 2N + 1 sub-intervalos e avaliamos a

equação em cada um desses sub-intervalos:

G(ti) =
N∑

k=−N

Cke
rkti , (A.37)

onde
ti = − i

2N
τ, i = 0, . . . , 2N. (A.38)

Isso nos dá um sistema de 2N + 1 equações com 2N + 1 incógnitas, os coeficientes

Ck. Escrevendo esse sistema na forma matricial, teremos:

G = MC, (A.39)
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onde

M ≡



1 . . . 1 . . . 1
...

. . .
...

. . .
...

exp

(
−r−N

i

2N
τ

)
. . . exp

(
−rj

i

2N
τ

)
. . . exp

(
−rN

i

2N
τ

)
...

. . .
...

. . .
...

exp(−r−Nτ) . . . exp(−rjτ) . . . exp(−rNτ)


, (A.40a)

G ≡
[
G(0), . . . , G(ti), . . . , G(−τ)

]T
=
[
1, . . . , 1, . . . , 1

]T
, (A.40b)

C ≡
[
C−N , . . . , Cj, . . . , CN

]T
, (A.40c)

e lembrando que i = 0, 1, . . . , 2N − 1, 2N e j = −N,−N + 1, . . . , N − 1, N . Os

coeficientes Ck serão dados, então, por

C = M−1G. (A.41)

O segundo método para calcular os coeficientes Ck, proposto por Sun Yi et

al. [56], consiste em usar a transformada de Laplace. Aplicando essa transformada

em cada termo da equação (A.30), temos que

L {G(t)}(s) =

∫ ∞
0

e−stG(t) dt = F (s), (A.42a)

L

{
dG(t)

dt

}
(s) =

∫ ∞
0

e−st
dG(t)

dt
dt = sF (s)−G(0), (A.42b)

L {G(t− τ)}(s) =

∫ ∞
0

e−stG(t− τ) dt =

∫ τ

0

e−stG(t− τ) dt+

∫ ∞
τ

e−stG(t− τ) dt.

(A.42c)

Para resolvermos a transformada do termo atrasado, fazemos a substituição t′ =

t− τ :∫ ∞
0

e−stG(t− τ) dt = e−sτ
∫ 0

−τ
e−st

′
G(t′) dt′ + e−sτ

∫ ∞
0

e−st
′
G(t′) dt′, (A.43)

e como sabemos que G(t) = 1 para t ∈ [−τ, 0], podemos integrar o primeiro termo

do lado direito da equação:

∫ ∞
0

e−stG(t− τ) dt = H(s) + e−sτF (s), (A.44)
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onde

H(s) ≡ 1− e−sτ

s
. (A.45)

Assim, fazendo a transformada de Laplace da equação (A.30), obtemos

sF (s)− 1 + AF (s)− Ade−sτF (s)− AdH(s) = 0, (A.46)

que dá a seguinte solução para F (s):

F (s) =
1 + AdH(s)

s+ A− Ad e−sτ
. (A.47)

Como já temos a solução de G(t) a menos dos seus coeficientes, podemos

determinar a expressão para sua transformada de Laplace F (s) usando a expressão

(A.35):

∫ ∞
0

e−stG(t) dt =
∞∑

k=−∞

Ck

∫ ∞
0

e−sternt dt,

F (s) =
∞∑

k=−∞

Ck
s− rk

.

(A.48)

Igualando essa expressão de F (s) com a dada pela equação (A.47), temos

∞∑
k=−∞

Ck
s− rk

=
1 + AdH(s)

s+ A− Ade−sτ
, (A.49)

e passando o denominador do lado direito para o numerador do lado esquerdo da

equação, obtemos

∞∑
k=−∞

Cn
s+ A− Ade−sτ

s− rk
= 1 + AdH(s). (A.50)

Ao tomarmos o limite s → rm, podemos ver que todos os denominadores

serão não-nulos, exceto no termo do somatório onde k = m. No entanto, podemos

identificar o numerador s+A−Ade−sτ como a equação caracteŕıstica do problema,

ou seja, o numerador torna-se nulo quando s for igual a uma das suas ráızes rm.

Assim, os termos do somatório nos quais k 6= m se anulam, enquanto que para k = m

precisamos resolver o limite para s→ rm. a equação (A.50), quando tomamos esse
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limite, fica:

Cm lim
s→rm

s+ A− Ade−sτ

s− rm
= 1 + AdH(rm). (A.51)

Se substituirmos s por rm, obtemos a indefinição 0/0. Assim, usando a regra de

L’Hôpital, temos

Cm lim
s→rm

∂

∂s

(
s+ A− Ade−sτ

)
∂

∂s

(
s− rm

) = 1 + AdH(rm),

Cm lim
s→rm

1 + Adτe
−sτ

1
= 1 + AdH(rm),

Cm =
1 + AdH(rm)

1 + Adτe
−rmτ .

(A.52)

Finalmente, a solução para G(t) fica:

G(t) =
∞∑

k=−∞

1 +
Ad
rk

(
1− e−rkτ

)
1 + Adτe

−rkτ erkt, (A.53)

A diferença entre os dois métodos apresentados é que, enquanto no segundo

método os coeficientes Ck dependem apenas dos coeficientes e da condição inicial da

equação diferencial atrasada, no primeiro método eles também dependem do valor

N usado para truncar o somatório. No entanto, para N suficientemente grande,

ambos métodos convergem para o mesmo resultado.

Sun Yi et al. [56] também apresenta um método para resolver um sistema de

equações diferenciais atrasadas, e que poderia ser usado para resolver o sistema de

equações da cinética pontual sem a necessidade da aproximação de prompt-jump. No

entanto, como é preciso desconsiderar a variação temporal de todos os parâmetros

cinéticos e do tempo de trânsito, acaba não sendo muito vantajoso usar a solução

anaĺıtica obtida por esse método, sendo melhor resolver numericamente as equações

sem essas aproximações. De qualquer forma, tanto o método para uma equação

atrasada quanto para um sistema de equações são interessantes para vermos como a

função W de Lambert surge nos problemas e que é útil para encontrarmos soluções

anaĺıticas em termos de funções elementares “generalizadas”.
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