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Em grande parte dos designs de reatores a sal fundido seu combustivel é
liquido e, misturado com o refrigerante composto de sais fundidos, circula pelo rea-
tor. Essa circulacao introduz importantes fenomenos no estudo da fisica de reatores,
necessitando, assim, de mudancas nos modelos fisicos ja existentes aplicados em re-
atores convencionais com combustivel solido. Uma das principais influéncias do
escoamento do combustivel no reator é na concentragao de precursores de néutrons
atrasados, que passam a decair parcialmente fora do nicleo, nao contribuindo para a
reacao em cadeia de fissao. Nesta tese sao estudados os modelos fisicos usados para
esse tipo de reator, em especial o da cinética pontual de néutrons, a fim de se desen-
volver um modelo de cinética pontual inversa, que possui aplicagoes praticas como
monitoracao da reatividade do nicleo e calibracao de barras de controle. O modelo
de cinética inversa proposto admite solucoes analiticas, semi-analiticas e numéricas.
Ap6s verificar o modelo desenvolvido por meio de testes de consisténcia, que de-
monstram uma concordancia satisfatoria entre este modelo e o de cinética pontual,
sao propostas duas aplicagoes em transientes: uma variacao linear entre niveis de
poténcia, e a determinagao das regioes de criticalidade do reator durante uma queda

de velocidade de escoamento. Os resultados obtidos mostram que a cinética inversa
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é capaz de determinar com precisao a reatividade tanto para a execugao de variagao
da poténcia, no primeiro cenario, quanto para manter o reator subcritico em caso

de acidentes, no segundo cenério.
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Most molten salt reactor designs present a liquid fuel that, mixed with the
coolant composed of molten salts, circulates through the reactor. This circulation
introduces important phenomena in the study of reactor physics, thus requiring
changes in the existing physical models applied in conventional reactors with solid
fuel. One of the main influences of the fuel flow in the reactor is in the delayed
neutron precursors’ concentration, which partially decay outside the core, not con-
tributing to the fission chain reaction. In this thesis, we investigate the physical
models used for this type of reactor, especially the neutron point kinetics, in order
to develop an inverse point kinetics model, which has practical applications such as
core reactivity monitoring and control rod calibration. The proposed inverse kinet-
ics model has analytical, semi-analytical and numerical solutions. After verifying
the developed model through consistency tests, which demonstrate a satisfactory
agreement between this model and the point kinetics one, two applications in tran-
sients are proposed: a linear variation between power levels, and the determination
of criticality regions of the reactor during a decrease in flow velocity. The results
obtained show that the inverse kinetics is capable of accurately determine the reac-
tivity both for the execution of power variation, in the first scenario, and to maintain

the reactor subcriticality in case of accidents, in the second scenario.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Energia nuclear na atualidade

Tem-se discutido bastante nos ultimos anos a aceitagao publica da energia
nuclear, em especial as questoes sobre armazenamento e gerenciamento dos rejeitos
nucleares, que sao gerados em todas as etapas do ciclo de combustivel. Os rejeitos
de alta reatividade sao constituidos de elementos transuranicos e produtos de fissao,
que sao gerados no nicleo do reator, e podem ter meia-vida da ordem de milhares
de anos. Nas usinas do complexo de Angra, estes rejeitos ficam armazenados em
piscinas especiais dentro dos prédios de seguranca das usinas, e futuramente podem
ser reprocessados para serem reaproveitados.

Ao longo da histéria da energia nuclear, esse setor continuamente foca em
aperfeicoar os processos de minimizacao de geracao, tratamento e isolamento dos
rejeitos, e esta no caminho para superar o principal problema de longas meia-vidas
dos materiais de alta atividade. A nova geracao de reatores sendo desenvolvido
possuem solugoes para reduzir consideravelmente o tempo de vida dos rejeitos ra-
dioativos de alta radioatividade usando, por exemplo, o processo de transmutagao,
podendo inclusive ser usado em rejeitos ja existentes. Com o avango dessas novas
tecnologias, a energia nuclear passa a ser cada vez mais compativel com as metas
de desenvolvimento sustentavel.

A evolucao dos reatores nucleares é comumente dividida em quatro geragoes
[1]: geragao I (1950-1970) — primeiros protétipos de diversos designs de reatores;

geragao II (1970-1995) — usinas nucleares comerciais, com operagao confidvel e com-



petitividade econdmica; geragao I1I/I114 (1995-2030) — evolugao dos reatores a agua
leve (light-water reactor - LWR) de segunda geragao; geragao IV (2030+) — designs
que descontinuam os de geracao III e introduzem novas tecnologias.

Os reatores de quarta geracao sao designs de reatores nucleares atualmente
em desenvolvimento para aplicagoes comerciais, possuindo como objetivo aumentar
a seguranca e diminuir a geracao de rejeitos radioativos, além de melhorias mais
gerais como sustentabilidade, eficiéncia e custo [2]. Alguns tipos de reatores dessa
geragao sao: reator rapido refrigerado a gés (gas-cooled fast reactor - GFR), reator
rapido refrigerado a chumbo (lead-cooled fast reactor - LFR), reator a sal fundido
(molten salt reactor - MSR), reator refrigerado a agua supercritica (supercritical-
water-cooled reactor - SCWR), reator rapido refrigerado a sédio (sodium-cooled fast
reactor - SFR) e reator de temperatura muito alta (very-high-temperature reactor -

VHTR).

1.2 Reator a sal fundido

Nos designs de reatores a sal fundido, o combustivel é diluido no refrige-
rante, que consiste de uma mistura de sais fundidos, como fluoretos [3]. Como o
combustivel estd misturado no refrigerante, eles escoam juntos pelo reator e pela
tubulacao externa do sistema primario, alterando assim a neutronica do reator. En-
tretanto, o escoamento do combustivel aprimora significativamente o processo de
remocao de calor do nicleo, pois o transporte de calor dentro da regiao do com-
bustivel é feito, além da condugao, também por convecgao, o que nao acontece nos
reatores com combustivel solido. Isto, por sua vez, aumenta a seguranca do reator
e facilita o processo de recarga [4][5][6]. Algumas outras vantagens do MSR sao [7]:
a auséncia de necessidade de fabricacao de combustivel sélido, o que reduz o custo
do ciclo do combustivel e problemas com criticalidade; composicao homogénea do
combustivel, evitando pontos quentes e possibilitando ciclos regeneradores mesmo
em designs térmicos; possibilidade de remogao de todo o combustivel em casos de
acidentes; alta temperatura de operagao, o que aumenta a eficiéncia do ciclo térmico;
e a possibilidade de reabastecimento em tempo real.

Apesar de possuir vantagens em comparagao com reatores com combustivel



solido, problemas importantes também surgem nos designs de MSR, alguns dos
quais sao [8]: corrosdo dos materiais estruturais, causada pelos produtos de fissao
(especialmente teliirio) e pela alta temperatura e velocidade de escoamento do sal
fundido; producao de tritio nos designs com sais contendo litio, que pode-se tornar
um risco a satude caso escape para o ambiente e forme dgua tritiada; e a necessidade
de plantas quimicas complexas para realizar a separacao dos produtos de fissao,

tritio e outros is6topos radioativos.
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Figura 1.1: Exemplo esquematico de um reator a sal fundido — Fonte: US - Depart-
ment of Energy - Nuclear Energy Research - Advisory Committee, adaptado.

A figura 1.1 mostra o esquema de um reator a sal fundido. No século XX,
dois dos mais conhecidos projetos desse tipo de reator foram feitos no Laboratério

Nacional de Oak Ridge (Oak Ridge National Laboratory - ORNL). Sao eles [9]:

o Aircraft Reactor Ezperiment (ARE), operado entre 3 e 12 de Novembro de
1954. Possuia combustivel formado por uma mistura de fluoretos de sédio
e zirconio, na qual o fluoreto de uranio, com 93% de enriquecimento, estava
dissolvido (NaF-ZrF4-**UF,, 53-41-6 mol%). Esse reator era moderado por
dxido de berilio (BeO) e tinha sédio liquido como segundo refrigerante. Operou

a uma poténcia térmica nominal de 2.5 MW.



e Molten-Salt Reactor Experiment (MSRE) foi operado entre Junho de 1965
e Dezembro de 1969. Seu combustivel era formado por fluoretos de litio-
7, berilio e zirconio (LiF-BeFs-ZrF,-UF,, 65-29-5-1 mol%), sendo com uranio
enriquecido, em um primeiro momento, de U-235, e posteriormente com U-233.
Era moderado por grafite e tinha como refrigerante secundario uma mistura de
fluoretos de litio e berilio (2LiF-BeFy, 66%-34%). Foi operado a uma poténcia

térmica nominal de 7.4 MW.

Como a circulacao do combustivel liquido altera significativamente a
neutronica do reator, torna-se necessario uma modelagem fisica e matemaética dife-
rente daquela do combustivel sélido classico. Desta forma, o estudo da neutronica
desse tipo de combustivel é de suma importancia para o desenvolvimento do MSR

e de outros reatores com designs baseados em combustiveis liquidos.

1.3 Cinética pontual de néutrons e cinética in-
versa

O transporte de néutrons em um combustivel circulante pode ser modelado
pela teoria de difusao de néutrons de maneira similar ao caso classico de combustivel
solido. De fato, a equacao de difusao é a mesma, com mudangas ocorrendo apenas
nas equacoes de balanco dos precursores de neutrons atrasados. Isso, no entanto,
altera consideravelmente a distribui¢ao de néutrons no reator, principalmente a dos
néutrons atrasados [10][11][12][13], causando efeitos importantes na resposta do re-
ator a perturbagcoes.

A aproximagao de cinética pontual de néutrons é uma ferramenta ttil para
calcular variagoes na poténcia do reator causadas por perturbacoes, como movi-
mentacao de barras de controle ou variacao da velocidade de escoamento. A princi-
pal vantagem dessa aproximacao é seu baixo custo computacional em comparagao
com a cinética espacial, que é obtida ao realizar aproximacoes sobre a forma espacial
da populacao de néutrons, levando a um modelo mais simples. No entanto, essas
aproximacoes devem ser analisadas detalhadamente, pois, embora sejam validas para
o caso de combustivel solido, elas podem nao reproduzir de forma precisa o caso de

combustivel liquido [14]. Na literatura podem ser encontrados diversos modelos para



a cinética espacial e a dinamica de MSR, com geometrias unidimensionais [15][16],
bidimensionais [17][18][19][20][21], e tridimensionais [22][23]. Especificamente para
a cinética pontual, ha tanto modelos considerando realimentagao termo-hidraulica
[24][25], quanto modelos com foco exclusivo na neutronica [26][27][28].

Uma das aplicacoes mais importantes da cinética pontual é no seu problema
inverso. No problema direto, a variacao da poténcia nuclear é determinada a par-
tir das perturbacgoes conhecidas no sistema, que sao representadas pelo parametro
cinético da reatividade. Ja no problema inverso, o objetivo é encontrar a variagao ne-
cessaria da reatividade para obter uma determinada variacao de poténcia desejada.
Este problema é chamado de cinética inversa.

Algumas das aplicagoes da cinética inversa sao na determinacao da reativi-
dade inserida pela movimentagao das barras de controle [29][30], que também pode
ser usada para fins de calibracao [31][32], e na modelagem de um reatimetro para
monitoragao tanto da reatividade [33] quanto da intensidade da fonte externa de

néutrons [34][35].

1.4 Objetivos

Este trabalho tem por objetivo modelar a cinética inversa de reatores a sal
fundido (MSR) a partir de um modelo de cinética pontual [27][36], que é obtido pela
metodologia de Henry [37] para a dedugdo das equagdes. O modelo desenvolvido
é, entdo, testado usando seus resultados na cinética pontual (problema direto) de
forma a verificar a consisténcia de suas solugoes, e posteriormente é aplicado em dois
casos de interesse do MSR: uma variagao linear entre diferentes niveis de poténcia do
reator, e a determinacao das regioes de criticalidade do nicleo, que sao importantes
para manter a subcriticalidade do reator e garantir sua seguranca. Também sao
propostos métodos de solugao numérica do modelo, além de solucoes analiticas e

semi-analiticas de aproximacoes relevantes.

1.5 Organizacao do texto

No capitulo 2 sao apresentadas as equacoes da neutronica do MSR: cinética

espacial, estado estaciondrio e equagoes adjuntas. Neste capitulo também ¢é deta-



lhado o calculo do tempo de transito na tubulagao externa para diferentes variagoes
possiveis da velocidade de escoamento do combustivel. O célculo do tempo de
transito é de suma importancia para a cinética do reator, visto que é o parametro
que esta diretamente ligado ao principal fenomeno do MSR: a circulagao do com-
bustivel e consequente decaimento dos precursores na tubulacao.

No capitulo 3, as equacoes do sistema estacionario sao resolvidas semi-
analiticamente para um caso simples, a fim de comparar com o caso classico de
combustivel sélido, além de encontrar os casos limites do problema e suas solugoes.
Ao final, analisa-se a influéncia da velocidade de escoamento sobre as varidveis do
sistema: fluxo de néutrons, concentracao de precursores, e fator de multiplicagao.

No capitulo 4 deduzimos o modelo de cinética pontual a partir das equagoes
da cinética espacial, do sistema estacionario e das variaveis adjuntas, seguindo uma
metodologia similar & de Henry [37], e usando uma aproximagao quase-estatica para
a forma espacial da concentracao de precursores. Os parametros cinéticos resul-
tantes dessa deducao sao comparados com os encontrados na cinética pontual de
combustiveis sélidos, a fim de caracterizar apropriadamente os parametros que estao
diretamente relacionados ao escoamento do combustivel.

No capitulo 5, o modelo de cinética inversa é apresentado e uma solugao
semi-analitica é deduzida para o problema, além de uma solucao analitica a partir
de uma aproximacao. Essa tultima é interessante pois advém de uma caracteristica
peculiar das equagoes do problema, que sao do tipo diferenciais atrasadas. Também
¢ mostrado como o modelo desenvolvido pode ser generalizado para os casos nos
quais a realimentacao termohidraulica é considerada.

No capitulo 6 sao apresentadas as solugoes numéricas das diferentes equagoes
diferenciais encontradas neste trabalho. Sao mostrados os métodos usados para re-
solver tanto os problemas com dependéncia espacial (sistema estaciondrio e varidveis
adjuntas) quanto os com dependéncia espago-temporal (cinética espacial). Na
cinética pontual e inversa, a dependéncia espaco-temporal é separada: a dependéncia
temporal encontra-se no fator de amplitude dos precursores e no do fluxo, no caso
da cinética pontual, ou na reatividade, no caso da cinética inversa. A dependéncia
espacial encontra-se, em ambos, na forma espacial dos precursores, que é usada para

a atualizagao dos parametros cinéticos.



No capitulo 7, os resultados obtidos nesta tese sao apresentados. A cinética
inversa é aplicada a dois transientes do MSR e seus resultados sao discutidos. Além
disso, também sao realizados dois testes para verificar a consisténcia das solugoes
obtidas pelo modelo da cinética inversa.

No capitulo 8 sao apresentadas as conclusoes desta tese e propostas algumas
outras possiveis aplicacoes da cinética inversa em casos de interesse do MSR, além
de uma possivel perspectiva para continuacao deste trabalho.

No apéndice A, a funcao W de Lambert é explicada em maior detalhe, sendo
mostrada sua importancia na solugao analitica de algumas equacoes diferenciais, em

especial no calculo do tempo de transito dos precursores.



Capitulo 2
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Figura 2.1: Representacao unidimensional de um reator com combustivel liquido: H
- altura do reator; L - comprimento linear total da tubulacao externa; u - velocidade
de escoamento.

Nos reatores a sal fundido, o combustivel encontra-se dissolvido no refrige-
rante formado por sais fundidos e circula pelo sistema primario. Este é composto

pelo ntcleo, que pode conter grafite como moderador nos modelos térmicos ou uma

regido com isotopos férteis (blanket) nos modelos de reatores rapidos reprodutores, e



pela tubulacao externa, onde o calor gerado pela fissao é removido por um trocador
de calor. Considera-se que ocorra fissao apenas dentro da regiao do nucleo, sendo
desprezada a energia gerada dentro da tubulacao seja devido a sua geometria mais
favoravel a fuga de néutrons, seja pela auséncia de elementos moderadores. Ou seja,
consideramos que a tubulac@o externa estd neutronicamente isolada do reator [27].
A figura 2.1 apresenta o modelo de um reator unidimensional que serd utilizado
neste trabalho.

O escoamento do combustivel influencia na distribuicao dos néutrons no
nicleo, mais especificamente alterando a distribui¢ao dos precursores C;(r,t). Esse
efeito se manifesta nas suas equagoes, que passam a ter um termo relativo ao es-
coamento para considerar o deslocamento dos precursores junto com o fluido, cuja
velocidade é determinada pelas bombas de circulagao do sistema. Esse termo con-

vectivo é dado por

V- (u(r,t) Ci(r, 1), (2.1)

onde u(r,t) é a velocidade de escoamento do combustivel e V- é o operador
divergéncia. O caso de combustivel sélido é recuperado ao tomarmos o limite
u(r,t) — 0. No modelo unidimensional que serd usado, a velocidade u(r,t) possui
apenas a componente axial, com médulo uniforme: u(r,t) = u(t) é,.

Na préxima secao, sao apresentadas as equacgoes da neutronica do MSR:
as equacoes da cinética espacial, do sistema estacionario, e das variaveis adjuntas,

juntamente de suas condicoes iniciais e de contorno.
2.1 Equacoes do MSR

As equagoes da cinética espacial para o fluxo de néutrons ¢4(z,t), baseado na
teoria de difusao multigrupo para cada grupo g = 1,...,G de energia e sem fonte

externa de néutrons, e as equagoes para as concentragoes de precursores C;(z,t) de

cada familia ¢ = 1, ..., [ sao dadas por
1 0¢ 0% ¢ I
v_ga_tg =Dy azzg + glz::l {2579/%9 + (1= B)Xpg VEfy — Ztg 599’}?%’ + ; XigNiCi
(2.2a)
o =B ; Vg 0y = ult) 5~ = NG (2.2b)



onde ¥;, e Xr, sdo as secoes de choque macroscopicas (SCM) total e de fissdo,
respectivamente, ;o ¢ a SCM diferencial de espalhamento, x,, € Xig a0 0s
espectros de energia dos neéutrons prontos e atrasados, respectivamente, v, é a ve-
locidade do néutron e v é o nimero médio de néutrons emitidos pela fissao. Cada
parametro é respectivo ao grupo g de energia. Em relacao aos parametros dos pre-
cursores, \; e 3; sao a constante de decaimento e a fracao de néutrons atrasados,
respectivamente, da i-ésima familia e 8 é a soma de todos os ;. O simbolo d,
¢ o delta de Kronecker, ou seja, vale 1 quando ¢’ = g, e 0 em caso contrario. As

condicoes iniciais e de contorno sao dadas por

04(0,1) =0 = ¢,(H, 1), (2.3a)
g(2,0) = dy(2), (2.3b)
Ci(0,t) = Ci(H,t —7(t)) &(t), (2.3¢)
Ci(2,0) = CY(2). (2.3d)

Os parametros especificos do sistema de combustivel fluido sao o tempo
de transito (ou de circulagdo) na tubulacao externa, 7(t), e a fracdo de pre-
cursores que nao decairam durante o tempo que permaneceram fora do nucleo,
&i(t) = exp(—A;7(t)), oriunda da lei de decaimento radioativo. A condigao de con-
torno para o fluxo é a condigao de vacuo, ou seja, fluxo nulo nas fronteiras, que é a
mesma comumente usada para o caso de combustivel sélido. Ja para os precursores,
a condicao de contorno é de reentrada: a concentracao de precursores que reentram
no nicleo (z = 0) no instante ¢ é igual a concentracao de precursores que sairam
do nicleo (z = H) em um instante anterior ¢ — 7(¢) e que nao decairam durante o
tempo 7(t) que transitavam pela tubulagao externa.

As condigoes iniciais do problema sao dadas pela solucao do sistema esta-

cionario, cujas equagoes sao obtidas ao tornar nulas as derivadas temporais:

260 & vl !
0= DSW;] + Z ES,g/%g + (1 - B)X%g Lo _ Eg,g 699' ¢2’ + Z Xi,g)\icioa
=1

oo eyt
(2.4a)
G 0
vy dC9
0=5Y —L9¢)— W) 2.4h
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com as seguintes condicoes de contorno:

#9(0) = 0 = GY(H). (250)
Co(0) = COH) &), (25b)

onde o indice 0 indica o valor que o respectivo parametro possuia durante a operacao
critica do reator antes do transiente (¢ < 0). O fator de multiplicagao efetivo, k.y,
foi acrescentado para modelar o célculo de criticalidade, que sera visto nas préximas
secoes.

Para deduzir, posteriormente, as equagoes da cinética pontual, é necesséario
definir as varidveis adjuntas relacionadas as variaveis do sistema estacionario e que
sao usadas como pesos nas definigoes dos parametros cinéticos, para reduzir o erro
associado com essa aproximacao [37]. No caso no qual nao ha fonte externa de
néutrons, as equacoes para o fluxo adjunto de néutrons qb;(z), e para a concentracao

adjunta de precursores C/(z), sdo dadas por [14][27]

T vy9 30
f’ * f7 *
0= DS dZQg + Z {E(s),g—m’ + (1 - B)Xp,g’ L L — Eg,g 599’ Cbg/ + k—g Zﬁz Ci )
g'=1 eff eff i=1
(2.6a)
G
0=\ g; Xig®y +uo—* = NGy, (2.6b)
com condicoes de contorno simétricas as do sistema estacionario [27]:
Cr(H) = C7(0) & (2.7b)

O tempo de transito 7(¢) é um parametro importante da neutronica do MSR,
pois esta relacionado diretamente com a quantidade de néutrons atrasados perdi-
dos da reacao em cadeia devido ao decaimento de seus precursores fora do reator.
Quando a velocidade de escoamento varia durante um transiente, o calculo deste
parametro pode se tornar bastante complexo. Na préxima secao, é feito o calculo
analitico do tempo de transito para alguns perfis de velocidade, além de ser proposto

um método numérico para determinéa-lo em qualquer caso de variacao da velocidade.
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2.2 Calculo do tempo de transito

O tempo de transito 7(¢) é o tempo que os precursores permanecem dentro
da tubulagao e é usado para calcular a fracao de precursores que decairam fora
do reator. Um precursor saindo do reator no instante ¢ — 7(¢) reentra no instante
t, percorrendo o comprimento L da tubulacao com velocidade wu(t). A expressao

matematica é dada por

/ u()dt' = L. (2.8)

—7(t)

Como 71 aparece no limite inferior da integral, sua solugao analitica torna-se com-
plicada ou até mesmo impossivel para variacoes temporais mais complexas da ve-
locidade de escoamento. Apesar disso, é possivel encontrar solucoes analiticas para
algumas velocidades com perfis temporais de interesse: variacao linear entre a ve-
locidade inicial ug e a final u; durante um tempo de transiente 7, da bomba de
circulagao; decaimento exponencial a partir da velocidade inicial até uma veloci-
dade final assintodtica; e variacao instantanea da velocidade, que também pode ser
visto como o limite dos casos anteriores [38].

Deve-se notar que a velocidade real do combustivel dentro da tubulacao nao é
igual a dentro do reator, pois essas duas regides possuem areas de suas se¢oes trans-
versais diferentes. E a vazao mdssica (e também a volumétrica, se for desprezada a
variacao de densidade entre as regides causada pela diferenga de temperatura) que
se mantém uniforme. A relacao entre as velocidades em cada regiao é dada pela
equagao de continuidade:

my = prurAy = prugdy, (2.9)
onde 1 e py sao a vazao méssica e a densidade do combustivel, respectivamente, u,
e u; sao as velocidades dentro do reator e dentro da tubulacao, respectivamente, e
A, e A, sao as dreas da secao transversal do reator e da tubulagao, respectivamente.

No entanto, se colocarmos a velocidade dentro da tubulagao u.(t') na equagao
(2.8) em fungao da velocidade no reator, u,., podemos obter a expressao para o tempo

de transito 7(t) em func¢ao da velocidade no reator. Assim:

t

t t
A -
L:/ut(t’)dt’:f/ur(t’)dt’e u,(t)dt' =: L,
t t

—7(t) t—7(t) t—7(t)
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onde L = L A, /A, pode ser interpretado como um comprimento da tubulagao re-
dimensionado [10]. Por simplicidade, neste trabalho, a velocidade de escoamento
usada sera sempre a do reator e, para o calculo do tempo de transito, o compri-

mento da tubulacao L sera considerado o comprimento redimensionado pelo fator

A/ A,

2.2.1 Variacao Instantanea

Como o caso de variagao instantanea é o mais simples, serd resolvido primeiro.

Neste caso, a velocidade possui o seguinte perfil:

ug, set <0,
u(t) = (2.10)
up, set >0,

conforme o gréafico mostrado na figura 2.2. Os valores das velocidades inicial (50
cm/s) e final (2 cm/s) escolhidas s@o tipicos para o combustivel circulante durante

a operacgao normal e no caso de circulagao natural, respectivamente [20][39].
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Figura 2.2: Variacao instantanea da velocidade, com uy = 50 cm/s e uf = 2 cm/s.

H4& dois intervalos de tempo nos quais a expressao para 7(t) é trivial. Quando
os precursores reentram no reator em um instante ¢ < 0, eles percorrem toda a

tubulagao com velocidade constante igual a u:
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t
Uo/dt/ = L,
t=() (2.11)

Da mesma forma, a partir de um certo instante 1T', que sera calculado posteriormente,
todos os precursores que reentraram no reator em um instante ¢t > T terao percorrido
a tubulacao com velocidade constante igual a u;. Assim, analogamente ao caso
anterior:

L

T(t) = — =17 (2.12)
Uy

Para instantes 0 < ¢ < 7', os precursores que voltam ao reator terao percor-

rido parte da tubulacao com velocidade ug e o restante com uy, conforme ilustra a

figura 2.3.
t=t,<0 t=0 t=t,

|

Combustivel :
) Uy : U
Reator Tubulacéo ' Reator
AX, AX,
0 L

Figura 2.3: Situagao onde o precursor percorre parte da tubulagao com velocidade
up e parte com uy.

As distancias Az e Axg da figura 2.3 sao dadas por:

Al’l = UO<0 — to) = —uOto, (213&)

AIL’Q = Uf(tl - O) = Uftf. (213b)

Sabendo que Az + Azy = L e que 7 =t — to:

TF — To

L=ut; —uy(ty —7) > 7 =1+ i1 (2.14)

Tf
Como t; é, por definicao, o instante em que o precursor reentra no reator, ele pode
ser substituido por ¢, pois € o mesmo instante avaliado do lado esquerdo da condicao
de contorno (2.3c), que é a condicao sobre a entrada no reator:

_Tr—To
Ty

t+71, se0<<t<T. (2.15)

7(t)

14



O instante 7', limite superior na qual essa expressao é valida, é o instante em

que Az é nulo. Assim:

I (2.16)

A expressao final para 7(t) é, entdo, uma fungao definida em 3 partes:

(

70, se t <0,
Tr — T
T(t): 4 fT Ot—f-To, S€0<t<7'f, (217)
f
WUE set =Ty,

com grafico mostrado figura 2.4.
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Figura 2.4: Variacao do tempo de transito para variagao instantanea da velocidade,
com up = 50 cm/s, uy =2 cm/s e L = 300 cm.

2.2.2 Variacao Linear

No caso de variacao linear da velocidade de escoamento, o transiente da

bomba de circula¢ao dura um tempo 7,,, com a velocidade se mantendo constante e
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igual a uy apds:

U, se t <0,
u(t) = at+ug, se0<t <D, (2.18)
uy, set >1T,,
onde
Uy — Ug
= . 2.19
0= (219)

A figura 2.5 mostra o grafico da velocidade variando linearmente.

60 T T T T T

50
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Figura 2.5: Variagao linear da velocidade, com ug = 50 cm/s, uf =2 cm/se T, =5
s.

Existem duas situacoes diferentes que ocorrem dependendo do valor de 7.
A distancia percorrida, dentro da tubulagao, pelo precursor durante o transiente da
bomba pode ser maior ou menor que o comprimento L. Chamando essa distancia

de Az, ela pode ser calculada pela equacao de Torricelli:

uj% = up + 20Ax,,
s + 1 (2.20)

Az, 5

T,.

Assim, hd dois casos que devem ser tratados de forma diferente para calcular o

tempo de transito 7(t):
_uptup

Az, 5

T,< L, (2.21)
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e que podem ser escritos em termos de 7}, como:

27'f To

T, < Ty = (2.22)

Tr+ T
onde T, é o tempo critico de transiente da bomba na qual ocorre essa separacao.

Em ambos os casos, 7(t) = 7y para instantes ¢ < 0. Também em ambos os
casos acontece o primeiro cenario, mostrado na figura 2.6, para 0 < t < T7. Os
precursores percorrem uma distancia Ax; dentro da tubulacdao com a velocidade
inicial uy e uma distancia Azy com movimento acelerado durante o transiente da

bomba, e reentram no reator antes do fim do transiente.

t=t,<0 t=0 t=t,
|
) [
Combustivel ) Uo : O(t+u0
[
Reator | Tubulacdo ' Reator
AX, AX,
0 L

Figura 2.6: Situagao onde o precursor percorre parte da tubulagao com velocidade
constante ug e parte acelerando com a.

As expressoes para Az, e Az, sao:

AiL‘l = U,()(O - to) = —Uoto, (223&)

Axy = up(t; — 0) + = (t, — 0)*. (2.23b)

RS

Sabendo que Azy + Az = L e que 7 = t; — to, temos, usando a equacao (2.19):

ugT + %tf =L,
) (2.24)
@ o n Ty — To 17
T=Tg——1t] = —
2wy P 0T 21,
e, novamente, substituindo ¢; por ¢:
=2t 0<t<T (2.25)
T(t) = ——— + 7 se 0 < : )
o 2T, 7 '

No préximo cendrio aparecem as diferengas entre os casos das condigoes (2.21)

e (2.22). Se T,, < T, os precursores percorrem parte da tubulagdo com velocidade
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constante up, parte com aceleragao, e o restante com velocidade constante us. Se
T, > T¢yit, 0s precursores percorrerao a tubulacao inteira com movimento uniforme-

mente acelerado. A figura 2.7 ilustra essas duas situagoes.

a)
t=t,<0 t=0 t=T, t=t,>T,
I I
, | |
Combusﬂ+ Uo : C(t + Uo : Uf
| |
Reator |Tubulagio | ' Reator
AXx, AXx, AXx,
0 L
b)
t=t,>0 t=t <T,
Combustivel a at + Uo
Reator | Tubulag&o Reator
AX
0 L

Figura 2.7: Situagao onde o precursor: a) percorre parte da tubulagdo com ve-
locidade constante wg, parte acelerando com a e o restante com velocidade uy
(T, < Ti.rit); b) percorre toda a tubulacao acelerando (7}, > Tpit).

Na situacao a) da figura 2.7, temos:

A.Z'l = —uOto, (226&)
Azy = Az, = pr, (2.26b)
Axg = up(ty — T)). (2.26¢)
Assim:
Ur +u Uy — U
L= —Uoto + / OTp + ’Lbf(tl — Tp) = UgT —+ (’Uf — Uo)tl + 0 9 pr,
T T (2.27)
Uy — U Uy — U T — T
Ug Ug 2 Tr 2
e substituindo ¢; por t:
T — To T,
T(t) =10+ t— 5 | se T <t<TyeT, <Teu. (2.28)
Tf

18



Na situagao b) da figura 2.7, usando novamente a equagao (2.19), temos:
o 2
Ax = (Oét() + UO)(tl — to) + §(t1 - to) = L,

1 2 Uo L
22y 0 Z_0
2" <1+ a)T+a ’ (2.29)

(S
.

T:t1—|— i {Tp—

To — Tf

2
e U L <T° — Tft1> + 12
f f

Substituindo t; por ¢:

[N

2
oT0 — T (t _ To)Tp n <7‘0 — Tft) +sz
¥ f

() =t+—2L {Tp -

}’ (2.30)

sely <t<TyeT,>T;.

O cenadrio seguinte ¢ igual para ambas condicoes sobre T,,. O precursor entra
na tubulagao apés o inicio do transiente da bomba (t, > 0), percorre parte dela com
movimento acelerado e o restante com velocidade constante uy. A figura 2.8 ilustra

essa situacgao.

t=t,>0 t=|Tp t=t,
Combusﬂ» Gt + UO i UO
|
Reator |Tubulacdo ! Reator
AX, Ax,
0 L

Figura 2.8: Situacao onde o precursor percorre parte da tubulacao acelerando e
parte com velocidade constante.

Neste caso, as expressoes para Azx; e Axy sao:

Azy = (ato + u) (T, — to) + %(Tp — )2, (2.31a)

Azy = up(t; — Tp). (2.31Db)

Substituindo ¢y = t; — 7 em Azy + Axs = L e usando a equagao (2.19):
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a
(aty — at +u)(T, —t1 +7) + §(Tp —t+ 1) +u(ty = T,) = L,

1 1 L
—7'2— (t1+%)7+—(t1—Tp)2+—:O,

2 2 a (2.32)
>
Ve — —
ey {Tp_ 2o T () T }
To — Tf Tf Tf Tf Tf

Novamente substituindo ¢; por t:

1
2 o . 2
M@T; T (,5 _ Tf) ETP :
L Tf Ty (2.33)

SeT2<t<T3.

To — Ty

T(t)=t+—1 {Q—

Com as expressoes para 7(t) calculadas, é necessario agora encontrar os limi-
tes T1, T, e Ty dos intervalos na qual cada expressao é valida. O instante 77 pode
ser obtido analisando a fronteira entre as situagoes mostradas nas figuras 2.6 e 2.7.
Para o caso de T}, < T¢ isso ocorre quando t; = T7 e Azg = 0, logo T} = T,. J&
para o caso de T}, > Ty, isso ocorre quando os precursores entram na tubulagao no

instante em que o transiente da bomba inicia, ou seja, to = 0. Assim:

wlh + 212 = I,

2
1 Uo L
T 4 =Ty — = =0
27t Tt ’ (2.34)
— 742
=" T-q+w+@—ﬁﬂ, se T, > Tos.
To — Tf 7 1

Para o caso em que T}, < T, o instante T, ocorre quando Az, = 0 na figura 2.7:

Ug + Ug

Tp + Uf(TQ — Tp) = L,

Uy — Us
2

To — 75 1)
2

UfTQ —+

T, =L, (2.35)

T2 =Ty + se Tp < Tcrit-

No caso de T}, > Ti,;;, pode-se ver pela figura 2.8 que T, ¢ o instante em que Axg é
nulo e t; = T, ou seja:
Axg = Uf(Tg - Tp) = 0,

(2.36)

T2 = Tp, se Tp > Tcrit-
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Para calcular T3, faz-se ty =

T,

», OU seja, os precursores saem do reator

(instante ty) logo apds o fim do transiente da bomba, com velocidade final constante

igual a uy. Este caso vale para ambas condicoes sobre 7). Pela figura 2.8, isso

significa que Az, = 0, logo:

AZEQ = Uf(Tg - Tp) = L,

T3:Tp+7'f.

(2.37)

Finalmente, podemos escrever a expressao final para o tempo de transito 7(t). Se

Tp < Tcrit :

T —To

Tf,

No caso em que T), > Tepi:

.

— T,
To—i-Tf TO(t——

70,
Tf — To 12
—_+7_7
Tf 2Tp 0
2
To— T,
t+—1 {p— (i—ig
To Tf Tf
T T, %
0 If 2
T(t): + 2 7 (t—T0>Tp+Tp },
2
PO 0 A PP
To — Tf Tf Tf
To — T, T %
+202 T (1) 2, },
Tf Tf
Tf,

21

set <0,

se 0 <t < T,

se T, <t <1,

se T, <t <15 +1T),

set > 1+ 1),

set <0,

se 0 <t <y,

se Ty, <t <1,

se T, <t <1 +1T,,

set =15+ 1.

(2.38)

(2.39)



Os valores de T, e Tj, presentes nos intervalos das expressoes, sao dados por:

TO—TfE

T,=71+ (2.40a)

T0 27

S|
1y

T
Tb = ! Tp
To — Tf

(2.40b)

A figura 2.9 mostra trés gréaficos de 7(t) para diferentes tempos de transiente
da bomba T),. Nos casos em que T, seja igual a T¢,;, pode-se usar qualquer uma das

duas expressoes de 7(t).

175 T T . . T . . .
T, = 5s
—T, = 20s
T, =50s

150

125

100

£ 75
~

50

0 1 1 1 1 1 1 1 1
-25 0 25 50 75 ()100 125 150 175 200
t (s

Figura 2.9: Variagao do tempo de transito para variacao linear da velocidade, com
up = 50 cm/s, uy =2 cm/s, L =300 cm e T,y = 11.538.

2.2.3 Variacao Exponencial

Para uma variagao exponencial da velocidade de escoamento, a velocidade
decai com uma constante de decaimento x da bomba. Este caso é util para modelar
a variagao da velocidade em casos de parada de bomba (a velocidade nao chega a

zero pois ha circulagao natural). A expressao pra velocidade fica:

Ug, se t <0,
ult) = (2.41)
(up — ug)e ™™ +us, set>0.

A figura 2.10 mostra o grafico da velocidade variando exponencialmente.
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Figura 2.10: Variagao exponencial da velocidade, com uy = 50 cm/s, uf = 2 cm/s e

k=0.5s"1

No inicio do transiente, os precursores que sairam do reator no instante t, < 0

e retornaram no instante t; > 0 percorreram parte da tubulagao com velocidade

inicial constante uy e parte com a velocidade variando exponencialmente, como

ilustrado na figura 2.11. As distancias Ax; e Axy sao dadas por:

Al’l = —Uo(o - to) = —uOto,

t1
Al’g — /[(UO _ uf)e—nt’ + Uf] dt/ _ _w [e—ntl _ 1] + uftl-
K
0

Sabendo que Az; + Azy = L e que tg = t; — 7, temos:

Ur — u
— Uot1 + UgT + e [e_”tl — 1] +upty = L,
K

Uy — U
upT = L+ (ug — up)ty — 0/{ f[e_”tl—l],

T — To - e rh —1].
K

7f

T:To+

Substituindo ¢; por ¢, obtém-se a primeira parte da expressao para 7(¢):

6—I€t

—1
t—i——], se 0 <t <T.
K

TF — To

1) =
T(t) =10 + p.
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t=t,<0 :

Combustiv_el+ U

Reator | Tubulag&o
AX, AX,
0 L

Figura 2.11: Situagao onde o precursor percorre parte da tubulagao com velocidade
constante u e parte com velocidade variando exponencialmente.

u(t)

Reator

t=t,>0 t=1
Combustiv_el+ U(t)
Reator | Tubulacdo Reator
AX
0 L

Figura 2.12: Situagao onde o precursor percorre toda a tubulacao com velocidade
variando exponencialmente.

Para instantes mais longos, os precursores percorrem toda a tubulagao com

a velocidade variando, como mostrado na figura 2.12. Assim:

t1
Ar = /u(t') dt' = L. (2.45)
to

Fazendo a mudanca de varidveis para s =t — t;, temos:

0
L= /u(s +t1)ds = oY [1 - e””] e 4wy,
K

T (2.46)

T — T e Ty — Tp € "

T+

el =15+
T0 K To K

Essa expressao pode ser resolvida em termos da fungdo W de Lambert (apéndice

A):

_ e_ﬁtl 1 i —
T="T+ L Al - =W (Tf 0 exp |:K,(’/'f — 1) + u@‘”tl} ), (2.47)
T0 K K 70 70

e substituindo t; por ¢, obtemos a segunda parte da expressao de 7(t):
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T —To e

T(i):Tf—f‘

1 TF— T Tf — T
— —W0< I exp |:/<L(Tf —t) + ue”t] , seT < t.
70 K K 70 T0

(2.48)
Para calcular o instante 7' na qual a expressao (2.44) deixa de valer e passa
para a expressao (2.48), basta avaliarmos o instante t; em 0, na figura 2.12, e o

instante t; serd igual a T'. Assim, temos:

K
Uy — U Uy — U
u T — 2Lt — - 22— (2.49)
K K
T —To€ Tr— 179 1
R — =T — F0-
T0 K T0 K

Novamente, resolvendo para 1" em termos da funcao W de Lambert:

To To

11 _ _
T=r15— T -W, <Tf T exp [Tf o m'f} ) (2.50)
K K o0

Assim, a expressao para o tempo de transito 7(t) para variagdo exponencial da

velocidade, ¢ dada por:

(

To, se t <0,
_ —Kkt __ 1

To+7-f 7 t—i-e ], se0<t<T,
Tf K

T(t) = T — T o—ht (2.51)
Tf + T0 K
. set >1T.
— =Wy (Tf — T exp |:/£(Tf —t) + u@‘“t] ),
. K T0 T0

A figura 2.13 mostra o grafico de 7(t) para trés valores diferentes da constante
de decaimento da bomba k. Na figura 2.14 sao apresentadas algumas das curvas
de 7(t) mostradas até aqui (figuras 2.4, 2.9 e 2.13), para compara-las. Pode-se
notar que quanto menor for o tempo de transiente da bomba, 7},, ou quanto maior
for a constante de decaimento da bomba, a variacao do tempo de transito tende
a calculada para o caso de variacao instantanea da velocidade de escoamento. A
figura 2.15 mostra o mesmo que a figura 2.14, mas com velocidades inicial e final

diferentes.
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175 T T T T T T T T
k=151

150

125

100

O 1 1 1 1 1 1 1 1
-25 0 25 50 75 ()100 125 150 175 200
t (s

Figura 2.13: Variacao do tempo de transito para variagao exponencial da velocidade,
com ug = 50 cm/s, uy =2 cm/s e L = 300 cm.

160 T T T T T T T T
Variacao
140 : A
Instantanea
k=0.2s"1
120 .
k=1s1
100 F|—— 1 = 5s |
T, = 20s
= 80 1
=
60 ? .
40 .
20 .
125 ' :
0 1 1 1 1 125 1 1 1 1 175
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
t (s)

Figura 2.14: Variacao do tempo de transito para variagoes instantanea, linear e
exponencial da velocidade, com uy = 50 cm/s, uf = 2 cm/s e L = 300 cm.
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3.35 . T . .

3.3 1
3.25 .
32 -
2
=
3.15 Variacdao |
Instantanea
3.1 k=0.2s1 |
k=1s"
3.05 —1T,=1s i
T,=10s
3 1 1 1 1
0 5 10 (s) 15 20 25

Figura 2.15: Variagao do tempo de transito para variagoes instantanea, linear e
exponencial da velocidade, com uy = 100 cm/s, uy = 90 cm/s e L = 300 cm.

2.2.4 Método Numérico Para Variagao Genérica da Veloci-

dade de Escoamento

Quando nao possuirmos a forma analitica da variacao temporal da velocidade
de escoamento, nao é possivel determinar uma forma analitica para o tempo de
transito, o que também acontece quando a funcao da velocidade é tal que a integral
da equacgao (2.8) resulte em uma equagao sem solugao analitica para 7(t). Nesta sub-
secao, serda apresentado um método para o cdlculo numérico do tempo de transito
para uma variagao genérica da velocidade de escoamento u(t).

Primeiramente, discretiza-se a variavel temporal com passo At:

th = nAt, (2.52)

onde n = 0,1,...,t/At. Podemos avaliar a equagao (2.8) em ¢t = t,, e dividir a

integral em duas partes, da seguinte forma:

tm tn
/u(t’) dt’+/u(t’) dt' = L. (2.53)
th—Tn tm
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onde 7, = 7(t,). O indice superior da primeira integral, ¢,, = m At, é o menor
multiplo do passo temporal At que seja maior que o indice inferior t, — 7,. A
segunda integral da equagao (2.53) pode ser definida como Ay e aproximada pelo

método dos trapézios:
tn n—m
Ay = /u(t') dt' = Z Ay;, (2.54)
tm i=1

Ay = %At (2.55)

onde

e t,, € tal que Ay deva ser o maior valor possivel menor que L.
Para encontrarmos m, devemos calcular cada Ay;, a partir de i = 1, e soma-
los até que a soma Ay seja maior que L. Supondo que isso aconteca quando ¢ = 7,

o maior valor possivel de Ay acontece em j — 1, ou seja:

j—l=n—-m->m=n+1-—j, (2.56)

e Jj—1
Ay = ZAyi. (2.57)

i=1

Agora, para encontrarmos 7, voltamos a equagao (2.53):

tnt1—j
/ uw(t')dt' = L — Ay. (2.58)
¢

n—Tn
Como o intervalo dessa integral é menor que o passo temporal At, podemos aproxi-

mar u(t') pela velocidade média no intervalo entre ¢,_; e t,11_;, no qual a integral

esta contida:

u(t') ~ “n+1—+“nﬂ (2.59)
Assim, ao substituir na integral em (2.58), teremos:
[tn+1_j T Tn] “"*1‘+U”‘] — L Ay. (2.60)
Lembrando que t,, = n At, a equagao fica:
2(L— A
(1= At 47— =B (2.61)
Unt1—j + Un—j
e resolvendo para 7,:
2(L— A
h= (- nare 2B 262

Unp+1—j + Unp—j
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A separagao em duas integrais na equagao (2.53) foi necessaria pois, caso
nao fosse feita, o valor de 7, seria dado em multiplos de At. Ao resolver a integral
da equacgao (2.58), interpolamos a velocidade de escoamento no intervalo em que a
integral da equagao (2.8) deixa de ser menor e passa a ser maior que L, obtendo assim
um valor de 7,, mais preciso, mesmo tendo sido usada uma aproximagao simples para
u(t’).

Deve-se ressaltar que nos casos em que j for tal que o indice da velocidade de
escoamento fique negativo, deve-se usar o valor de uy para a velocidade, visto que
para t < 0, o sistema estava estacionario e com velocidade constante igual a wuyg.

Para verificar a aplicabilidade do método numérico proposto para o calculo
de 7(t), serd comparada a solu¢do numérica, Tpum,, com as solugoes analiticas tanto
para o caso de variacgao linear da velocidade, 73;,, quanto para variacao exponencial,
Texp- A grandeza a ser analisada serd o erro relativo méaximo, definido por:

‘Tnum (1)

Ti(

Erro Relativo Maximo = max(

—7i(t)]
: ) x 100%, (2.63)

onde 7; representa Ty, € Teyp. As tabelas 2.1, 2.2, 2.3 e 2.4 apresentam os resultados.

Tabela 2.1: Erro relativo méximo, em %, entre o tempo de transito
numeérico e o analitico, para variacao exponencial da velocidade e
com passo temporal At = 0.001 s.

Velocidade final (assintdtica) uy

ug (cm/s) K (s71)
OSUO 05'LLO OlUO

0.1 20x 10710 82%x10°1 1.7x107?

1 0.5 27x107% 6.8 x107? 1.4 x 1078
5 1.4 x 1077 1.5 x 1077 1.4 x 1077

0.1 34x107° 83x 1077 1.4 x 1078

10 0.5 26x107%  6.2x 1078 1.1 x 1077
5 28%x 1077  68x1077 14x10°C

0.1 9.6 x 1078 27x 1077  39x1077

100 0.5 5.8 x 1077 1.2x10% 6.8x1077
5 55 x107% 9.0 x 1076 1.1 x 1075

29



Tabela 2.2: Erro relativo méximo, em %, entre o tempo de transito
numérico e o analitico, para variagao exponencial da velocidade e
com passo temporal At = 0.1 s.

Velocidade final (assintotica) uy

ug (cm/s) K (s71)
08U0 05%0 Ol’LLO

0.1 3.5x10°¢ 88 x 107 1.8 x 1075

1 0.5 2.8 x 107° 6.8 x 107 1.4 x 1074
5 1.3x 1073 1.4 x 1073 1.4 x 1073

0.1 3.5x107° 83 x107° 1.4 x 1074

10 0.5 26x107*  6.2x10™* 1.2 x 1073
5 1.3 x 1072 1.4 x 1072 1.4 x 1072

0.1 86x107% 32x10% 41x10°3

100 0.5 6.2 x 1073 1.1x1072 7.0x1073
5 31x 1072  7.7x 1072 1.1 x 1071

Tabela 2.3: Erro relativo maximo, em %, entre o tempo de transito
numérico e o analitico, para variacao linear da velocidade e com
passo temporal At = 0.001 s.

up (cm/s) Ty (s)

Velocidade final us

2U0 5UO ].OU()
1 72x 1071 76x 1071 1.3x 10710
1 5 71x1071  1.1x10710 46 x 10710
10 6.0x 107"  81x 107" 33x 10710
1 801077 72x10% 29x107°
10 5 1.6 x 1077 1.2 x 1076 3.8 x 107
10 7.1x 1078 4.9 x 1077 1.6 x 1076
1 70x107%  4.7x107° 1.4 x 1074
50 5 1.1 x 1076 5.6 x 1076 1.7 x 1075
10 48 x 1077  24x10%  6.6x 1076
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Tabela 2.4: Erro relativo méximo, em %, entre o tempo de transito
numérico e o analitico, para variacao linear da velocidade e com
passo temporal At = 0.1 s.

up (cm/s) T (s)

Velocidade final us

2U0 5U0 ].OU()
1 8.3 x 1077 8.9 x 1077 2.2 %1076
1 5 82 x 1077 2.3x 107 4.9 x 1076
10 5.8 x 1077 8.2 x 1077 2.3x 1076
1 6.0 x 1073 2.3 x 1072 1.1 x 1071
10 5 1.4 x 1073 76x107% 2.2 x 1072
10 6.7 x 1074 4.3 %x 1073 1.2 x 1072
1 5.6 x 1072 22x1072 45x 107t
50 5 1.0x 1072 4.4 x 102 1.4 x 1072
10 4.5 x 1073 22x1072 52x 1072

A partir das tabelas 2.1 e 2.2, podemos notar que o erro aumenta com o qua-
drado do passo temporal At, além de ser maior quanto menor for a velocidade final
assintotica uy e maior for a velocidade inicial uy. Conforme a constante temporal
k da bomba aumenta, o erro também aumenta, ou seja, o método possui menor
precisao quanto mais rapido for a variacao da velocidade de escoamento. Em todos
os casos, a ordem de grandeza do erro é da ordem de décimos de porcento ou menor,
garantindo, assim, uma boa precisao para o método numérico, mesmo quando o
passo temporal é relativamente grande, como no caso de At = 0.1 s.

Pelas tabelas 2.3 e 2.4, vemos que o comportamento para o caso de variagao
linear é similar ao do caso exponencial: o erro aumenta com o quadrado do passo
temporal, além de ser maior conforme a velocidade inicial e sua diferenca em relacao
a final aumentam. Vemos também que o erro diminui conforme o tempo 7}, de
transiente da bomba aumenta: quanto mais lento for o transiente, maior a precisao
do método, da mesma forma que no caso exponencial. O maior erro visto, neste
caso, também foi da ordem de décimos de porcento, ou seja, o método numérico

determina com boa precisao o tempo de transito 7(t) para os dois casos tratados.
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Capitulo 3

Solucao do Sistema Estacionario e

Aproximacoes

As equagoes do sistema estaciondrio, dadas pelas equagoes (2.4a) e (2.4b),
podem ser resolvidas semi-analiticamente se considerarmos apenas néutrons mono-
energéticos e uma familia de precursores. Esse caso, apesar de muito simplificado, é
util para se analisar alguns comportamentos do combustivel fluido que nao aparecem
no solido. Alguns casos limites também podem ser verificados, como as aproximacoes

de velocidade de escoamento infinita e sem recirculacao dos precursores pelo reator.

3.1 Solucao semi-analitica para um caso simples

As equagoes (2.4a) e (2.4b) no caso de néutrons monoenergéticos e uma

familia de precursores simplificam-se para:

—Dd2—¢+2¢—m—1(1—5)2¢ (3.1a)
d2 e ~k vEre e
dC 1

onde o termo k é o fator de multiplicagao efetivo e foi incluido nos termos de fissao
para encontrar a condigao de criticalidade. O indice 0, que indicava os parametros
avaliados no estado estacionario, e o indice eff, do fator de multiplicagao efetivo
kefs, foram removidos para simplificar as notacoes.

Isolando o precursor na equagao (3.1a) e substituindo na equagao (3.1b),
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obtém-se a seguinte equagao para o fluxo apenas:

@_}_i 2

— + == + B%(k) 7+ - Bu(k)¢ =0, (3.2)

onde os parametros B2 (k) e B*(k) sao dados por

B, (k) = MD_E“, (3.3a)
B(k) = (1= ﬁ)”if/k — (3.3b)

com B,, e B dados pelas respectivas raizes positivas.

O parametro B,,(k) é equivalente ao buckling material de um reator a com-
bustivel sélido que possua os mesmos parametros nucleares. Além disso, na equacao
(3.2), pode-se ver que multiplicando os dois lados pela velocidade u e tomando o
limite v — 0, a equagao para o caso de combustivel sélido é recuperada:

PO
ot B; (k)¢ = 0. (3.4)
A condicao de contorno dos precursores pode ser transformada em uma

condigao para o fluxo usando a equagao (3.1a). Reescrevendo a equacao de forma a

isolar a concentragao de precursores C(z), temos:

O(z) = % {Z%f + BQ¢(2)] . (3.5)

Avaliando em z =0 e 2 = H, e levando em consideracao a condicao de contorno de

vécuo para o fluxo, obtemos assim as condig¢oes de contorno para a equagao (3.2):

¢(0) = 0= ¢(H), (3.6a)
2| A
| =Ca| (3.6b)

onde ¢ = e7*". Assumindo uma forma exponencial para o fluxo (e"*), ao substituir

na equagao (3.2) obtemos a sua equagao caracteristica:
5, Ao 2 A o
r°+ —r*+ B*(k)r + —B; (k) = 0. (3.7)
u U

As raizes 1,79 e r3 estao em funcao de k e podem ser determinadas analiticamente,
pela férmula de Cardano-Tartaglia [40], ou numericamente. O fluxo, entao, é dado

por
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O(z) = Are™? + Age™* + Aze™?. (3.8)

Aplicando as condicoes de contorno, chega-se a um sistema envolvendo os coeficientes

Aq, Ay, Az e o fator de multiplicacao k, também chamado de autovalor:

A+ A+ A3 =0, (3.9a)
Arem™ 4 Age™t 4 Aze™H =0, (3.9b)
r2A, (1 - e”HS) 2, (1 - e’”?Hg) + r§A3(1 . eT3H£> —0. (3.9¢)
Esse sistema pode ser escrito na forma matricial:
1 1 1 Ay 0
er et erst Ayl = |0 (3.10)

r%(l — 6T1H€> ra <1 — e’"2H§> r%(l — 6T3H€> Ay 0

Para que os coeficientes nao sejam todos nulos, o determinante da matriz

deve ser nulo, resultando, assim, na seguinte condi¢ao para o autovalor k:

f(k) =0, (3.11)

As raizes dessa fungdo sdo calculadas numericamente. Pode-se mostrar [14] que
a maior raiz esta associada a uma solucao trivial, sendo entao a segunda maior
raiz definida como o fator de multiplicagao efetivo k.sr, que estd associado a forma
espacial assintotica do fluxo, ou seja, a forma para a qual o fluxo tende no estado
estacionario do sistema.

Usando as equagoes (3.9a) e (3.9b), pode-se escrever os coeficientes Ay e Az
em funcao de A;. Substituindo na expressao do fluxo (3.8), obtém-se

A

er2H _ grsH :

(3.13)

¢(Z> = |:<67"2H — eT3H> e 4 (emH _ 67“1H> er® 4 <6T1H o 6T2H> €T3z}

O coeficiente A; é determinado pela normalizacao usada para o fluxo, que usual-
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mente é a poténcia nuclear do sistema
H
Py = / wXrp(z) dz, (3.14)
0

onde w é a energia média liberada por fissao. O coeficiente A; é dado, entao, por

Py
U)Ef

A= {e”H — eT3H] A, (3.15)

onde

Dessa forma, a expressao para o fluxo de néutrons fica:

P
U)Ef

6(2) = AKemH _ ergH) erE L (ergH _ er1H>er2z 4 <er1H _ er2H> } (3.17)

Substituindo o fluxo na equacao (3.1a), obtém-se a expressao para a concentracao

de precursores:

P,D
O( - t A . T‘QH (’I“% + BQ>er1z + (erlH . ergH) (7“% + BQ>67"2Z
)\U)Zf

+ — “H) <r§ + BQ>e’"3Z] )

(3.18)

As equagoes do sistema estaciondrio, (3.1a) e (3.1b), possuem dois casos
limites de interesse que serao vistos na proxima secao: a aproximacao de velocidade

infinita e a de nao-recirculacao dos precursores.

3.2 Casos limites do sistema estacionario

3.2.1 Aproximacao de Velocidade Infinita

Antes de fazer a aproximacao de velocidade infinita, precisamos escrever a
concentracao de precursores em termos do fluxo de néutrons, resolvendo a equagao

diferencial (3.1b) pelo método do fator integrante:
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u

dii [C’(z) exp()é)} = %ng (2) exp()\i>. (3.19)

Integrando ambos os lados entre 0 e z, obtemos

(J(z)exp(Ag)— :”Zfﬁ/gb exp< )d (3.20)

e substituindo a condi¢ao de contorno para C'(0) (Eq. (2.5b)):

O(z)eXp(Af>—C(H)exp( u):”Efﬁ/ (2 exp( )dz’. (3.21)

u

Para encontrar C'(H), basta avaliarmos essa equacao em z = H:

C(H)[exp(A%)—exp( A= )} :”Zfﬁ/ (2 exp( )dz (3.22)

e isolando C'(H), obtemos a expressao para a concentracao de precursores na saida

do reator:

C<H):exp(£) 1exp( )W/ o () 6

Substituindo, entdo, na equacao (3.21) e fatorando os termos, temos:
z vy B exp(—AL/u) z'
C (\2) === / dz’
(2) exp u kE u { exp(AH /u) — exp(—AL/u) o) exp

+ /0 T o(+) exp (A%) dz’}.

Multiplicando por exp(AL/u) o numerador e o denominador da fragao do primeiro

(3.24)

termo, e isolando C(z), finalmente obtemos a expressao para a concentragdo de

precursores:

C(z) = ng{ {exp(/\L—ZH) - 1} h /OH gzﬁ(z')exp()\%/) dz'
/ (2') exp (A%) dz }exp(—Ai).

(3.25)
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Podemos fazer uma andlise fisica dessa expressao. O termo [exp(A(L + H)/u)—1] -

pode ser expandido em uma série geométrica e escrito como:

. ( )\L+H)
Xp{ — 0o
1 U L+ H
= =) —i (3.26)
L+ H L+ H eXp( ! )
exp()\ —; )—1 1—exp(—)\ —; ) i=1 “

que substituido na equagao (3.25) nos da:

C(2) :VEfﬁ{Z/ (2 exp(A%—Mn)dz

/¢ exp( )dz}exp<—A§),

onde 7, = (L+ H)/u é o tempo total que os precursores demoram para circular todo
o sistema. Com isso, pode-se interpretar fisicamente cada integral da expressao
de C(z): a segunda integral estd relacionada com os precursores gerados na atual
circulacao do combustivel entre a entrada do reator e o ponto z, enquanto que a
primeira integral esta relacionada com os precursores gerados em todas as circulagoes
prévias pelo sistema [10].

Voltando para a aproximacao de velocidade de escoamento infinita, ao to-
marmos o limite u — 0o na equagao (3.25), podemos aproximar as exponenciais
exp(\z'/u) e exp(—Az/u) para 1, enquanto que exp(A(L + H)/u) aproximamos pela

sua expansao de Taylor em primeira ordem (para evitar uma divisao por 0):

exp ()\ﬂ) ~1+ /\L + H. (3.28)
u

u

Substituindo essas aproximagoes na equagao (3.27), temos:

C(z) = 5”5]‘ { T Li 3 /0 o(2) dz’+% /0 ) o(2) dz’}. (3.29)

Desprezando o segundo termo da equacao por estar dividido pela velocidade, obte-

mos a expressao para a concentracao de precursores quando u — 0o

C(z) = Co = Lﬁlfl’; / (= (3.30)

sendo importante ressaltar que Cy nao depende da posicao axial z. Isso acontece
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pois quando os precursores sao produzidos apos a fissao, rapidamente o escoamento
do combustivel homogeneiza sua concentragao, tornando-a uniforme.
Com a expressao de C calculada, podemos substitui-la na equacao do fluxo
(3.1a), obtendo: 2 A
— + B%¢ = ——=C(\. 3.31
dz? ¢ D" ( )

A solucao dessa equacao é obtida combinando as solugoes homogénea e particular.

Elas sao dadas por

on = Ay cos(Bz) + Agsin(Bz), (3.32a)
ACo
% ="pp (3.32b)

Os coeficientes A; e Ay podem ser obtidos pelas condicoes de contorno:

ACy Ay

¢(0)10%A1—DB2:0—>A1:@,

(3.33a)

1 —cos(BH) \Cj

o(H)=0— ACo (cos(BH) — 1) + Agsin(BH) =0 — Ay =

DB? sin(BH) DB?
(3.33Db)
Com isso, a expressao para o fluxo de néutrons fica:
ACy 1 —cos(BH) .
Qb(Z) = DB2 COS(BZ) + W SIH(BZ) — ]_ . (334)

A amplitude do fluxo de néutrons dependerd da normalizacao de ¢, dada pela
poténcia do reator (3.14). Substituindo a expressao de Cy (Eq. (3.30)), usando

essa normalizagao, na expressao do fluxo de néutrons, obtemos:

. By Py
- DB2(L+ H)kwYy;

1 —cos(BH)
sin(BH)

o(2) cos(Bz) +

sin(Bz) — 1] . (3.35)

O termo da segao de choque macroscépica de fissao, Xy, nao se cancela pois geral-
mente considera-se que vy e wdy sao parametros diferentes.

Na férmula do fluxo, dada pela equagao (3.35), todos os parametros sao da-
dos do reator, exceto pelo fator de multiplicagdo k (e consequentemente B(k)), que
¢ calculado pela condicao de criticalidade, determinada pela terceira condicao de
contorno, que no caso é a condi¢ao para a reentrada dos precursores. No entanto,

como na expressao para C essa condi¢ao de contorno ja foi aplicada, essa expressao
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pode ser usada para determinar a condicao de criticalidade. Assim, podemos substi-
tuir a expressao de ¢(z) na expressao (3.30) de Cy [11], e integrando explicitamente

¢(Z') entre 0 e H, obtemos

ML+ H)k ACy |sin(BH) 1 —cos(BH)1— cos(BH)
T = - H .
Buyy C=pp| B T sin(BH ) B , (3:36)
ou ainda, apos algebrismos,
D(L+ H)k
Bsin(BH) |H + A UL B [1 - cos(BH)]. (3.37)
ﬁny

Agora, multiplicando a equagao por SvX;/(Dk) e expandindo o termo B?(L+ H):

5sz 6V2f

H + B*H + B*L
Dp TP Dk

=2

Bsin(BH) [1 - cos(BH)} , (3.38)

e substituindo B? pela sua definigao (3.3a) no termo B?H, temos

ﬂVEf
Dk

l/Ef/k'— >

Bsin(BH) 5 “H+BL| =2

[1 - cos(BH)} . (3.39)

Podemos identificar o termo (vX¢/k — X,)/D como a defini¢ao de B2 (Eq. (3.3b)),

simplificando a equacao para

BVEf
Dk

2 [1 - cos(B(k)H)} — B(k)sin(B(k)H)

B2 (k)H + Bz(k)L] =0, (3.40)

e lembrando que tanto B% e B2 sao fungoes de k. A partir dessa equagao transcen-
dental, o valor de k£ pode ser calculado numericamente, sendo o fator de multiplicagao

efetivo kesr definido como a maior solugao dessa equagao.

3.2.2 Aproximacao de Nao-Recirculacao dos Precursores

A aproximacao de nao-recirculacao dos precursores implica em considerar
que o tempo de transito na tubulacao tende a infinito e, consequentemente, todos

os precursores que saem do reator decaem antes de reentrar nele. Ou seja:

T — 00, (3.41a)

& =exp (—)\%) ~ 0. (3.41b)
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Relembrando a condicao de contorno para os precursores na entrada do reator,

C(0) = C(H) exp <—/\§>, (3.42)

podemos ver que essa aproximagao € véalida quando a constante de decaimento dos
precursores A ¢ alta, quando a velocidade de escoamento u é baixa, quando o compri-
mento da tubulacao L é grande, ou de forma mais realistica, quando a combinagao
desses trés parametros tornam o termo AL/u relativamente grande. Por exemplo,
quando AL/u = 7, menos de 1% dos precursores retornam ao reator sem terem
decaido.

Como a aproximacao ocorre apenas na condi¢ao de contorno para os precur-
sores, o desenvolvimento da solucao é similar ao caso sem aproximacao, alterando

apenas a condigao de criticalidade. Partindo da equagao caracteristica (3.7)
5, Ao 2 Ao
r° 4+ —r*+ B*(k)r+ =B (k) =0, (3.43)
u u

podemos, conforme ja mencionado, calcular analiticamente as suas raizes. Fazendo

a substitui¢do r = s — \/(3u), obtemos
s*+ps+q=0, (3.44)

onde os coeficientes p e ¢ sao definidos como

A

=B - = 3.45
p ™ (3.45a)
203\ B2
= (B —-—=). 3.45Db
= ons * u( o3 ) ( )
O discriminante dessa equagao cibica é dado por [40]
3 2
p q
A="—+4=— 3.46
5 T (3.46)
que, quando substituidos os valores de p e ¢, torna-se
B¢ A2 A2 A\ A2
A== — B* - — B2 B? B2 + -—DB,. 3.47
27  108u? 6u? ™ + 27ut ™ + qu2 ™ (347)

Relembrando as definigoes de B? e B2, (dadas pelas equagoes (3.3a) e (3.3b),
podemos escrever B2 em fungao de B%:

B2 = B* + 7, (3.48)
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onde . Bl/Ef/k

= (3.49)

Ao substituir essa expressio de B2 no discriminante, obtemos a seguinte
forma de A [10]:

JzA N CIPRD C RS CRIND CR ¢
B* + B—i—EBW—I—wV +27u4

A= 2
27 + 27u? 27ut

7. (3.50)

Esta forma é 1til pois, como todos os parametros sao positivos, podemos concluir
que o discriminante A sera sempre positivo. Dessa forma, sabemos que a equacgao
cibica possuird uma raiz real e duas raizes complexas conjugadas [40]. Essas raizes

serao dadas por:

T+ Z\/g
S12 = — 5 Y + (z - y)Tv (3.51a)
s3=1a+Y, (3.51Db)

onde

Wl

x:{—g+%q, (3.52a)

3

yz{—g—Vq, (3.52b)

e voltando a variavel r, podemos finalmente escrever as raizes como

T2 =0 £ iw, (3.53a)
rs=c+y— %, (3.53Db)
onde
A
v:—x;y - (3.54a)
w=(x— y)\/7g (3.54b)

A separacao das raizes complexas nas suas partes reais e imaginarias é im-

portante para simplificar a expressao da solucao para o fluxo. Com isso, temos:

o(2) = €' | Ay cos(wz) + Ay sin(wz)] + Agze™?. (3.55)

Ao aplicarmos as condigoes de contorno ¢(0) = 0 = ¢(H), podemos eliminar dois

dos coeficientes, escrevendo-os em funcao do terceiro. Assim:
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¢(0) =0 — A3 = —Ay, (3.56a)
_ exp(rsH) — exp(vH) cos(wH)
sin(wH)

Ay (3.56D)

A terceira condigao de contorno, usando a aproximagao exp(—AL/u) ~ 0 na
equagao (3.6b), torna-se:

d*¢
dz?

~ 0. (3.57)

z=0
Ao derivarmos duas vezes a expressao do fluxo (3.55), temos:
0 (0~ uh)8(2) + 2006 [ Ay cos(wz) — Avsin(ws)] + (5 +? - o?) dy
p Rl CR L C vwe o cos(wz 1 sin(wz 3 Fw® — o)Az e
(3.58)
Avaliando em z = 0 e substituindo as expressoes de A; e Az, obtemos a condigao

de criticalidade

exp(rsH) — exp(vH) cos(wH)
sin(wH)

v? —w? — 13 + 2vw =0, (3.59)

lembrando que as variaveis v, w e r3 estao todas em funcao do fator de multiplicagao
k, e que a maior solucao dessa equagao ¢ definida como o fator de multiplicacao

efetivo k.sp. A partir dessa equacao, também podemos simplificar a expressao de A,

exp(rsH) — exp(vH) cos(wH)A r2 +w? — 02
1=

A, —
? sin(wH) 20w

A (3.60)

A condicao de criticalidade também poderia ser obtida aplicando a apro-
ximagao & = exp(—AL/u) ~ 0 na condigao f(k) = 0 da segao 3.1, com f(k) dado

por

f(k)=1r? (emH — €T2H> + 72 <6”H — emH) + 73 (e”H — e”H>, (3.61)

e que se reduz a equacao (3.59) com as devidas substitui¢oes e manipulagoes

algébricas. A expressao final para o fluxo fica, entao

2uw

6(2) = A, {ew [cos(wz) Lo sin(wz)] - e} (3.62)
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enquanto que para a concentracao de precursores temos

(T§ —v? 4 w2) (32 + 0% — w2)
2vw

C(z) = ?Al{

- QUUJ] e’ sin(wz)
(3.63)
+ (7“?2) + BQ) [e”z cos(wz) — e”?’z} },

e com o coeficiente A; calculado pela normalizagao do fluxo (poténcia do sistema).
Pode-se ver que, para z = 0, o termo em colchetes fica [exp(0) cos(0) — exp(0)] =0
e no segundo termo, exp(0)sin(0) = 0, tornando C(0) = 0 como era esperado pela
aproximagao feita.

As expressoes para o fluxo dadas pelas equagoes (3.63) e (3.13) sao equiva-
lentes, sendo diferentes apenas pela separagao das raizes complexas nas suas partes
reais e imagindarias e, consequentemente, possuindo coeficientes distintos. O mesmo

vale para as expressoes da concentracao dos precursores.

3.3 Influéncia da velocidade de escoamento no sis-
tema

Com a solugao analitica obtida na secao anterior, podemos analisar como a
velocidade de escoamento influencia nas variaveis do sistema: o fluxo de néutrons,
a concentracao de precursores e o fator de multiplicagao efetivo.

Pelos graficos das figuras 3.1 e 3.2, podemos ver que a forma espacial do fluxo
nao é muito afetada pela velocidade, mantendo sempre uma forma parecida com a
do caso de combustivel sélido (senoide). A concentragao de precursores, entretanto,
tem a sua forma espacial bastante alterada, partindo de uma forma senoidal, igual
a do fluxo para velocidade nula, e se deformando até se tornar uniforme, quando a
velocidade tende a infinito. A normalizacao usada para os fluxos e os precursores

foi

/0 o(z)dz =1, (3.64)

para que fosse possivel comparar diretamente as variaveis para diferentes velocida-

des.
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Figura 3.1: Distribuigao axial do fluxo de néutrons para diferentes valores da velo-
cidade de escoamento em cm/s.
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Figura 3.2: Distribuicao axial da concentracao de precursores para diferentes valores
da velocidade de escoamento em cm/s.
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A pequena dependéncia da forma espacial do fluxo com a velocidade de es-
coamento é devido a equacao de difusao nao depender explicitamente da velocidade
de escoamento, dependendo dela apenas implicitamente pela concentracao de pre-
cursores. Essa dependéncia direta nao acontece pois a escala de tempo da colisao do
néutron em um ntcleo e a subsequente fissao é muito menor que a do escoamento
do combustivel. No entanto, a escala de tempo entre a fissao e o decaimento de um
precursor é bem mais longa, se aproximando da escala do escoamento, e que também
dé origem a denominacao de “atrasado” aos néutrons criados pelos precursores.

Para analisarmos a influéncia da velocidade no fator de multiplicacao (k.yr),
sera mais pratico usarmos a definicao simplificada de reatividade em torno da criti-
calidade (p = 1—1/k.ys), servindo como uma mudanca de variaveis para uma escala
de valores mais praticos de serem analisados. Na figura 3.3 usou-se uma combinagao
de parametros que tornasse o reator critico quando a velocidade de escoamento fosse

nula.

o)
o
T
I

4
o
o
T
I

= -200

-250

-300

-350

_400 Il Il Il Il Il
0.01 0.1 1 10 100 1000 10000

u (cm/s)

Figura 3.3: Reatividade, p, em funcao da velocidade de escoamento, u, em escala
logaritmica para a velocidade.
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A partir da figura 3.3, podemos notar que o aumento da velocidade causa
uma perda de reatividade no sistema. Isso se explica pelo tempo que os precursores
permanecem dentro do nicleo entre seu nascimento apds a fissao e sua subsequente
saida do reator para a tubulacao. Enquanto que para baixas velocidades esse tempo
é suficiente para que quase todos eles decaiam dentro do nucleo, gerando néutrons
atrasados que contribuem para as proximas fissoes, para velocidades entre 1 e 100
cm/s o tempo de permanéncia no reator passa pela ordem de grandeza da vida
média dos precursores, fazendo com que uma parte maior deles decaia fora do reator
e causando assim a queda brusca de reatividade visto na figura 3.3. Acima de 100
cm/s, a perda de reatividade torna-se menos sensivel ao aumento da velocidade,
pois o tempo total de circulagao do combustivel passa a ser muito menor que a vida
média dos precursores e a concentracao tende a se homogeneizar, como visto na
figura 3.2. Com isso, podemos identificar as velocidades limites: velocidade nula:
u < 0.1 em/s; velocidade infinita: « > 1000 cm/s.

No préximo capitulo sao deduzidas as equacoes da cinética pontual, cujos
parametros dependem diretamente do fluxo e dos precursores, que sao obtidos pelas

solugoes das equacgoes estacionarias vistas neste capitulo.
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Capitulo 4

Equacoes da Cinética Pontual com

Atualizacao dos Precursores

As equagoes da cinética pontual (ECP) para um reator a combustivel liquido
podem ser deduzidas a partir das equagoes da cinética espacial (Egs. (2.2a) e (2.2a)),
junto das equagoes do sistema estacionario (Egs. (2.4a) e (2.4b)) e das equagoes
adjuntas (Egs. (2.6a) e (2.6b)). Esse método de dedugao para o modelo de cinética
pontual é andlogo ao proposto por Henry para reatores com combustivel sélido [37].
O modelo resultante é similar ao proposto por Lapenta et al. [27], com a diferenca
da inclusao da atualizacao da forma espacial dos precursores, que, como sera visto
mais adiante, é importante para uma melhor aproximacao da cinética pontual em

relacao ao modelo de cinética espacial.

4.1 Deducao das equacoes da cinética pontual

Comecando pelas equagoes para o fluxo estacionério e o adjunto, multiplica-
mos a equagao (2.2a) de cada grupo g de energia por ¢;(z), integramos em relacao

a z de 0 até H, e somamos cada equagao resultante de g = 1 até g = G:
199, cot %6, <
[ s Z/ | DG T

+ Z { sg—g + (1= B)Xp,g VEfrg — Lt g gg }%11 dz.

Agora fazendo o mesmo para a equacao (2.4a), mas multiplicando por ¢4(z,t) e

permutando os indices g e g/ nos seus respectivos somatérios duplos, obtemos:

47



0—2:/O g gdde+ZZ/ 6y vL B; Cr dz

g=1 i=1

Y / 20y (L= D) 72— S0, 8 by

g=1g=1

(4.2)

onde o K.fr = 1 pois assume-se que a configuracao inicial estava critica. Integrando
por partes os termos com derivada segunda e depois subtraindo a equacao (4.2) da

equacao (4.1), obtemos a primeira parte das equagoes da cinética pontual:
1 ngg / 8%
dz
> [ e -3
+ Z 05 { ATy + (1= By A(VEry) = ATy by oy (4.3)
=1
I I I
+ Cr iAW) by — Y CBivSrg b+ Y b Xi,gAiq] dz
i=1 i=1 i=1

onde o operador A é definido como a diferenca entre o valor de um parametro apés
o inicio do transiente e seu valor inicial pré-transiente.

Para as equagoes dos precursores na cinética pontual, primeiro multiplicamos
a equagao (2.2b) de cada familia i de precursores por C}(z) e integramos entre 0 e

H, obtendo

L9, "o 90 " e
/Oq o ——/0 Clu(t) = dz /OCi)\iCidquZ/o C BivEs g O dz.
g=1
(4.4)

O mesmo ¢ feito na equacao (2.4b), mas multiplicando por C;(z,t). Assim

H *
0:/ C’iuodf dz—/ C’)\C'*dz—l—Z/ Ci NiXigPy dz. (4.5)
0 0

Integrando por partes, temos
H .
| cr@uw iz a: - cxmutn o - O un 0.1
0

—/0 C’i(z,t)u(t)%sz)dz.

(4.6)

A derivada do precursor adjunto pode ser escrito em fungao das variaveis
adjuntas, usando a equagao (2.22). Agora, subtraindo a equagao (4.5) da equagao
(4.4) e usando a expressao (4.6) e a condi¢ao de contorno (2.3c), obtemos a segunda

parte das equagoes da cinética pontual
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H 50 G ,H G ,H
/0 o dz:;/o CrBivEy g g dz — ;/0 & Xig Ni Ci dz

H G
+ /0 { > Xy 0y —Ci } Bull)y 0rdz 4 Cr () uCi(H. t)] (4.7)

U
g=1 0

+C70) u(t) &(1) Ci(H, t = 7(1)).

Usar a condicao de contorno no tltimo termo dessa equacao é importante para
aumentar a precisao do modelo, visto que é com isso que se da origem ao termo
atrasado da equagao, C;(H,t — 7(t)), e que modela o fenomeno do escoamento do
combustivel na cinética pontual de forma mais apropriada [36].
Para obtermos as equagoes da cinética pontual, precisamos separar o fluxo
e 0s precursores em suas partes espaciais (formas espaciais) e temporais (fatores
de amplitude). No entanto, para a forma espacial dos precursores serd mantida
uma pequena dependéncia temporal bem mais lenta que seu fator de amplitude. A
separacao de variaveis, entao, fica:
bg(2,t) = ¢g(2) P(t), (4.8)

Ci(z,t) = Ci(z,t) Gi(t), (4.8Db)
com as fungoes P(t) e G;(t) sendo normalizadas para 1 em ¢t = 0, de modo que, no

inicio do transiente, suas respectivas formas espaciais coincidam com as solucoes das
equagoes do sistema estacionario. Ou seja:
g(2,0) = ¢y(2), (4.9a)
Ci(2,0) = Ci(2,0) = C(2). (4.9b)
O fator de amplitude P(t) também pode ser interpretado como uma poténcia rela-
tiva, tomando como base a poténcia do sistema estacionario.

Para que a forma espacial dos precursores seja definida de forma nao ambigua
ela deve satisfazer alguma condicao de normalizacao. A normalizacao a ser usada
serd a proposta por Pazsit et al. [13], pois esta incorpora a maior parte das mudancas
na magnitude da concen};lraqéo de precursores:

d .

i ), Ci(2) Ci(z,t)dz =0,

y y (4.10)
‘./0 C;‘(z)é’i(z,t)dz:/o Ci(z) CY(2) dz.

A separacao de varidveis usada para a concentracao de precursores, na qual

49



mantém-se uma dependéncia temporal em sua forma espacial, é a mudanca funda-
mental em rela¢do ao modelo proposto por Lapenta et al. [27], na qual a separagao
dos precursores é feita com uma forma espacial estatica, similar a que é usada para
o fluxo. Pézsit et al. [13] mostra que, ao fazer com que a forma espacial seja igual
a distribuicao estacionaria da concentracao de precursores, a condicao de contorno
para os precursores nao pode ser satisfeita, pois a fatorizacao de uma funcao com de-
pendéncia espaco-temporal em fungoes dependentes do espaco e do tempo de forma
separada nao é possivel para fungoes que expressem propagacoes, ou seja, funcoes do
tipo (2 — ut), como ¢ o caso dos precursores em um sistema de combustivel liquido
circulante.

No modelo presentemente proposto, consideramos a forma espacial do fluxo
constante, pois sua variacao é consideravelmente menor que a da forma espacial dos
precursores, devido a essa tltima possuir uma dependéncia explicita da velocidade
de escoamento na sua equagao (Eq. (2.2b)). Assim, é necessério recalcular apenas a
forma espacial dos precursores durante o transiente, e isso pode ser feito em inter-
valos de tempo maiores que os usados para calcular os fatores de amplitude P(t) e
Gi(t), j& que a escala de tempo do escoamento do combustivel é maior que a escala
da fissao.

Usando a separagao de varidveis das equagoes (4.8a) e (4.8b) para o fluxo e
o0s precursores, junto com a normalizagdo expressa pela equagao (4.10), as equagoes

(4.3) e (4.7) podem ser escritas como

3. e - {5 [ Een

+ Z 0g(2) {Azs,g’—m + (1= 5) Xpg A(szvg’) — AXy 4 0gy }Cbg/(z)

I G It
l:l g=1
H ~
+Z Z/ ¢;(2) Xighi Ci(2,t) dz
i=1 [ g=170

}P(t)

(4.11a)

Gi(t),
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/OHC;() ztdz]

[Z/ (2) BivEpg dy(2) dz
Z/0 95(2) Xigi Ci(z,1) dz+/ {ZXZQ¢ )}Azst))\i (2, t) dz

g=1

+ Cr(H) u(t) Ci(H, 1)

Gi(t) + |Cr(0) u(t) &(t) CulH t = 7(1) | Gult = 7(2).

(4.11b)
e que podem ser reescritas na forma usual do modelo de cinética pontual:
A 0 = [ - )] Py + Yo A0 Gt (4.122)
aCi(t) _ o
As(t) S22 = Bilt) P@) = [A(t) + ust) + (D) Gilt) + () Gt — 7(1)),
(4.12Db)

com parametros cinéticos definidos por:

0 I

plt) = ﬁ Z / { - D, Ty 2 CilE) B8 (s) 65(2)

G
+ Z (;5;(2') {Azsvg’—m + (1 - 6) Xp.g A(Vzﬁg’) - Aztg 599’} ¢2'(2)} dz,

(4.13a)
G H
Ai(t) = %Z /0 05(2) Xig Ni Ci(2, 1) dz, (4.13D)
G H
Bi(t) = ﬁZ/O Ci(2) BivEyg dg(z) dz, (4.13c)
Bty =D Bil), (4.13d)
1 & 1
At) = WZ/O gb;(z)v—g o) (2) dz, (4.13e)
At = ﬁ /0 (=) Ci(=, 1) de, (4.13f)
H G U ~
w0 =555 | {in,g #3(2) — C:(@}Au(f” A Gz 1) de. (4.13g)
n(t) = ﬁCj(H) u(t) Cy(H, 1), (4.13h)
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7i1) = Fig GO ult) &lt) CulH = 7(1) (4.131)

1 ~
t
O fator de normalizacdo F(t) representa a importancia [41][42][43] da taxa

total de producao de néutrons, prontos e atrasados, pela fissao. Esse parametro é

dado por:

G

H 1 G
Flty=)_ /0 ¢;(z){ Z Xig i Ci(2,t) + (1= B) Xpg D V55 ¢>2,(z)} dz. (4.14)

Esse fator é til pois faz com que os valores dos parametros sejam independentes da
normalizacao usada para as varidveis, além de atribuir significados fisicos para eles

[44]. Os parametros cinéticos podem ser descritos como [37][45]:

e p(t): expressao perturbativa da reatividade do sistema, parametro relacionado

as perturbacoes dos parametros nucleares (adimensional);

e [3;(t): fracao efetiva de néutrons da i-ésima familia de precursores (adimensi-

onal);
e A(t): tempo médio de geragao de néutrons (unidade de tempo);

° 5\1(15) parametro relacionado a uma modificacao da constante de decaimento

para a i-ésima familia de precursores (adimensional);

e A;(t): parametro associado com o tempo médio de vida da i-ésima familia de
precursores que é modificada devido ao escoamento do combustivel (unidade

de tempo);

e 1;(t): parametro relacionado com uma perturbacao na velocidade de escoa-
mento, que pode causar um acréscimo ou decréscimo de precursores da i-ésima

familia decaindo no nicleo (adimensional);

e 7;(t): parametro associado com a saida dos precursores da i-ésima familia pela

fronteira entre o reator e a tubulagao externa (adimensional);

e 0;(t): parametro relacionado a reentrada dos precursores da i-ésima familia
que nao decairam durante o transito pela tubulacao externa, e que da origem

ao termo atrasado (adimensional).
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4.2 Relacao entre os parametros cinéticos de com-
bustivel liquido e os de combustivel sdlido

Para compararmos os parametros cinéticos entre os modelos de combustivel
liquido e solido, primeiro consideramos ug = 0 na equagao dos precursores adjuntos

dada pela equagao (2.6b) a
Cr(z) = Xig®(2). (4.15)
g=1

Ou seja, no caso de combustivel sélido, os precursores adjuntos sao proporcionais
ao fluxo adjunto. Substituindo essa expressao para os precursores adjuntos nas

equagoes (4.11a) e (4.11b), obtemos
H G rH * 0
1, dpP d¢ de
(2)— dz|— = - —2AD,—*
Z/@ ¢9(Z)’Ug¢g<2) z dt {;/{] [ dz g dz

G
+ Z (b;(z) {AE&g/%g + Xt.g A(sz’g/) — A%, 5gg,}q§g/(z)] dz

}P(t)

. ; (4.16a)

T ¢ G
N ZZ/ Gy(2) Xig Bi Vi g (Z52/(Z) dz

=1 L g=1 g’:l

d| & e G G g
E[Z\/O ¢Z(Z) Xi,g CZ(Z,t) dZ] = [ZZ/O qb;(z) Xi,g Bz Vzﬁg/ QZS?]/(Z) dZ P(t)

(4.16b)

G

G I "
DI ERPTACEINCALOLE (417)

g=1 g'=1 i=1




foi agrupado com o segundo termo da segunda linha da mesma equacao,

Sy [ 6 (= 900 A0) 2 4.18)

g=1g=1

dando origem ao segundo termo da segunda linha da equacao (4.16a),

S35 [ 0 BB o) (1)

9=1g'=1

onde define-se o espectro de energia total de fissdo (néutrons prontos e atrasados)

Xtg = (1= 8) Xpg + D> BiXig- (4.20)

Além disso, os termos que envolvem a forma espacial C’i(z,t) e o fator de ampli-
tude G(t) dos precursores foram agrupados de volta na concentragao de precursores
Ci(z,1).

Podemos ver que as equagoes (4.16a) e (4.16b) sdo as mesmas desenvolvidas
por Henry [37] para o caso de combustivel sélido, apenas usando notagoes diferentes.

Definindo os parametros

G H G
=53 | [Z 5(2) {Azs,gqg + 00 A (V1)

9=t 9=l ) (4.21a)
_ AN, 599,} ()~ IAD, di] dz,
G G H
B0 = 75 >3 | 030 0088y ) (4.21b)
Bty =D oi(t). (4.21c)
G H
A) = %;/{) qs;(z)vig () d, (4.21d)
G H
Ci(t) = m ;/0 05 (2) Xig Ci(2, 1) dz, (4.21e)

G G H
F=3"Y" /0 8(2) xeg V1 82(2) dz, (4.21f)
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as equagoes da cinética pontual para combustivel sélido ficam

1

dP(t) _ plt) = B(t)

i A®) P(t) + Zzl)\i(t) Ci(t), (4.22a)
dCi(t) _ Bit)
T ORI CAREOARICS (4.22b)

Comparando os parametros cinéticos presentes no modelo proposto de
cinética pontual para combustivel liquido, obtidos na secao anterior, com os
parametros definidos de forma mais usual para combustivel s6lido, podemos identi-
ficar as diferencas entre eles. Os parametros p;,7; e 0; existem apenas no caso de
combustivel liquido pois tornam-se nulos quando nao ha escoamento do combustivel.
Ja os parametros e A surgem devido a presenga do termo convectivo que aparece
na equacgao dos precursores quando ha escoamento, fazendo com que a concentragao
adjunta de precursores deixe de ser diretamente proporcional ao fluxo adjunto.

Outra diferenga entre os modelos é a definicao da varidvel que representa
os precursores, que enquanto no modelo de combustivel liquido é usado o fator de
amplitude G;(t) obtido pela separagdo de varidveis dos precursores, no modelo de
combustivel sélido usa-se o parametro C;(t), que, além de depender da concentragao
de precursores Cj(z,t), também depende dos parametros ¢;(2), Ai(t), F'(t) e Xig-
Essa diferenca de definicao ¢ também motivo do surgimento dos parametros Aie A

O fator de normalizacao F(t) (expressao (4.14)) é definido com a forma es-
pacial tanto dos precursores quanto do fluxo, pois nao pode ser simplificado para
depender apenas do fluxo, como na definigao (4.21f), devido a forma espacial dos
precursores nao ser diretamente proporcional a do fluxo.

No proximo capitulo, as equacgoes da cinética pontual obtidas aqui sao usadas
para desenvolver o modelo de cinética inversa, na qual a reatividade p(t) é a incégnita

do sistema, e o fator de amplitude P(¢) é um parametro de entrada.
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Capitulo 5

Modelo de Cinética Inversa

O modelo de cinética inversa tem por objetivo usar as equacoes da cinética
pontual para resolver o problema inverso. Na cinética pontual, determina-se a
evolugao da poténcia (dada pelo fator de amplitude P(t), em unidades relativas
a poténcia pré-transiente) a partir de perturbagoes externas, ja conhecidas, nos
parametros nucleares (presentes na reatividade p) ou na velocidade de escoamento
(presente no parametro ;). J& nas equagoes da cinética inversa (ECI), queremos
determinar a reatividade p(t) necesséria para obtermos um perfil de poténcia P(t)
desejado.

Partindo da equagdo da cinética pontual para o fator de amplitude P(t),

Eq. (4.12a), podemos resolvé-la para a reatividade p(t)

0 =300+ i " iy MO G) 5.1)
onde o fator de amplitude dos precursores G;(t) é calculado pela equagao (4.12b)

Devido a dependéncia temporal dos parametros cinéticos e do tempo de
transito 7(t), além de ser uma equagao diferencial atrasada devido ao termo
Gi(t — 7(t)), a equagado dos precursores nao possuira solugao analitica. No entanto,
como sera explicado no capitulo 6, os parametros cinéticos variam mais lentamente
do que os fatores de amplitude ao longo do transiente, de forma que podemos consi-

dera-los constantes e atualizar seus valores apds cada atualizacao da forma espacial
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dos precursores. Com isso, podemos fazer algumas aproximagoes para obtermos
solugoes analiticas e semi-analiticas que serao lteis para verificar a validade do
método numérico, além de servirem para compararmos com solugoes ja conhecidas
da cinética inversa para reatores a combustivel sélido.

Vale ressaltar que o modelo de cinética inversa apresentado pode ser aplicado
em casos com realimentagao termo-hidraulica sem grandes modificacoes. Nesses ca-
sos, a reatividade p(t) é composta pela reatividade externa, pe,, e pelas reatividades
oriundas da realimentacao termo-hidrdulica, entre elas a resultante da variacao da
temperatura do combustivel (efeito Doppler), peoms, € pela variacdo da temperatura
do moderador, p,.q. Se considerarmos apenas esses dois efeitos de realimentagao, a

reatividade p(t) poderia ser decomposta em:

p(t) = pext(t) + pcomb(t> + pmod<t>7 (53)

sendo Peomp € Pmoq Usualmente definidas como
peomilt) = oy (T5(H) = T;(0)). (5.42)

prodlt) = o (Ton(t) = T (0)), (5.4b)

onde o e oy, s@o os coeficientes de reatividade do combustivel (ou coeficiente Dop-
pler) e do moderador, respectivamente. As variaveis T e T, sdo as temperaturas
médias do combustivel e do moderador, respectivamente.

A aplicagao das ECI nos casos com realimentagao termo-hidraulica é simples
pois o sistema de equacoes composto por estas equagoes € linear, diferente do caso
da cinética pontual. No caso das ECP, ha um termo que envolve o produto entre
a reatividade, que depende das temperaturas médias do combustivel e moderador,
e a poténcia do reator (proporcional ao fator de amplitude do fluxo de néutrons).
Como as temperaturas médias dependem da propria poténcia, isso da origem a um
sistema de equacoes nao-lineares, mais complexo de ser resolvido. No entanto, no
caso das ECI, como a varidvel dependente é a reatividade p(t) e o fator de amplitude
(ou poténcia) P(t) é apenas um dado de entrada, o sistema resultante é linear, e as

equagoes da ECI podem ser usadas para encontrar a reatividade externa peg;:

o7



pemt(t) = _<pcomb(t) + pmod(ﬂ) + B(t) + giii dzgt) - Pjtt) Z j\z(t) Gl<t>7 (55)

com G;(t) obtido pela Eq. (5.2) vista anteriormente.

5.1 Solucao semi-analitica

Uma solugao semi-analitica pode ser obtida para calcular os fatores de am-
plitude dos precursores. Essa solucao consiste em considerarmos o termo atrasado,

Gi(t—7(t)), como um termo fonte. Com isso, a equacao (5.2) pode ser escrita como

dcizit@) +AGi(t) = ApP(t) + Aa(t)Gilt = 7(2)), (5.6)
onde
Ay = M KEE; mlt). (5.72)
Ay(t) = 7\1((?)’ (5.7b)
Aﬂﬂgﬁg’ (5.7¢)

Cada um desses coeficientes ¢ diferente para cada familia i de precursores, mas foi
omitido o indice 7 por simplicidade.
Se considerarmos momentaneamente o lado direito da equagao como um

termo nao homogéneo,

Qi(t) = Ay () P(t) + Aa(t)Gi(t — 7(1)), (5-8)

teremos entao a seguinte equagao diferencial

dG;(t)
dt

+ AQ)Gi(t) = Qi(t). (5.9)

Com isso, formalmente tornamos a equacao dos precursores em uma equacao dife-
rencial ordindria, mas ndo esquecemos que o termo atrasado A4(t)G;(t — 7(t)) estd

dentro do termo fonte @Q;(t). Para resolver essa equagao, usamos o fator integrante
eRi(t

), onde t
Ri(t) = / At dt, (5.10)
0
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e entao obtemos a seguinte solucao
t
Gi(t) = {1 + / Qi(t') efii®) dt'}e‘Ri(t). (5.11)
0

onde lembramos que G;(0) = 1. Ao substituirmos @;(t) na expressao de G;(t),

obteremos
Gi(t) = {1 + / t [Af(t’)P(t’) + Ag(t)Gi(t' — T(t))] efts®) dt’}eRi(t). (5.12)

Apesar de a solugdo G;(t) depender de uma integral dela mesma, a integral serd
sempre sobre valores ja conhecidos de G;(t) devido ao seu argumento t —7(t), dando
origem a uma solucao semi-analitica que é facilmente determinada numericamente.
No capitulo 6 serd mostrado o método usado para determinar numericamente essa

solugao semi-analitica.

5.2 Aproximagao de parametros cinéticos e de
tempo de transito constantes

Para obtermos uma solucao analitica, uma aproximacao possivel de ser feita
é considerar todos os parametros da equacao (5.2) constantes. Para isso, teremos
que desconsiderar a variacao temporal do tempo de transito 7, enquanto que os
parametros cinéticos continuarao sendo atualizados apds cada atualizacao da forma
espacial dos precursores C;. No entanto, como os parametros Wi, ;i € o; dependem
diretamente da velocidade de escoamento u(t), eles nao poderiam ser atualizados na
mesma escala de tempo dos outros parametros, e sim na mesma escala de tempo
dos fatores de amplitude. Por isso, para fazermos essa aproximacao, sera necessario
que a velocidade de escoamento ou continue com o mesmo valor pré-transiente uy,
ou que varie em ¢ = 0 para uma velocidade u; que permanecerd constante durante
todo o transiente. No caso em que a velocidade se mantém igual a ug, o tempo de
transito 7 nao precisa de aproximacao, pois ja sera constante, tornando a solugao

mais precisa. A equagao (5.2) poderd ser escrita, entao, como:

Tl 4 4G 1) — AuGilt ) = A,P(), (5.13)
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onde

A= M’ (5.14a)
A
O-,
Ag= - 14b
Ap = /% (5.14c)

A solugao dessa equagao sera dada pela combinacao da solu¢ao homogénea e

da particular:

Gi(t) = Gin(t) + Gip(1), (5.15)

onde a solugao homogénea G; ,(t) é dada por (apéndice A)

A
oo 1 + T_d (1 — e_r”)
_ k Tt
Gin(t) = E T2 Ao € Wt (5.16)

k=—o00
e o parametro r; € definido pelas raizes da equacao caracteristica do problema:
L+ A— Ad e " = O,

) (5.17)
T = ;Wk (AdTGAT) — A.

Podemos encontrar a solugdo particular G;,(t) usando a transformada de

Laplace. Sabendo as seguintes transformadas:

LIGH(s) = /0 T e Gy (1) dE = Fi(s), (5.182)
f{%}m}(s) = /000 e‘“%it(t) dt = sF(s) — 1, (5.18Db)
LGt — )} (s) = /O T ety — rydt = _;ST FeTE(s),  (5.18)
LLP(1)}(s) = /0 T etply di = J(s), (5.18d)

podemos aplicar a transformada de Laplace na equagao diferencial (5.13), obtendo

SFi(s) — 1+ AFy(s) — Age—"Fy(s) — 2 (1 . e*”) = A J(s), (5.19)

S

Resolvendo para Fji(s), temos

2

Fi(s) = .
() s+ A— Age™" s+A— Aze™

(5.20)
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O primeiro termo do lado direito dessa equacao pode ser identificado como a transfor-
mada da solugdo homogénea (apéndice A), enquanto que o segundo é a transformada

da particular. Assim:
AfJ(S)
F; = .
#(9) s+A—Age

(5.21)

O denominador da equacao (5.21) é a prépria equagao caracteristica do pro-
blema, que possui raizes rp. Além disso, o denominador é um polindmio exponencial,
que consiste de polinomios em uma varidavel multiplicados por exponenciais dessa
mesma variavel. De forma similar aos polindmios convencionais, esse polinémio

também pode ser fatorizado [46][47]:

AfJ(S) ad 1
=A;J 5.22

k=—oc0

Como nao hé raizes repetidas, o produtério dessa equacao pode ser decomposto

como [48] ~

1 =~
11 P > S_krk, (5.23)

n=—oo n=—oo

simplificando a equagao (5.22) para

Ay J(s) — _Ci
=A . 24
ST A A OB p— (5.24)

k=—o00

Os coeficientes C}, podem ser calculados da mesma forma que os coeficientes C,, da
solu¢do homogénea (apéndice A): passa-se o denominador s + A + Agze™*" do lado
esquerdo para o numerador do lado direito e toma-se o limite s — r,,. Os termos
onde k # m se anulam (pois s@o raizes do numerador) e sobra apenas o termo com
k = m, cujo limite pode ser resolvido usando-se a regra de L’Hopital. Temos, entao,

1

(5.25)

9

onde o indice m foi substituido por k. Assim, a transformada de Laplace da solucgao

particular fica: =

Fip(s)=AzJ(s) )

k=—00

(5.26)

S—Tp

Identificando duas fungoes de s na equagao (5.26), > oo C;/(s —ry) e
AJ(s), a transformada inversa de Laplace serd dada pela convolucao das transfor-

madas inversas de cada uma dessas funcoes. Assim:
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— [ ) G N -1 N gy
G,-7p(t):k;m/0$ {S_—Tk}(t—t),ﬁf {A;J(s)}(t") at'. (5.27)

Sabendo que .2 '{1/(s — 7)}(t) = €™, finalmente obtemos a expressio para a
solucao particular do problema
o et
Gipt)= > / Crem AL P(t) dt'. (5.28)
k=—00 "0

Com isso, podemos escrever a solugao final para G;(t) para o caso nao-homogéneo

T'kt

€
GO = 2 T e

k=—o00

Aa

t
1+ T—(l —e ™) + Af/ P(t"e dt’] . (5.29)
k 0

A partir da expressao (5.29), podemos verificar a consisténcia dessa solugao.

Tomando A; = 0, obtemos

Gi (t) = eiAt

t
1+ Ay / P(the dt’], (5.30)
0

onde

1 re=—A, sek=0,
r,==-Wg(0) — 4 = (5.31)
T

ry — —00, se k #0,
sendo a segunda equagao responsavel por anular todos os termos do somatorio para
os quais k # 0, visto que estao multiplicados por €™ que tenderd a 0. Se fizermos
Ay = 0 também na equagao (5.13), obtemos uma equagao diferencial ordinaria que
possui a mesma solucao (5.30), provando assim sua consisténcia.

Podemos simplificar a solugao de G;(t) ao analisarmos as raizes 7, da equagao
caracteristica do problema. Sabendo que W_;(w) = W} (w) quando w > 0, onde a
notacao Wy, indica o complexo conjugado de Wy, deduzimos que também r_j = 3,
visto que 7 é uma combinagao linear de Wy(w) com nimeros reais e o argumento
w = Agre™ = oA e ™ também é positivo. As rafzes 7, podem, entdo, ser

separadas nas suas partes reais e imaginarias:
Te = O + lﬁk, (532)
e, consequentemente,

T — 7“7; = X — lﬁk, (533)
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onde

oy, = %Re (Wi(Agrer)) - 4, (5.34a)
B, = %Im (Wk (AdTeAT)>. (5.34D)

Separando o somatério da solucao de G;(t) nas partes em que k é negativo,

nulo e positivo, temos

— H(t Hy(t =\ H(t
Git) =Y —’“2( Joret 4 —02( ) ot 4 > —’“2( ), (5.35)
k=1

k=—o00

e substituindo k£ por —k no primeiro somatério:

_ Ho(t) rot - Hk(t) TRt H—k(t) Tt
Gilt) = —"e +; S e (5.36)
onde
Ht)= — 2|1+ 2901 ) 4 4 / CP)e e (5.37)
KAV = 1+ Agre—TeT Tk d 0 ' '

Como Hy(t) é composto por exponenciais e polinémios de r, ao conjugar-
mos 7, em sua expressao obteremos sua conjugada, Hj(t), e, da mesma forma
como r_p = 1}, temos também que H_j(t) = Hj(t). Além disso, sabendo que
e'kt = et [Cos(ﬁkt) +isin(ﬁkt)] e ekl = et | cos(Byt) — isin(ﬁkt)], podemos entao

simplificar os termos dentro do somatério da equagao (5.36):

Gilt) = Ho(t)eaot + Z {w cos(Bit) + iw Sin(ﬁkt)} ekt
k=1

(5.38)
onde foi usado By = 0, pois como o argumento Ay7e™ é sempre positivo, a funcao
Wy néo terd parte imaginaria (apéndice A).

Podemos ver na equacio (5.38) que o termo [Hy(t) + Hj(t)] /2 é a parte real
de Hy(t), enquanto que i[Hy(t) — Hj(t)]/2 ¢ a parte imagindria de Hy,(¢) mas com

sinal invertido. Assim, essa equacao pode ser escrita como

Gi(t) = o0 o 3 [Re(Hk(t)) cos(Bit) — Im (Hy(t)) sin(ﬂkt)] et (5.39)

2
k=1
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Com essa expressao, quando truncarmos o somatério para N termos precisaremos
calcular apenas N + 1 coeficientes, que é aproximadamente metade dos 2N + 1 coe-
ficientes que seriam necessarios calcular se nao identificdssemos a relagao de Hy com
H_, tornando a avaliagao numérica da solugao mais eficiente computacionalmente.
Substituindo essa solugao de G;(t) na expressao da reatividade, obtemos:

- N AP 1 Gy [(Holt)
P =0% P ar _P(t)z)\i{ ‘

. = i (5.40)
+ Z [Re(Hk(t)) cos(fByt) — Im (Hy(t)) Sin(ﬁkt)] eo"“t},

e lembrando que todos os parametros sao atualizados conforme a forma espacial dos

precursores for sendo recalculada.
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Capitulo 6

Solucoes Numeéricas

Neste capitulo sera detalhado o método numérico usado para resolver cada
modelo mostrado nas secoes anteriores: sistema estacionario e equacoes adjuntas,

cinética espacial, cinética pontual, e cinética inversa.

6.1 Equacoes do sistema estacionario e das
variaveis adjuntas

Para resolver numericamente as equacgoes do sistema estacionario, serd usado
o método de diferengas finitas centrado na interface [49], [50]. As derivadas do fluxo

de néutrons e das concentragoes de precursores sao discretizadas da seguinte forma:

d2¢2(z) ~ ¢2,j+1 - 2¢2,j + ¢2,j71 (6.1a)
dz? s Az? ’ '
)| -l
— : 6.1b
dz 2=z AZ ! ( )
onde
2 = jAz; j=0,...,N; (6.2a)
Az = H/N; (6.2b)
0s = Po(2); g9=1....G; (6.2¢)
Co; = CP(z); i=1,....L (6.2d)

sendo Az o tamanho da malha axial e N o numero de divisdes da discretizagao
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espacial do eixo z. Avaliando as equagoes (2.4a) e (2.4b) do sistema estacionario em

z = zj, obtemos:

0 0 Do
9 10 0 0 9 40
_A 5Pg+1 T [2 +2A 2] 93 A2 79d-1
(6.3a)
0 __
_ZESQ_W /7]-—2)(179)\1'01-7]- = ]{;ff 1— XQZVE g g
i=1
|:E + >‘z:| Oz',j - A zy 1= 51 Z VE g R (63b)
enquanto que as condi¢oes de contorno discretizadas ficam
Cgo = Ciy 5?' (6.4b)

As equagoes (6.3a) e (6.3b) valem para j =1, ..., N — 1 e a equacao (6.3b)
pode ser avaliada em j = N para relacionarmos C’g N com CP

CON L =0,

Az Az

1
0 =—" %, ..
BN 4 XAz Jug LN-1

Avaliando as equagoes (6.3a) e (6.3b) em j = 1, usando as condigoes de contorno
(6.4a) e (6.4b) e substituindo a relagao (6.5), as equagoes ficam:

0

DY
0 0
- A {z +2—} Zzsg%ggbgl

(6.6a)
_leg)\qol ffl— ngyzfg 0
U U 50 G
0 0 0 i 0 .
Az )\l il AT L N Aoy 4 ’ IRE 6b
{Az—i_ ]Cl’l Az 14+ NAz/ug Cin- 6 Z 79 Pg,1 (6.6b)

g'=1

Em j = N — 1, substituindo a condi¢do de contorno na equagao (6.3a), temos:

DO D
|:20 +2p:|¢ON 1 gN 2 Zzsg—)g g, N—1
(6.7)

_ZXZQACle 1— XQZVEfg g/ N—1-
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Com isso, podemos escrever as equagoes discretizadas na sua forma matricial:

1
Kers

Atpy = —F1py, (6.8)

onde A e F sao matrizes em blocos, de dimensao (G + I) x (N — 1), e 1o é uma

matriz coluna com os fluxos e precursores discretizados:

DY +8§, - St _P{,l _P{,I
8¢, - -DL+SLe -PL, - —PL;
A= : (6.9a)
0 0 P! 0
0 0 0 P |
PR F 0 0
0 0
FL% FL% 0 0
F = : (6.9b)
FP) o Fig 0 - 0
0 0
_FIIJ,I e F?,G o --- 0_
- T
¥y = | L@ @, CLL L ) Y (6.9¢)
0_ [.0 0 0 T
¢g = | g,1r ¢g,j7 R ¢g,N—1:| ) (69d)
0_ [0 0 0 T
Cl=ch, .. C CLN_I] , (6.9¢)

0 f 0 0 1o 0 o5 : . ~ .
e os blocos S, /. P, ngg, Ff,g , Dy e P}, sdo matrizes de dimensao (N —1) definidos

por:
o[ FRe N seg=4¢,
Sgg = . / (6.10a)
_Zs,glﬁg Ino1, seg#d,
P/, = XighiIno1, (6.10b)
Fl = (1= B)xg(vEr0)y In-1, (6.10¢)
Fly = Bi(v2r0)g TN, (6.10d)
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L . -
99 9
N N 0 0 0 0
DO DY DY
g 97 g 0 0 0
Az? Az?2 Az?
DO D° D°
0 0 0 g 97 g
Az? Az? Az?
DO DO
9 _9_9
0 0 0 0 A2 A2
Ug Uo 3
0N 0 0 .- 0 0 0 S
Az + Az 14+ NAz/ug
Uo Uo
— —+X 0 - 0 0 0
Az Az *
P! =
Uo Uo
0 0 0 —— — 4N 0
Az Az *
Uo Uo
0 0 0 - 0 —— — 4+ N\
Az Az
(6.10f)
onde ¥, = X7 — X7 . éasecao de choque macroscépica de remogao do grupo

g, In_1 é a matriz identidade de dimensao (N — 1), 0 é a matriz nula de dimensao
(N —1) e os indices 0 indicam que as matrizes sdo para o caso estaciondrio.

A equagao (6.8) pode ser reescrita como:
(AT'F)apy = kepr ¥y (6.11)

sendo o fator de multiplicagao efetivo ke 0 maior autovalor da matriz A~'F e 1,

o autovetor respectivo, que podem ser calculados pelo método das poténcias [51].
Vale lembrar que o autovetor 1, nao contém os fluxos e os precursores ava-

liados nas fronteiras. Esses serao dados pelas condig¢oes de contorno (6.4a), (6.4b) e

pela relacao (6.5):

b0 =0=0j, (6.12a)
0 6? 0
Cio = mci,N—la (6.12Db)
1
Civ =17 Cin1 (6.12¢)

1+ NAz/ug LN-1
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A normalizagao do vetor solucao 1, é dado pela poténcia, de forma que

G H
R=3 [ s, ) de
g=1"0

(6.13)

na qual w é a energia média liberada por fissao. Usando o método dos trapézios

para calcular numericamente a integral, a expressao para a poténcia fica:

G N-1
0 0 0
Ppm )y wSi, Y dg0z
g=1 j=1

(6.14)

A solucao numérica das equagoes das variaveis adjuntas é similar a do caso

estacionario. A equacao matricial é dada por

onde as matrizes A*, F* e 9" sdo dadas por

i
I

[(A*>71F*] 'l:b* — keff ’lb*,

—-Df + S(l),l SOG,1
Sla - =D+ 8¢
~P{, Pé,l
~P{, ~Pl,
0 £%+Ai
0 0
U 5? 0

Az T+ NAz ug
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0

(6.15)
(6.16a)
0 0
0 0
Uo Uop
0 -2
Az + Az
Ug
0 —+ N\
Az +
(6.16b)



F{{ - FL, FYY - FYY
0 ,0 ,0 .0
F{,G e Fé,G Fie - Fig
F* = , (6.16¢)
0 0o 0 0
O --- 0 0O --- 0
* [ * * * * * * T
W= |, ..,¢g,...,¢G,cl,...,ci,...,c,] , (6.16d)
* [ * * * T
6= [050 - Gy G| (6.160)
- T
Ci=[Ch s Gl Gl (6.16f)

Podemos notar que as matrizes do caso adjunto sao iguais as transpostas das ma-
trizes do caso estaciondrio. Também no caso adjunto, o autovetor ¥* nao contém
os fluxos e os precursores adjuntos avaliados nas fronteiras, que serao dados separa-

damente por:

Pg0="0= 9, n, (6.17a)
1

ctfy=— (% 6.17b

2,0 1+ )\ZAZ/UO 7,19 ( )
£9

CZ',N = 1 + )\Z‘AZ/UOCi’l‘ (617C)

6.2 Equacoes da cinética espacial

As equagoes (2.2a) e (2.2b) da cinética espacial serdo resolvidas numerica-
mente, fazendo primeiro a semi-discretizacao espacial e em seguida a integragao

numeérica. A discretizacao das derivadas espaciais é igual a do caso estacionario.

6.2.1 Semi-discretizacao da Variavel Espacial

Discretizando apenas a varidvel espacial, da mesma forma que foi feita na

secao 6.1, obtemos as seguintes equagoes:
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G
1 do D, D,
E dij = Az 2¢91+1 {Etg + ZA 21 ¢gy 292 ¢9J71 + Z Es,g’ﬁg ¢g’7j
. , 7 (6.18a)
+(1=B)Xg D V00 b i+ D XighiCij,
g'=1 i=1
dC; U u <
WW = — |:A—Z + )\z:| Ci,j + A_zCi’jil + ﬁl Z I/Zﬁg/ ¢g’,j7 (618b)
g'=1

onde os fluxos, os precursores e a velocidade de escoamento continuam com suas

dependeéncias temporais. As condicoes iniciais e de contorno discretizadas sao dadas

por:
Pgo(t) = 0= ggn(t), (6.19a)
9,5(0) = ¢y . (6.19b)
Cio(t) = Cin(t — (1) &(2) (6.19¢)
Ci(0) = C;. (6.19d)

As equagoes (6.18a) e (6.18b) valem para j = 1,..., N — 1. Avaliando essas
equagoes em j = 1, usando as condigoes de contorno (6.19a) e (6.19¢), e explicitando

a dependéncia temporal, temos

1 doga(t D
v QE;( ) :Azggﬁbgﬂ() [Etg+2 }(bgl +Zzsg—>g¢g’1( )

g

(6.20a)
(1-5 nguzfmgq +szgw“<>

G
ke [%M]C (0 + e (0) Conlt — 7)) + 8 Y g 01 (0)

(6.20b)

Na equagao (6.20b), o termo C; n(t — 7(t)) pode ser considerado como um termo
fonte, pois como é a concentragao de precursores avaliada num instante t — 7(t), ela
ja serd conhecida quando estivermos no instante ¢. Avaliando a equagao (6.18b) em

j = N, pode-se obter uma relacao entre C; y e C; ny_1:

) __[10)

dt Ar T )‘}C n(t) + ﬂci,]\f—l(t)' (6.21)

Az

Avaliando a equagao (6.18b) em j = N — 1 e substituindo a condigao de contorno
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(6.19a), obtemos

l d¢g,N71 (t)

G
D D
Vg dt = - |:Et,g + QA_;]Q:| gbg,N—l(t) + A_;¢9,N—2(t) + Z Es,g’—>g ¢g’,N—1(t)

g'=1
G I
+(1=B)xg D VS0 g n-1(t) + > XighiCin-1(t).
g'=1 i=1
(6.22)
Esse sistema de equagoes semi-discretizadas pode ser representado em sua

forma matricial:
da (¢
WO _ M) + QU - (1) (6.23)
onde M é uma matriz em blocos de dimensao (G + 1) x (N —1), ¥(t) é uma matriz
coluna com os fluxos e precursores semi-discretizados, e Q(t — 7(¢)) é uma matriz

coluna que representa um termo fonte. Eles sao dados por

v (D1 +Tyy) - T e U1P{,l T UlP{,I
UgTGJ e Vg (DG + TG,G) UGPé,l T UGPJC:,I
M(t) = ,
F? . Fi . Pi(t) --- 0
I F];J FII),G 0 o Py(t) |
(6.24a)
/MO:[@@)m,%@%m,@ﬁLCﬁLHWCﬁL”WCAwi
(6.24b)
6,(1) = [01(0). - G0(0). .- Ouna(t)] (6.24c)
Cu(t) = [0, ... cyg(t),...,chV1(t>}T, (6.24q)
Q@—ﬂﬂﬁz%ﬁpwu,aHWO@MOQw@—wauw
< . (6.24e)
GOCin(t—7(1), ..., &®)Crn(t —7(1))| |
QW@—T@»:[QW@—T@LOV“,Oi (6.24f)

e os blocos Dy, P;(t), Ty 4, Pg}i e F}, sio matrizes de dimensao (N — 1):
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D D
979 9
Az? Az? 0 0 0 0
D, D D
—9 _9 79 9
Az2 Az2  AZ? 0 0 0
D, = : : :
D, D D
-9 g g
0 0 0 Az? Az? Az?
D, D,
0 0 0 0 N —2E
u(t)
AL N 0 0 0 0
u(t) u(t)
Az Az Ai 0 0 0
u(t)  u(?)
0 0 0 Az Az ‘
u(t)
0 0 0 0 N
[(1 - ﬁ)XgVZf,g - 2B,g] INfly s5€ g = g,>
Tg,g’ =

[(1 - B)ngzﬂg’ + Es,g’—{q} IN—17 s€ g 7& g/,
Pﬁ,i = Xighi In—1,

sz’g = ﬁiUZf’g IN,]_.

(6.25a)

(6.25¢)

(6.25d)

(6.25¢€)

Foi mantida a dependéncia temporal apenas na matriz P; por possuir em

seus elementos a velocidade de escoamento, que consideraremos que podera variar ao

longo do transiente. Nas outras matrizes, consideramos que os parametros nucleares

variam instantaneamente de um valor xq pré-transiente para um valor x apds o inicio

do transiente, logo nao variando durante o transiente. No entanto, esse método é

facilmente generalizado para considerar a variacao temporal de qualquer parametro

nuclear.
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6.2.2 Integracao Numérica no Tempo

Para obtermos uma relacao entre C; y(t) e C; y—1(t), podemos integrar nu-

mericamente a equagao (6.21) pelo método de Euler implicito [49]:

ndC; N (1) o Tu(t) nu(t)
[ T dt = — /tnl |:A_Z + )\Z‘| Cz',N(t) dt + /tnl A—ZCLN,1<25> dt,

n—1

TN 1AL, (6.26)

no_omt— Uy on AL+
i,N Cz,N |:AZ+ :| i, N +AZ

At -1 At
Ty = [1 U+ AZAt} [03&1 T Un R fN—l} :

onde At = t, —t,_1 é o passo temporal e o indice n indica a funcao avaliada no
instante t,: C7; = Cyj(t,) e up = u(ty).
Para resolvermos a equagao (6.23) usaremos o método de Crank-Nicolson [49],

que ¢é equivalente a integrar numericamente a equacao pelo método dos trapézios:

b dwt) )
/tnl dt = / M (¢ dt+/let () dt, o

M7 p™ 4+ M Lqpn! n—pn 4 Qn—1-pn

sendo p,, = 7(t,)/At. Se p ndo for um nimero inteiro, o vetor Q" P~ é interpolado

linearmente da seguinte maneira:

QU™ = (1~ p—m) Q" — (1~ p—m—1)Q", (6:28)

onde m é o maior nimero inteiro menor que n — p, (m = |n — p,|). Se p, > n,
temos que Q" P = Q. Vale ressaltar que essa interpolacao requer que o passo
temporal At seja menor que o tempo de circulagao 7(t).

Explicitando 1" na equagao (6.27), obtemos

n 2 nil 2 n— n— n—pn n—1l—pn
P :{EI—M} HEHM 1]¢ '+ Q + Q! } (6.29)

sendo I a matriz identidade de mesma dimensao que M. A cada passo temporal,
" serd calculado pela equacao (6.29). Em seguida, calcula-se N Pela equagao

(6.26), e C7 pela condigao de contorno = O
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6.3 Equacoes da cinética pontual

Nesta secao detalhamos o cdlculo numérico dos fatores de amplitude, que
sao calculados pelas equagoes (4.12a) e (4.12b) da cinética pontual, e o método de

atualizacao das formas espaciais dos precursores.

6.3.1 Calculo dos Fatores de Amplitude

O sistema de equagbes da cinética pontual (Egs. (4.12a) e (4.12b)) pode ser

escrito na sua forma matricial:

W) _ () (1) + Syl 7). (6:30)

onde as matrizes sao definidas por

P(t) - 5(75) )\1(t) S\I(t)
A(t) A(t) A(t)
Bilt)  m) 0
M(t) = Ay (t) A(t) T : (6.31a)
Bi(t) 0 Cult)
| M) ()
Yi(t) = Ni(t) 4 s (t) + mi(t), (6.31D)
0 0 0 |
0'1(1?)
0 .0
S(t) = | Alz(t) A (6.31c)
O'[(t)
_0 0 Yol
(1) = [P(t), Gi(), . Gi), i) (6.31d)
¢(0)z[1, L] (6.31¢)

A equagao matricial (6.30) pode ser resolvida pelo método de Crank-Nicolson

[49], com passo temporal At:

—1
2 n
EI_M] {

" =

2
E I + Mn—l] ,l/)n—l + Sn wn—pn + Sn—l d)n—l—pn}‘ (632)
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Novamente, o indice n indica o termo avaliado no instante t,,, I é a matriz identidade

de mesma ordem que M (I + 1), e p, = 7(t,)/At. Quando p, nao for um nimero

inteiro, tanto C* """ (H), que aparece dentro da matriz S”, e 9™ 7" sio interpolados

linearmente:
CI P (H) = (n —p, —m)C™YH) = (n —p, —m — 1) C™(H), (6.33a)
PP = (0= py —m) " — (0= py—m = 1) 9", (6.33b)

onde m é o maior nimero inteiro menor que n — p,. Se p, > n, entdo P Fr = p°
e C'"P"(H) = CY%(H) = C°(H). Lembrando que para fazer essa interpolacio é
necessario que o passo temporal At seja menor que 7(t), ou seja, p, > 1 para todo

n.

6.3.2 Atualizacao da Forma Espacial dos Precursores e dos

Parametros Cinéticos

A forma espacial dos precursores é calculada a partir da equagao (2.2b)
usando o método de diferencas finitas, de forma similar ao que foi feito no caso

estacionario. A discretizacao é feita com um passo temporal maior:

AT = s At, (6.34)

onde At é o passo temporal que é usado para o cdlculo dos fatores de amplitude, e
s € o numero de passos nos quais resolvem-se as equagoes da cinética pontual entre
dois calculos consecutivos da forma espacial. A notacdao s = oo sera usada para
indicar os casos onde nao ha atualizagao da forma espacial dos precursores.

E possivel usar um passo temporal maior devido a diferenca entre as escalas
de tempo entre os diferentes fendmenos. A variacao temporal do fator de amplitude
dos precursores, G;(t), esta associada a répida variacao da populacdo de néutrons
no nucleo, enquanto que a variacao de sua forma espacial esta associada com o
movimento dos precursores causado pelo escoamento do combustivel.

A diferenca entre essas escalas de tempo é importante para esse método para
que nao se perca eficiéncia computacional [36]. Se usdssemos 0 mesmo passo tempo-

ral, o tempo de célculo ficaria da mesma ordem de magnitude do célculo numérico
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da cinética espacial, perdendo, assim, a grande vantagem da cinética pontual, que é
seu baixo tempo de calculo.
Lembrando a forma discretizada da equacao dos precursores dada pela

equacao (6.18b),

G
0 __ [@ i )\Z} i)+ S0 1)+ 55 Sy by s(0), (6.35)

Az Az

g'=1

e avaliando em j = 1, também usando a condicao de contorno dos precursores

(6.19¢), obtemos

G
dc;jf(t) _ {%Mi} Ci,l(t)+%&(t) Cin(t—7(t)+ Bi ; VY dgn(t). (6.36)

Combinando a segunda equagao, que € relativa a j = 1, com a primeira, que é
relativa a 7 = 2, ..., N, obtemos um sistema de N equacgoes que pode ser escrito

em sua forma matricial:

dC;
dt

Pi(t) Ci(t) + Fi P(t) + Qi(t — 7(2)), (6.37)

onde foi feita a separacao de varidveis no fluxo de néutrons, ¢, ;(t) = ¢3 ; P(t). As

matrizes sao definidas por

o _
- 0 0 0 0 0
u(t) u(t)
S I 0 0
P;(t) =
u(t)  u(t)
0 0 R it Py 0
0 0 0 % —% Y
_ (6.38)
G
Fo=6Y sy, [¢271, B0, 0] , (6.38D)
Ci(t) = |Cia(t), ..., Ci (1), -, CzN(t)]T; (6.38¢)
Qi(t — (1)) = ﬂz) &) [Contt = (1), 0,0, o}T (6.384)



Resolvendo a equagao (6.37) pelo método de Crank-Nicolson com passo temporal

AT, obtemos
-1
n __ _ n _ n—s n— S . n n—s TL—Pn n_s_pn
Ci_[ATI P] {[AT”P CI* o Fy [P PP Q7 4 Q) }
(6.39)

Nesta equagao, os limites de integracao sao t,_s e t, pois o passo temporal usado

foi AT, ou seja, s vezes o passo temporal At. A matriz I é a matriz identidade com
a mesma dimensao que P;(¢), ou seja, de ordem N.
Agora, separando as varidveis da concentracdo de precursores (equagao

(4.8b)), obtemos a equagao usada para atualizar a forma espacial dos precursores:

én _ 2 I_Pn - 2 I+Pn—s én—s Gr—s

AT 1 (6.40)
+ F; [P” + P"_S] + Q"+ Q?_S_p”}a,
onde:
. . 9T
Cr = [c;jl, L ngN} , (6.41a)
~0 0 0 0o 17
Co = [CM, L0 Cm} , (6.41D)
n—pn Un on [ An—pn ~n—pn T
Q= 1 Crm a0, 0] (6.41c)
com o valor dos precursores na entrada do reator (j = 0) calculados por
Cio =& C;,Lz:/p, (6.42a)
Cly Gy =& CIym G, (6.42D)
. G” Pn
Cio = &' C 'y N (6.42c¢)
sendo as equacoes validas parai =1, ..., I.

Para satisfazer a normalizacao dada pela equagao (4.10), a forma espacial
CN‘l-”(z) e o fator de amplitude G}' devem ser multiplicado e dividido, respectivamente,

por um fator de normaliza¢ao Fy ;(t,), dado por

/Hc*< )OO

C* ) Ci(z, L) dz

(6.43)

FNan
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onde essas integrais podem ser resolvidas numericamente pelo método dos trapézios
[49].

Nos instantes t,, 41, ..., thy(s—1), a forma espacial dos precursores C? se
mantém constante, até que seja atualizada de novo no instante ¢,,,s. Os parametros
cinéticos sao atualizados usando a forma espacial e também mantém-se constantes
no intervalo entre duas atualizagoes consecutivas. A figura 6.1 mostra o fluxograma

que representa o algoritmo numérico que foi usado nesta secao.

Entrada de dados nucleares, . Normaliza¢do da
e . Atualizagio da -
geométricos e numéricos . forma espacial e do
forma espacial dos .
fator de amplitude
dos precursores

precursores

Calculo dos fatores
de amplitude
(s passos de At)

Atualizagdo dos
parametros cinéticos

Figura 6.1: Fluxograma do algoritmo numérico.

6.4 Equacoes da cinética inversa

As equagoes da cinética inversa serao resolvidas numericamente nas proximas
subsecoes. O caso geral, onde todos os parametros possuem dependéncia temporal,
é resolvido de forma similar a cinética pontual pelo método de diferencas finitas,
e também resolvido a partir de sua solugao semi-analitica. Ja no caso da apro-
ximacao de parametros constantes, serd detalhado o método para resolver a inte-
gracao numérica presente em sua solucao. Em todos os casos, ha atualizacao da
forma espacial dos precursores, que é feita da mesma forma como foi descrita na

subsecao 6.3.2.

6.4.1 Aproximacao de parametros constantes

No caso de aproximacao de parametros constantes, vimos na secao 5.2 do
capitulo 5 que a solucao é dada pela equagao (5.39):
Ho(1) -

Gi(t) = =t [Re(Hk(t)) cos(Bit) — Im (Hy(1)) sin(ﬁkt)]ea’“t, (6.44)
k=1
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onde

Az&+ﬁ+m, (6.45a)
Ay = Z— (6.45b)
Af = %, (6.45¢)

1
@ = ~Re(Wi(Aure™) ) = A, (6.45d)
1
B = —Im <Wk (AdTeAT)), (6.45¢)
Hy(t) = 2 1«+‘Ad(1 _””)—Fflt/%JDGU et ! (6.45f)
F 1 + AdTekaT Tk © ! 0 € ' )

Quando a forma do fator de amplitude P(t) for tal que a integral presente no
termo Hj(t) ndo possa ser calculada analiticamente, precisamos resolvé-la numeri-

camente. Denominando essa integral de Ix(t), definido por

I(t) = / t P(t"e ™ dt’, (6.46)

podemos resolvé-la pelo método dos trapézios, obtendo
n—1

At At
Ii(ta) = P(to)e "= + > Plty)e s m At + Plt)e =, (6.47)

m=1

e como temos que tyo = 0 e P(0) = 1, a expressao simplifica-se para

LAt nt — o A
L=+ Y PreTEmAL+ Pre ktn7. (6.48)
m=1

Avaliando I(t) em t = t,,_1, obtemos

At n—2 At
I]?_l _ 7 + Pme—rktht + Pn—le—rktnfl77 (649)

m=1

e somando P"'exp(—rit,_1)At/2 nos dois lados da equacdo, podemos incluir o
ultimo termo resultante do lado direito da equagao no somatorio, estendendo-o para

até n — 1: .
At At «—
In—l pn—l —rptn—1 — Pm —Titm ) )
ot e 5 =5t E e At (6.50)

m=1
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Assim, I} pode ser escrito em termos de I} ':

At
Ip = 74 S [Protete 4 preni] (6.51)

sendo que I? = 0 por definicao.

Essa expressao de I} é importante para que aproveitemos o calculo da integral
feito no passo anterior e evitar que a cada passo sejam calculados n — 2 termos
desnecessarios, tornando assim o calculo computacional da solugao mais eficiente.

A expressao para H}! fica, entao:

2 Ay
H =———|14+—(1—e")+ A} 6.52
k 1+ AdTe—rkT + Tk ( € ) + k| ( )
que ¢ substituida na solugao de G
n H(T)L apt = n n : ot
Gl = - € "+ E [Re(Hk) cos(Brtn) — Im(Hk) sm(ﬁktn)]e Kin (6.53)

k=1

Essa expressao é, por sua vez, substituida na reatividade p(t), dada pela equagao

(5.1), e que avaliada em t = ¢, fica
A (dP\" 1 ¢
no_ i el I A\ G, b4
sendo a derivada do fator de amplitude P(t) discretizada pelo método de diferencas

dP\" pn— prl
(E) N (6.55)

finitas atrasadas:

Para calcular numericamente o somatdrio infinito presente na equagao (6.53),
¢é necessario trunca-lo apés um certo nimero Ny de termos. Assim, precisaremos cal-
cular NV integrais numéricas a cada passo temporal, o que torna a solu¢ao numérica
desta aproximacao ineficiente, pois o numero N, de termos do somatério precisa
ser relativamente grande, que nossos testes mostraram ser em torno de 100. Nas
simulagoes feitas nesse trabalho, a solu¢ao numérica do caso sem aproximacao de-
mandou um menor tempo computacional que esta solucao analitica para o caso com
aproximacao. Dessa forma, nos resultados serao apresentados apenas os casos sem

aproximacao, cujos métodos serao descritos nas proximas sub-segoes.
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6.4.2 Caso geral: solugao por diferencas finitas

As equagoes da cinética inversa, mantendo a dependéncia temporal de todos

os parametros, sdo dadas pelas equagoes (5.1) e (5.2):

. A(t) dP(t 1 <
p(t) = B(t) + Piti di ) _ ) > Xt Git), (6.56a)
i=1
dG; . .
M) B8 56y P(t) — [M(e) + u®) + ()] Gu(D) + 0,0 Gt — (1)
(6.56b)
A equacao da reatividade avaliada no instante t,, é dada por
. AT (dP\" 1
pt=0"+ - <—> - = A GE (6.57)
SISy

Para calcularmos G7, discretizamos a equagao (6.56b) pelo método de Crank-

Nicolson:
A N o0 S S sl I /N A €
At 2] A7 APt 2| A7 AP
(6.58)
I SN €
2] A7 AP ’
e que resolvendo para G, obtemos
S 20 I I DR O Y
e R
(6.59)
O.in G?—pn 0_71;1—1 G:L_ 1—pn
ICR }

onde 7' = S\Z‘ + p +nt e GY 7P é obtido por interpolagao linear da mesma forma
como descrita na subsecao 6.3.2.

A atualizacao da forma espacial dos precursores e dos parametros cinéticos
é feita exatamente da mesma forma que foi demonstrada na subsecao 6.3.2: apos
s passos temporais At calculando o fator de amplitude G7', recalculamos a forma
espacial dos precursores e a usamos para atualizar os parametros cinéticos, que vao
se manter constantes até passarem-se outros s passos temporais e serem atualizados
novamente.

Substituindo a expressao de G na equacgao (6.57) e aproximando a derivada

dP" /dt por diferengas finitas atrasadas, obtemos a expressao final da reatividade:
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o AT Proprt T2 AT (2
n_pgny - - - 00000 P\l P e i Gn_l
=Pt e A Pr 2 ZlAt“LAy] {[ } i

A N (/R S < A
AT AT A I

6.4.3 Caso geral: solucao semi-analitica

Apés obtermos a solugao semi-analitica dada pela equagao (5.11), precisamos

calcular numericamente as integrais que aparecem na solucao. A solugao é dada por

t
Gi(t) = {1+ / Qi(t') efi®) dt’}e‘Ri(t), (6.61)
0

onde
Qi(t) = Ap(t)P(t) + Aa(t)Gi(t — 7(1)), (6.62a)
() () + (b
At) = A , (6.62b)
Aqt) = Zii)) (6.62¢)
Af(t) = A(é)) (6.62d)
Ri(t) = tA(t’) dt'. (6.62¢)

0

Primeiro, precisamos encontrar o termo R;(t) do fator integrante. Resolvendo
a integral pelo método dos trapézios da mesma forma como foi feito anteriormente,

obtemos: A
t
Rl =R~ + [A”’l + A"], (6.63)

com RY = R;(0) = 0 pela prépria definigao.

Agora, definindo como J;(t) a integral presente na expressao de G;(t),
t ’
Ji(t) = / Qi(t el ™) at’, (6.64)
0
aplicando o método dos trapézios obtemos

At n— 7
gr= gt Bl e, (6.65)
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onde J? =0 e Q" é dado por
Q= AZP" 4 AT G, (6.66)

com o termo G " sendo calculado por interpolacgao linear. Substituindo J* na

n
3

expressao para G, temos

an = (1 + J{‘) e R (6.67)

e quando substituido na equagao (6.57), obtemos a expressao final para a reatividade

no instante ¢,;:

R An n _ pn—1 R "
o —B"+ﬁ% —%ZA?(lJrJ[L)e‘Ri. (6.68)
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Capitulo 7

Resultados

Os resultados desde trabalho consistem na aplicacao das equacoes da cinética
inversa a alguns transientes de interesse do reator a sal fundido. Dois transientes fo-
ram escolhidos: no primeiro, consideramos uma variacao linear no nivel de poténcia
relativa do reator para um novo patamar, e, apés um determinado intervalo man-
tendo constante essa poténcia, consideramos outra variagao para um novo nivel. No
segundo transiente, consideramos uma queda da velocidade de escoamento do com-
bustivel e determinamos a variacao de reatividade necessaria para manter o reator
critico, e, a partir disso, podemos encontrar as regioes de sub e supercriticalidade
do reator, que sao importantes para o seu controle.

Antes de apresentar esses resultados, primeiro fazemos alguns testes de con-
sisténcia das equacgoes da cinética inversa. Estes testes sao necessarios para veri-
ficarmos se o nosso modelo de cinética inversa desenvolvido reproduz, de fato, o
problema inverso da cinética pontual. Além disso, também garante que o método
numeérico usado na solucao da cinética inversa tenha precisao adequada, visto que o

método utilizado na cinética pontual foi previamente validado por Diniz et al. [36]

7.1 Testes para as equacoes da cinética inversa

Os testes feitos consistem em comparar as entradas e solucoes das equacoes
da cinética pontual (ECP) e inversa (ECI) umas com as outras. Descrevendo de
forma mais detalhada, no primeiro teste, esquematizado na figura 7.1, as ECP sao

usadas para calcular a variagao do fator de amplitude do fluxo, P(t), em fungao de
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uma reatividade externa usada como entrada, p;,. Apds isso, o fator de amplitude
calculado é utilizado como entrada nas ECI para determinar a variacao de reativi-
dade, p.(t), que entao é comparada com a reatividade inicial p;,. Em ambos os

casos, ¢ considerada a mesma variagao na velocidade de escoamento u(t).

Entrada da
reatividade externa

Comparacao
entre p;, € P

Reatividade
calculada pelas ECI

Equacdes da cinética
pontual (ECP)
i
u(t)

v

Equagdes da cinética
inversa (ECI)

Velocidade de
escoamento

Fator de amplitude
calculado pelas ECP

Figura 7.1: Esquema do primeiro teste.

O segundo teste, esquematizado na figura 7.2, consiste em usar as ECI para
calcular a variagao de reatividade necesséria, p(t), para causar uma dada variagao
do fator de amplitude do fluxo, P, (t). Essa reatividade é, entdo, usada nas ECP
para calcular o fator de amplitude resultante, P,.,(t), que é comparado com o inicial
para determinar o desvio causado pelos possiveis erros do modelo e das solugoes
numéricas utilizadas. Novamente, considera-se a mesma variacao na velocidade de

escoamento nos dois casos.

Entrada do fator de amplitude
(exponencial ou linear)

Equacdes da cinética
inversa (ECI)

Comparagdo Velocidade de Reatividade
entre Py, e P, escoamento calculada pelas ECI

Equagdes da cinética
pontual (ECP)

Fator de amplitude
calculado pelas ECP

Figura 7.2: Esquema do segundo teste.
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Em ambos os testes consideramos, por simplicidade, apenas um grupo de
energia dos néutrons e uma familia de precursores. Os parametros usados para o
reator encontram-se na tabela 7.1, além dos parametros numéricos, como passos

temporais e tamanho da malha para atualizagao da forma espacial dos precursores.

Tabela 7.1: Parametros do reator.

Parametros Valores Parametros Valores
D 0.80 cm 6] 617.2 pcm
Y 0.0168 cm ™! A 0.0848 571
Xy 0.0060 cm™* H 300 cm
v 2.8195 L 300 cm
v 2.2 x 10° cm/s Az 0.5 cm
At 0.001 s AT 0.01s

Nas simulagoes feitas neste trabalho, o tempo computacional gasto pela
solucdo semi-analitica e pelo método de diferengas finitas para resolver as ECI (sub-
secoes 6.4.2 e 6.4.3) sdo aproximadamente iguais, além de possuirem a mesma pre-
cisao. Dessa forma, foi escolhido usar o método de diferencas finitas em todos os

testes.

7.1.1 Teste 1: reatividade inicial constante

Neste primeiro teste, consideraremos duas perturbagoes na se¢ao de choque
macroscépica de absorcao, ¥,, dados pela tabela 7.2. Essas perturbagoes represen-
tam reatividades em torno de —200 pcm e 100 pcm, com pequenas diferencas da
ordem de centésimos de pcm. Este tipo de perturbagao simula, por exemplo, uma
movimentagao das barras de controle, mas com uma aproximagao de variagao ins-
tantanea da reatividade do reator. Além disso, foram consideradas duas variacoes
na velocidade de escoamento u(t): uma diminui¢ao exponencial com constante de

decaimento k = 0.5s71 [17],

u(t) = (ug — up)e "™ + uy, (7.1)
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e um aumento linear durante um intervalo de 7, = 55,

Ur — Uo
uty =4 T»

Uf,

t + ug,

se 0 <t <1,

set >

Tabela 7.2: Perturbagoes na SCM de
absorcao e reatividades resultantes.

AY, (cm™) pin (pcm)
3.3776 x 107? —200
—1.6888 x 107° 100

Nas tabelas 7.3 e 7.4 sao apresentados os desvios maximos entre as reativi-

dades de cada caso, definidos por:

Desvio Maximo = max(}pci(tn) — pm(tn)D,

(7.3)

além de serem consideradas trés diferentes velocidades iniciais e trés finais, e um tran-

siente até t; = 10s. Apesar de ser um transiente curto, os maiores erros encontram-

se proximo do inicio, com o erro tendendo a diminuir com o tempo, tornando-se

desnecessario avaliar o transiente para longos intervalos de tempo.

Tabela 7.3: Desvios maximos, em pcm, entre as reatividades p. € pi,, para

variacao exponencial da velocidade.

Reatividade Velocidade inicial Velocidade final (assintdtica) uy
pin (pem) uo (cm/s) 0.8uo 0.5t 0.1ug
1 0.0232 0.0232 0.0232

—200 10 0.0107 0.0096 0.0117
100 0.0167 0.0154 0.0140

1 0.0095 0.0095 0.0095

100 10 0.0060 0.0071 0.0101

100 0.0084 0.0093 0.0107
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Tabela 7.4: Desvios maximos, em pcm, entre as reatividades p. € pi,, para
variacao linear da velocidade.

Reatividade Velocidade inicial Velocidade final us
pin (pPcm) up (cm/s) Qg Bug 10ug

1 0.0232 0.0232 0.0232

—200 10 0.0721 0.3219 0.6065

50 0.0350 0.1124 0.2516

1 0.0095 0.0095 0.0095

100 10 0.0052 0.0927 0.2123

50 0.0099 0.0191 0.0432

Como os desvios obtidos nesse teste sao da ordem de décimos de pcm, que sao valores
despreziveis na operacao de um reator, verificamos que o modelo de cinética inversa

foi capaz de determinar a reatividade do sistema com suficiente precisao.

7.1.2 Teste 2: variacao do fator de amplitude do fluxo

Neste segundo teste, consideraremos quatro perfis de variacao do fator de am-
plitude do fluxo usados como entrada, P;,, nas ECI: um aumento e uma diminui¢ao
exponencial, e um aumento e uma diminuicao linear. As equagbes que descrevem

esses perfis sao dadas por:

Pezp(t) - P;/tf7 (74&)

t
Pinlt) = (B = 1) +1, (7.4b)
f
onde P ¢é o fator de amplitude final, e t; ¢é o instante final do transiente.
Apdés calcular a reatividade p;(t) necessaria para obter cada um desses perfis
de variacao, ela sera usada como entrada nas ECP, determinando, assim, o fator
de amplitude F,,, que ¢ usado para determinar o erro em relacao ao fator usado de

entrada nas ECI, P;,, definido por:

‘Pcp(tn) B Pm(tn)}
Ein(tn)

Erro Relativo Maximo = max( ) x 100%. (7.5)
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As variagoes da velocidade de escoamento do combustivel consideradas sao as mes-
mas da subsecao anterior.
Tabela 7.5: Erro relativo maximo, em %, entre o fator de amplitude P,

calculado pelas ECP e o fator de amplitude P;,, para variagao exponencial da
velocidade.

Fator de Velocidade inicial Velocidade final (assintética) uy
Amplitude P, uy (cm/s) 0.8ug 0.5uq 0.1ug
1 84x107% 12x1077 1.8x107"7
2t/10 10 78x 1077 12x10% 1.7x10°
100 57x 1077 72x1077 2.5x107°
1 3.6x107% 35x107% 1.1x107"7
0.5%/10 10 43%x1077 3.7x1077 1.2x10°°
100 1.8x 1077 28x1077 1.5x107
1 74x107% 13x1077 1.8x 1077
2-1)L+1 10 6.4x1077 12x10% 1.8x10°¢
100 46 x1077 7.9x1077 2.6 x107°
1 3.1x107% 41x107% 1.1x1077
(05 -1)% +1 10 42x1077 42x1077 1.2x10°
100 1.8x 1077 32x1077 1.5x10°

Na tabela 7.5 encontram-se os valores dos erros relativos maximos para os
diversos perfis de variagao do fator de amplitude e com variagao exponencial da
velocidade de escoamento. Na tabela 7.6, sao apresentados os valores dos erros para
o caso de variacao linear da velocidade. Como todos os valores estao abaixo de
10~* %, podemos concluir que o fator de amplitude P,, possui um desvio desprezivel
em relacao ao fator de amplitude de entrada P;,, ou seja, a reatividade calculada

pelas ECI possui exatidao suficiente para obter o perfil desejado de variacao do fator

de amplitude do fluxo.
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Tabela 7.6: Erro relativo maximo, em %, entre o fator de amplitude P,, calcu-
lado pelas ECP e o fator de amplitude P;,, para variacao linear da velocidade.

Fator de Velocidade inicial Velocidade final us
Amplitude Py, uy (cm/s) Qg 5ug 10uq
1 14x107% 52x1077 1.4x10°¢
2t/10 10 26x107° 14x10° 26x107°
50 24x107° 71x10% 25x107°
1 23x1077 83x1077 22x107°
0.5t/10 10 2.1x107% 1.9x107° 3.8x107°
50 23x107% 1.3x107° 4.8x107°
1 76x107% 52x1077 14x107°
2-1)% 10 6.0x1077 14x10° 26x107°
50 75x1077 68x107% 24 x107°
1 22x1077 82x1077 22x10°¢
(05 —-1)& +1 10 19%x107% 1.9x10° 3.8x10°°
50 22x107% 12x10° 4.7x107°

Vale ressaltar que, apesar de serem apresentados os resultados apenas para

um valor de cada parametro relativo ao transiente da velocidade de escoamento,

k=0.5s"1eT,=>5s, foram também testados outros valores para esses parametros.

No entanto, os resultados se mantiveram na mesma ordem de grandeza. O mesmo

foi observado quando testados diferentes valores para o instante final do transiente,

t¢, e para o fator de amplitude final, F;.

7.2 Aplicacoes da cinética inversa

Nesta secao, aplicaremos as equacoes da cinética inversa a dois transientes do

MSR. Ambos sao transientes nos quais o acompanhamento da reatividade do ntcleo

¢ de suma importancia para o controle do reator, ilustrando, assim, a utilidade do

modelo desenvolvido de cinética inversa.
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7.2.1 Variacgao linear entre niveis de poténcia

Neste transiente, consideraremos uma variacao linear do nivel de poténcia
(ou fator de amplitude) entre Py = 1 e P;, que ocorre durante um determinado
intervalo Aty. Apds atingir o nivel P;, a poténcia sera mantida neste patamar por
um intervalo de tempo At;. No instante Aty + At;, uma nova variacao de poténcia
acontecera, levando o nivel de poténcia do reator de P, para P, ao longo de um

intervalo At,, e que serda mantido até o instante final ¢y. A expressao para a poténcia

¢ dada por

( t
Pi—1)— +1 0<t < Aty

( 1 )Ato + 9 se 0

Pl, se At0<t<Ato+At1,

P(t) = t— Aty — Aty
(PQ—Pl) At +P1, se At0+At1 <t<At0+At1+At2,
2
Pg, se Ato + Atl + Atg < t < tf.

(7.6)

Nas figuras 7.3, 7.4 e 7.5 sao apresentados os graficos da reatividade, para
diferentes velocidades de escoamento, em funcao de diversos perfis de poténcia. A
variacao temporal da reatividade obtida pela cinética inversa é importante para a
operacao do reator pois torna possivel controlar a forma com a qual a poténcia ira
variar durante o transiente, evitando picos de poténcia ou até mesmo podendo ser
utilizado para a otimizacao de outras variaveis, como a concentracao de venenos
queimaveis.

Apesar de nao ser possivel de ser visto nestes graficos, existe uma pequena
descontinuidade na reatividade nos instantes nos quais a poténcia alterna entre
uma funcao linear e uma constante. Isso ocorre pois a derivada da poténcia nao
¢ continua, e essa caracteristica reflete-se na reatividade devido a presenca do
termo dP(t)/dt em sua expressao, causando, assim, esta pequena descontinuidade e
também a mudanca brusca na variagao da reatividade em cada trecho do transiente.

De forma similar ao teste feito na subsecao 7.1.2, usando a reatividade cal-
culada na cinética inversa como entrada nas equacoes da cinética pontual obtemos
um perfil de poténcia que se desvia da funcao de entrada, equacao (7.6), em menos

de 0.01%, garantindo, assim, a precisao destes resultados.
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Vale ressaltar que, durante a operacao normal do reator, o periodo de tempo
no qual a poténcia varia e no qual se mantém constante é da ordem de horas [52].
No entanto, nos resultados apresentados nesta secao, foram considerados interva-
los de tempo da ordem de minutos apenas para ilustrar como a reatividade varia
durante operacoes desse tipo, além de reduzir o tempo computacional gasto. Se con-
siderassemos intervalos da ordem de horas, duas principais diferencas ocorreriam:
uma variagao mais lenta da reatividade durante os periodos de variacao da poténcia,
e uma variagdo quase instantanea (relativamente ao periodo de tempo considerado)

da reatividade para 0 nos periodos nos quais a poténcia permanece constante.

7.2.2 Regioes de criticalidade durante queda da velocidade

de escoamento

Neste transiente, as equagoes da cinética inversa serao usadas para deter-
minar a curva de criticalidade do reator durante uma diminuicao da velocidade de
escoamento, que também pode ser visto como um cenario de parada de bomba de
circulagao. As areas acima e abaixo desta curva definem as regices de criticalidade:
a area acima da curva € a regiao de supercriticalidade, onde o reator encontra-se su-
percritico, e abaixo define-se a regiao de subcriticalidade, que representa a condigao
de reator subcritico.

Para encontrar a curva de criticalidade, resolvemos as ECI considerando
P(t) = 1, ou seja, que a poténcia do reator mantenha-se constante durante todo
o transiente no qual ocorre a diminuicao exponencial da velocidade de escoamento,

dada pela seguinte expressao:

u(t) = (up — up)e ™ + uy. (7.7)

Como vimos na figura 3.3, quando a velocidade de escoamento do combustivel
diminui, o reator tende a supercriticalidade, pois mais precursores decairao dentro
da regiao do nicleo, aumentando, assim, a quantidade de néutrons atrasados. No
entanto, pela forma como as equagoes da cinética pontual, e consequentemente as da
cinética inversa, foram desenvolvidas, esse efeito nao causa alteragoes na reatividade
p(t), e sim no parametro relacionado & perturbagao da velocidade, p(t). Como o

parametro p(t) representa uma insercao de reatividade externa (além de efeitos de
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realimentagao termohidraulica), podemos entao encontrar a variagao de reatividade
necessaria para contrabalancear o efeito da diminui¢ao da velocidade de escoamento
e manter o reator critico.

Ap6s encontrarmos a curva de reatividade que contrabalanceia a queda de
velocidade do combustivel, podemos concluir, que se a reatividade inserida estiver
acima dela, nao sera o suficiente para compensar a variacao da velocidade, definindo
assim uma area denominada de regiao de supercriticalidade. Da mesma forma, se a
reatividade inserida estiver abaixo da curva de criticalidade, ela sera suficiente para

tornar o reator subcritico, definindo, entao, a regiao de subcriticalidade.
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Figura 7.6: Curva de criticalidade e regioes de sub e supercriticalidade durante
a queda da velocidade de escoamento, com velocidade inicial de ug = lem/s e
diferentes velocidades finais, K = 0.5s7", e t; = 100s.
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Figura 7.7: Curva de criticalidade e regioes de sub e supercriticalidade durante
a queda da velocidade de escoamento, com velocidade inicial de uy = 10cm/s e
diferentes velocidades finais, K = 0.5s7', e t; = 100s.

As figuras 7.6, 7.7 e 7.8 apresentam os graficos das curvas e regioes de criti-
calidade. Podemos notar que quanto maior for a queda da velocidade, maior sera
a reatividade externa necessaria para tornar o reator subcritico (regiao azul dos
graficos). Em todos os casos, a curva de criticalidade tende a um valor assintético e
que pode ser visto como a reatividade minima necessaria para evitar a supercritica-
lidade do reator. Podemos encontrar este valor ao considerarmos as equagoes (5.1)

e (5.2) no seu estado estaciondrio, quando ¢t — co. A equagao (5.1) ficara, entao:

I
ps =B — Z iy Gig, (7.8)

=1
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Figura 7.8: Curva de criticalidade e regioes de sub e supercriticalidade durante
a queda da velocidade de escoamento, com velocidade inicial de ug = 100cm/s e
diferentes velocidades finais, Kk = 0.5s7', e t; = 100s.

onde o subindice f indica o valor assintdtico do respectivo parametro quando ¢t — oo.
O fator de amplitude dos precursores G, s sera dado avaliando a equacao (5.2) nas

mesmas condigoes:
0=Biy — [Nig + pig +7ig — Ui,f] Gi(1), (7.9)
onde foram feitas as seguintes simplificagoes: dG;/dt =~ 0 e G;(t — 7(t)) ~ G;(t).

Além disso, vale lembrar que P(t) = 1 e, consequentemente, dP/dt = 0. Substi-
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tuindo a equagao (7.9) na (7.8), teremos:

1

5 XisBi
pr="0r—> = 1P , (7.10)
o1 Aig + Hig iy — Oy

que pode ser simplificada para

I
pr =3 B LTI O (7.11)
o1 A T Hag T ip — Oy

O calculo da curva e das regioes de criticalidade é til em casos de acidentes
onde aconteca uma parada da bomba de circulacao. Como o MSR tende a super-
criticalidade quando ha diminuicao da velocidade de escoamento do combustivel,
¢ importante saber a reatividade externa necessaria para desligar o reator quando
acontecem esses tipos de acidentes.

As oscilagoes vistas na figura 7.8 acontecem quando o tempo de transito 7
torna-se préximo ou menor que o tempo médio de vida dos precursores, A\~!, que
neste caso é de aproximadamente 12 segundos. Quando a velocidade final é maior
que 25 cm/s (L/12), as oscilagdes tornam-se mais evidentes, como nos casos de
velocidade final uy = 0.9up = 90 cm/s e uy = 0.5up = 50 cm/s. No caso de
uy = 0.1ug = 10 cm/s, e quando uy < 10 cm/s, como a velocidade assintdtica é
menor que 25 cm/s, a reatividade apresenta pouca oscila¢do. Essas oscilagoes estao
relacionadas com a reentrada dos precursores e com a quantidade de voltas no reator
e na tubulagao eles fazem antes de decairem completamente: quanto menor o tempo
de transito 7, relativamente ao tempo médio de vida A~!, mais voltas os precursores
completarao no sistema e maior a frequéncia dessas oscilacgoes.

As diferentes amplitudes das variacoes das reatividades, para diferentes ve-
locidades, podem ser explicadas pela figura 3.3. A variacao da velocidade de es-
coamento causa uma variacao na reatividade do sistema, que é mais acentuada no
intervalo de 1 a 100 cm/s (para o conjunto de parametros usados). As reatividades
vistas na figura 7.8 possuem ordens de grandeza similares as obtidas pela variacao
na velocidade vista na figura 7.9, mas com sinais opostos, visto que a reatividade
do parametro p(t), que incorpora as perturbagoes nos parametros nucleares, deve

contrabalancear a variagao causada pela perturbacao na velocidade. Assim, quando
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Figura 7.9: Variacao da reatividade do sistema causada pela variagao da velocidade
de escoamento, em escala logaritmica para a velocidade.

a velocidade diminui partindo de 1 cm/s ou aumenta partindo de 50 cm/s, a reati-
vidade necessaria para manter constante o fator de amplitude do fluxo é da ordem
de unidades de pcm, enquanto que perturbacoes em torno de uma velocidade de 10
cm/s, que estd proxima de onde a derivada da curva da figura 7.9 é maior, necessitam

de reatividades da ordem de dezenas ou até centenas de pcm.
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Capitulo 8

Conclusoes

O modelo de cinética inversa de néutrons possui papel importante no célculo
em tempo real da reatividade de um reator nuclear. No caso de reatores a com-
bustivel liquido, o escoamento do combustivel no ntcleo e na tubulagao externa
modifica as equagoes dos precursores, o que influencia no célculo da reatividade do
sistema. Assim, um modelo de cinética inversa foi desenvolvido de modo a levar
em consideragao os fenomenos resultantes do escoamento do combustivel, como a
presenca de novos parametros cinéticos e do tempo de transito na tubulagao externa
ao reator.

O modelo desenvolvido de cinética inversa foi derivado de um modelo de
cinética pontual, o qual foi obtido seguindo uma metodologia similar a usada para
combustiveis s6lidos [37]. Solugoes semi-analiticas e numéricas foram propostas para
resolver as equagoes da cinética inversa (ECI), além de uma soluc¢do analitica para
uma possivel aproximacgao destas equagoes. Também foram mostradas as solugoes
numeéricas para as outras equacoes apresentadas neste trabalho: das variaveis ad-
juntas, do sistema estacionario, da cinética espacial, e da cinética pontual.

Para testar o modelo proposto, foram simulados alguns casos de transien-
tes. Nestes testes, foram comparados os resultados e as entradas das equacoes da
cinética inversa e da cinética pontual. Como esses modelos sao inversos entre si, o
resultado de um mostrou concordancia com a entrada do outro, garantindo, assim,
a consisténcia do modelo de cinética inversa desenvolvido.

Apos esses testes, o modelo de cinética inversa foi aplicado a dois transientes

do MSR: variacao da poténcia para diferentes niveis, e queda da velocidade de

102



escoamento do combustivel. Com isso, pudemos ver a utilidade deste modelo para
determinar a reatividade necessaria tanto para executar a mudanca do nivel de
poténcia desejada, quanto para manter o reator subcritico durante uma parada de
bomba de circulacao.

Um caminho interessante para dar prosseguimento a este trabalho é no estudo
da realimentacao termohidraulica. Apesar de influenciar pouco na estrutura das ECI
e nas suas solugoes, como foi mostrado no capitulo 5, os efeitos de realimentagao
sao importantes para uma representacao mais fiel do MSR e serao necesséarios para
descrever de forma mais proxima da realidade os transientes do reator, além de ser
possivel que ocorram novos fenomenos que necessitem de um estudo mais aprofun-

dado para serem explicados.
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Apéndice A
Funcao W de Lambert

A fungao W de Lambert, simbolizada como W(z), é definida pela solucao do

seguinte problema:

we" = z, (A1)

ou seja, w = W, (z). Para cada valor inteiro de n hd um ramo da funcdo W de
Lambert, W, (z), que satisfaz a relacdo expressa na equagao (A.1), onde tanto z e
W,,(2) s@o niumeros complexos.

Quando considerados somente niimeros reais, existem apenas 2 ramos: o ramo
para n = 0, Wy(2), também chamado de ramo principal, ¢ o ramo para n = —1,

W_i(z). Os graficos dessas duas fungoes estao mostrados na figura A.1.

Figura A.1: Gréfico dos ramos reais da funcao W de Lambert.
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Para z > 0, a solugao para (A.1) é apenas o ramo principal Wy(z), enquanto
que para z < 0, hd também a solugdo W_;(z). O limite inferior para o qual ambos
os ramos estao definidos é z = —1/e, ponto na qual a fungao W se ramifica.

Ao analisar a equagdo que define W(z), podemos prontamente identificar

alguns valores especiais para o ramo principal:

Wo(0) =0, (A.2a)
Wy(e) =1, (A.2Dh)
Wo(—1/e) = —1. (A.2¢)

Analisando a figura A.1, também podemos identificar alguns valores para o ramo

W_4(2):

W_i(—1/e) = —1, (A.3a)
liir(l)W_l(z) = —00. (A.3Db)

A partir da definigao de W(z), podemos identificar algumas caracteristicas.

Por exemplo, multiplicando ambos os lados por e, temos

w=ze ",
z
W —
(2) expW(z)’
z A4
exp =
exp =

exp —

Essa relagao recursiva pode ser usada para aproximar o ramo principal quando
Wo(z) < 1, ou seja, quando —e™! < z < e [53]. Outra relagao recursiva possivel

pode ser obtida ao aplicar o logaritmo natural em ambos os lados da equacao (A.1):

w=1Inz—Inw,
W(z) =lnz —InW(z),

W(z)=Inz—In(lnz —In(lnz—...)),

z
z
z

lni

(A.5)
W(z) =1In

In
In
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Para que os logaritmos sejam reais, z e W(z) precisam ser positivos, ou seja, essa
relagao aproxima o ramo principal Wy (z) da func¢ao. No entanto, ela converge apenas
quando W(z) > 1le z >e.

Se na equagao (A.1) multiplicissemos ambos os lados por —1 antes de aplicar

o logaritmo, obteriamos a seguinte relagao:
w = In(—z) — In(—w),
W(z) =In(—z) — In(—=W(z2)),

W(z) =In(—z) — In(—(In(—2) — In(—(In(—=2) —...)))),
W(z) =1In —

—In _Z_Z
—In
—Zz

—In —

(A.6)

Agora para que os logaritmos sejam reais, é necessario que z e W(z) sejam negativos.
Essa expressao converge apenas quando W(z) < —1 [53], portanto aproxima o ramo
W_,(z) da funcdo, para —1/e < z < 0.

Apesar de ser possivel calcular os ramos Wy e W_; pelas suas relagoes recur-
sivas, ha outros métodos mais eficientes e que ja estao implementados na maioria dos
programas de matematica computacional, como MATLAB, Mathematica e Maple.
Por isso, podemos tratar a funcdo W(z) de forma andloga a fungoes elementares,
como a exponencial e as fungoes trigonométricas, e usarmos algum desses programas
computacionais para calcular o valor final de interesse.

Assim, para resolvermos um problema precisamos apenas conseguir escrever
a solugao em termos da funcao W de Lambert, que em geral é feito por mudangas

de variavel até conseguirmos escrever a equacao na forma da definicao de W:

ye! =z —y=W,(z). (A.7)

O ramo a ser usado sera determinado pelas condigoes fisicas do problema, como
pelo sinal do argumento x ou se y devera ser maior ou menor que —1, por exemplo.
Nas préximas secoes sera feito o desenvolvimento das equacgoes do capitulo 2 que sao
solucionadas pela funcao W de Lambert, além de apresentar alguns outros problemas
onde essa funcao é util para a solucao analitica, como em equacoes diferenciais

ordindrias e atrasadas.
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A.1 Equacoes do calculo do tempo de transito

Relembrando a equagao (2.46),

Kt1 Kt1

Fp LT g IO (A.8)
70 K T0 K

podemos reescreve-la como

KT + Ae"m = A+ B, (A.9)
onde
A= "Nt (A.10a)
To

B = K,Tf. (AlOb)

Fazendo a mudanca de variavel x = A + B — k7, obtemos:

AetBe™ — g

AeB = ge®,

x =W, (4e'P), (A.11)
A+ B — k1 = W, (Ae™tP),

_A+B
N K

T

L s
/{Wn (Ae ) ,

tendo sido usada a definigao xe* = y — = = W, (y). Substituindo A e B, temos

entao

Tr—Toe "1 Tr — T¢ Tr — T

=1+ L2 — —Wn< L0 exp { — Kty — Tf)uem] > . (A12)
70 K K T0 T0

Como o argumento de W, é real e 7y — 7y é sempre positivo (pois a velocidade

assintdtica final é menor que a inicial), hd apenas solucdo real no ramo principal da

funcao W de Lambert, Wy:

— —Kt1 1 _ _
r=r+ =00 —w, (Tf " exp {— K(t — Tf)ue_’“l} ) (A.13)

To K K T0
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De forma semelhante, podemos resolver a equagao (2.49):

T —T1oe "

T =7 — —. A.14
T0 K 't T0 K ( )
Reescrevendo a equagao como
KT — Ae™™ = B — A, (A.15)
onde
A=1"T0 (A.16a)
70
B = kry. (A.16b)
Fazendo a mudanca de variavel x = kT + A — B:
AerBem = g,
AeB = ge®,
xr=W, (AeA_B), (A.17)
KT+ A— B =W, (Ae""P),
B—A 1
= +-W, (AeA_B),
K K
e substituindo A e B, obtemos:
T —To 1 1 T — To TF — To
T =1 — -+ -W, exp — k17| . (A.18)
T0 K K T0 T0

Da mesma forma como no caso anterior para 7, o argumento de W,, é sempre
positivo, sendo entao a solucao escrita apenas em fungao do ramo principal da fungao

W de Lambert. Assim:

T K 70

-1 1 — —
T:Tf— Ui TO-—FEWo(TfT 70 exXp |:Tf 70 —/in:|>. <A19)
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A.2 Equacao diferencial ordinaria nao-linear

Uma situacao onde a funcao W de Lambert é til para encontrar solugoes
analiticas ¢ em equagoes diferenciais ordinarias nao-lineares. Um exemplo dessas

equagoes nao-lineares é a que modela matematicamente a combustao [54]:

dy 2
— = 1— A.20
ik (1—y), (A.20)

com uma condigao inicial y(0) = yo. A condigao fisica para y(t) é que seja positiva

e menor que 1. Separando as diferenciais dy e dt e integrando, temos

dy
/yQ—y3:/dt’

ln( Y )—lzt—FC,
1—y Yy

onde C' é a constante de integracao e pode ser determinada pela condigao inicial:

y@© 1
n(20) s =0+

1
C’:ln( Yo )——.
1 —wyo Yo

A equagao (A.21) pode ser reescrita como

(A.21)

(A.22)

(A.23)

e 0T = g (A.24)
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Substituindo de volta x e C, chegamos a solugao final:

() 1
y\) = :
1— 1—
Wo( o exp{—t—i— ?Jo}) +1

Yo Yo

(A.25)

Como 1y < 1, o argumento de W serd sempre positivo, logo apenas o ramo principal

é possivel. A figura A.2 mostra o gréfico de y(t).

1

0.9

0.8

0 5 10 15 20 25 30
t(s)

Figura A.2: Gréfico de y(t) para diferentes valores da condigao inicial yp.

A.3 Equacao diferencial atrasada (EDA)

Outra aplicacao da funcao W de Lambert é na solucao das equacoes dife-
renciais atrasadas lineares. Para os casos homogéneos, essas equagoes possuem a
seguinte forma [55]:

dy(t)

7 + Ay(t) — Ady(t — T) = O, <A26)

enquanto que no caso nao-homogéneo, a equacao é dada por

WO | ay(t) — At —7) = gl1) (A.27)
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Em ambos os casos, as condigbes iniciais sao dadas por y(0) = y e pela funcao y(t)
nos instantes entre —7 e 0: y(—7 <t < 0) = f(¢). A fungdo f(t) ndo necessita ter
o mesmo valor de y(t) em ¢ = 0.

Um exemplo de equagao diferencial atrasada homogénea é quando se usa
a aproximagao de prompt-jump [14] nas equagoes da cinética pontual, na qual se
desconsidera o termo A(t) dP/dt. Assim, considerando apenas uma familia de pre-

cursores, temos:

. ) A
0= (p—B)Pt)+ AG(t) = P(t) = 7 G(t), (A.28)
P
e substituindo na equacao dos precursores:
dG(t) 1] pA o
- |- o — — — 7). A2
A | e e+ fee-n) (A.29)

Para podermos resolver analiticamente esse problema, foi necessario desconsiderar
a variagao temporal dos parametros cinéticos e do tempo de transito 7. Podemos

escrever essa equagao de forma similar a (A.26):

dG(t
le—i) + AG(t) — A4G(t — 1) =0, (A.30)
onde
1 pA
A= —| —= +u+n|, (A.31a)
Al p—p
o
Ay = n (A.31Db)

(2

Podemos comegar resolvendo essa equacao com o mesmo método de uma
equacao diferencial ordindria. Considerando uma solucao do tipo exponencial, e,

obtemos:
ret 4+ Aet — Agert =0,

r+A— AT =0, (A.32)
(r4+A)e™ —A;=0,

que é a equagao caracteristica desse problema. Fazendo a substituicao x = (r+ A)T,

temos:
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T _
Zefe AT Ada
T

ze® = Agrel, (A.33)
ATt
Tk = Wk(AdTe ),
e, finalmente, 1
T = —Wk (AdTGAT) — A, (A34)
T
onde o indice k percorre todos os nimeros inteiros.
A solugao de G(t) sera, entao:
[e.e]
G(t) = E Cpe™t, (A.35)
k=—o00
com os coeficientes Cy, dados pela condigao pré-transiente: G(t) = 1 parat € [—7,0].
Neste caso, devemos considerar todos os infinitos ramos da funcao W de
Lambert, pois nao é necessario que as raizes da equagao caracteristica sejam reais.
Quando substituidas na expressao de G(t), como as condigoes iniciais sdo reais, os
coeficientes C) serao numeros complexos de tal forma que o somatdério seja real. Isso
¢é similar ao caso de equagoes caracteristicas de equacgoes diferenciais ordinarias que
possuam raizes complexas.
O célculo dos coeficientes Cy pode ser feito de duas maneiras (entre possi-

velmente outras). O primeiro método, proposto por Ulsoy et al. [48], consiste em

truncar o somatorio infinito entre —N e N:

G(t)~ Y Cre™. (A.36)

Em seguida, dividimos o intervalo [—7,0] em 2N + 1 sub-intervalos e avaliamos a

equacao em cada um desses sub-intervalos:

Gt:) = Y Cre™", (A.37)
k=—N
onde bty i=0,...,2N (A.38)
T 2N 5 =U,..., . .

Isso nos dé um sistema de 2N + 1 equagoes com 2N + 1 incégnitas, os coeficientes

Cy. Escrevendo esse sistema na forma matricial, teremos:

G = MC, (A.39)
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onde

[ 1 1 1 ]
M = b e o (A.40a)
= |exp( —rvgeT ) eeoexp| g ) e g ) | 40a
exp(—r_nT) . exp(—r;7) . exp(—ryT)
G=[G0),....,Gt), ...,G(-n)] =1, ..., 1,...,1]", (A.40D)
C=[Cn ...,Cj ..., Cx]", (A.40c)

e lembrando que ¢+ = 0,1, ...,2N —=1,2N e j = —-N,—-N+1,....,N —1,N. Os

coeficientes C}, serao dados, entao, por

C=M"'G. (A.41)

O segundo método para calcular os coeficientes Cj, proposto por Sun Yi et
al. [56], consiste em usar a transformada de Laplace. Aplicando essa transformada

em cada termo da equagao (A.30), temos que

ZL{G(t)}(s) = /OOO e 'G(t)dt = F(s), (A.42a)
f{%it)}(s) = /000 e“%ﬁt) dt = sF(s) — G(0), (A.42b)

LGt —1)}(s) = /000 e Gt —7)dt = /OT e Gt — 1) dt + /00 e Gt — 1) dt.
(A.42c)

Para resolvermos a transformada do termo atrasado, fazemos a substituicao ¢’ =

t—T:

o0 0 00
/ e Gt —T1)dt = e_ST/ eV Gt dt 4 e / UGt dt,  (A.43)
0 0

-7

e como sabemos que G(t) = 1 para t € [—7,0], podemos integrar o primeiro termo

do lado direito da equagao:

/00 e Gt —7)dt = H(s) + e " F(s), (A.44)
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onde . .
H(s)=—5 (A.45)

S

Assim, fazendo a transformada de Laplace da equagao (A.30), obtemos

sF(s) =14+ AF(s) — Age " F(s) — AgH(s) =0, (A.46)

que dé a seguinte solucao para F(s):

1+ AdH<S)

F(s) = .
(5) s+A—Age

(A.47)

Como ja temos a solu¢do de G(t) a menos dos seus coeficientes, podemos

determinar a expressao para sua transformada de Laplace F(s) usando a expressao

(A.35):

/ e G(t)dt = Y Cy / e~stemt dt,
0 —_ 0
= . (A.48)
Fls) — k
() k:ZOO p—
Igualando essa expressao de F'(s) com a dada pela equagao (A.47), temos
> Ok 1+ AdH(S)
= A.49
ki_:oos—rk s+ A— Age s’ ( )

e passando o denominador do lado direito para o numerador do lado esquerdo da

equagcao, obtemos

o A Age
S o 2Ly aH(s). (A.50)
e — oo S —Tg

Ao tomarmos o limite s — 7r,,, podemos ver que todos os denominadores
serao nao-nulos, exceto no termo do somatorio onde £ = m. No entanto, podemos
identificar o numerador s+ A — Agze™*" como a equacao caracteristica do problema,
ou seja, o numerador torna-se nulo quando s for igual a uma das suas raizes r,,.
Assim, os termos do somatério nos quais k # m se anulam, enquanto que para k = m

precisamos resolver o limite para s — 7,. a equacao (A.50), quando tomamos esse
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limite, fica:
Co tim ST AT AT ). (A.51)

S—=Tm S —Tm

Se substituirmos s por r,, obtemos a indefini¢ado 0/0. Assim, usando a regra de

L’Hopital, temos

s+ A Age)

Cu Jim 2 <1 A i)
@(S —Tm)
Y A.52)
1+ A (
oty A it
C - 1+ AdH<Tm)
14 Agre T
Finalmente, a solugao para G(t) fica:
o 1+ é(1 — e*T”>

G(t) = "k it A.53
0= > e (A53)

k=—o00

A diferenga entre os dois métodos apresentados é que, enquanto no segundo
método os coeficientes ('}, dependem apenas dos coeficientes e da condicao inicial da
equacao diferencial atrasada, no primeiro método eles também dependem do valor
N usado para truncar o somatério. No entanto, para N suficientemente grande,
ambos métodos convergem para o mesmo resultado.

Sun Yi et al. [56] também apresenta um método para resolver um sistema de
equacoes diferenciais atrasadas, e que poderia ser usado para resolver o sistema de
equagoes da cinética pontual sem a necessidade da aproximacao de prompt-jump. No
entanto, como é preciso desconsiderar a variacao temporal de todos os parametros
cinéticos e do tempo de transito, acaba nao sendo muito vantajoso usar a solugao
analitica obtida por esse método, sendo melhor resolver numericamente as equagoes
sem essas aproximacoes. De qualquer forma, tanto o método para uma equacao
atrasada quanto para um sistema de equacoes sao interessantes para vermos como a
funcao W de Lambert surge nos problemas e que ¢é til para encontrarmos solugoes

analiticas em termos de fungoes elementares “generalizadas”.
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