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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessários
para a obtenção do grau de Doutor em Ciências (D.Sc.)

TEMPERATURA EFETIVA DO MEIO PARA CÁLCULO DA FUNÇÃO DE
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Apresenta-se nesta tese um método que estabelece uma relação de equivalência
entre a função de alargamento Doppler ψ(x, ξ) usando a distribuição de Maxwell-
Boltzmann e a função deformada de alargamento Doppler ψκ(x, ξ), segundo a distri-
buição generalizada de Kaniadakis, através da temperatura efetiva do meio Tef . A
geração de dados nucleares é uma tarefa muito complexa e requer um enorme esforço
dos sistemas computacionais. Para superar esse obstáculo, o objetivo é apresentar
uma metodologia simples que permita o cálculo da função deformada de alarga-
mento Doppler ψκ(x, ξ), com a distribuição Kaniadakis baseada na proposição de
um mapeamento da função deformada de alargamento Doppler, ψ(x, ξ) via a uma
parametrização multidimensional polinomial. A função deformada de alargamento
Doppler ψκ(x, ξ) é aproximada pela função deformada Doppler ψ(x, ξ̃), na qual ξ
está associado a temperatura do meio T enquanto ξ̃ está relacionado com a tempera-
tura efetiva do meio Tef . Isto é, nos sistemas de cálculo existentes para determinação
das seções de choque multigrupo será necessário apenas substituir T por Tef .
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the
requirements for the degree of Doctor of Science (D.Sc.)

EFFECTIVE MEDIUM TEMPERATURE FOR CALCULATING THE
DOPPLER BROADENING FUNCTION USING KANIADAKIS STATISTICAL

DISTRIBUTION

Marcelo Vilela da Silva

September/2022
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Department: Nuclear Engineering

This work presents a method that establishes a relation of equivalence between
the Doppler broadening function ψ(x, ξ) using the Maxwell-Boltzmann distribution
and the deformed Doppler broadening function ψκ(x, ξ), according to the generalised
Kaniadakis distribution, through the effective temperature of the medium Tef . The
generation of nuclear data is a very complex task and requires a huge effort of
computer systems. To overcome this hurdle, the main objective of this paper is
to present a simple methodology that allows calculation of the deformed Doppler
broadening function ψκ(x, ξ), with the Kaniadakis distribution based on the idea of
a mapping of the deformed Doppler broadening function, ψ(x, ξ) via a polynomial
multidimensional parametrization. Deformed Doppler broadening function ψκ(x, ξ)

is approximated by the Doppler broadening function ψ(x, ξ̃), where ξ is associated to
the temperature of medium T and ξ̃ relates to the effective temperature of medium
Tef . That is, in calculation systems aimed at determining multigroup cross sections,
it will only be necessary to replace T with Tef .
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Capítulo 1

Introdução

A energia nuclear1 tem papel importante na geração de energia elétrica, pois
o consumo de energia tem crescido de forma significativa no Brasil e no mundo.
Outro ponto, é que a energia nuclear pode ser utilizada para outros fins, tais como:
propulsão naval, aplicações na medicina, na indústria entre outros. A utilização da
energia nuclear vislumbrou duas possibilidades: a primeira está associada ao projeto
Manhattan para o desenvolvimento de bombas atômicas e a segunda está associada
a geração de energia elétrica, tendo como protótipo o Chicago Pile-1 (CP-1), que
foi o primeiro reator nuclear construído sob a arquibancada do estádio de futebol
americano na Universidade de Chicago (BARROSO, 2009; MIZRAHÍ e GALETTI,
2016).

A operação e controle de um reator nuclear são governados pela distribuição da
população de nêutrons no núcleo do reator. Em princípio, a equação de transporte de
nêutrons consegue descrever a distribuição de nêutrons no espaço, energia, direção
e tempo. No entanto, a solução numérica da equação de transporte é bastante
complexa e na prática são introduzidas considerações simplificadoras que afetam sua
forma final. Uma aproximação bem conhecida é a fraca dependência angular do fluxo
de nêutrons no núcleo do reator que é adequadamente representada pela aproximação
P1 (BELL e GLASSTONE, 1970). Essa aproximação se origina da expansão do
fluxo angular de nêutrons e das seções de choque de espalhamento em polinômios de
Legendre. Entretanto, para solução do sistema de equações resultantes, a variável
energia não é tratada como contínua. O espectro de energia é dividido em um número
finito de grupos de energia. Surge então o método de multigrupos para descrever a
variação da energia dos nêutrons. Para cada grupo de energia aplica-se a equação

1Energia produzida a partir da fissão do núcleo de um átomo, que libera uma grande quantidade
de calor, suficiente para produzir energia considerável. Este fenômeno ficou evidente experimen-
talmente em dezembro de 1938 e explicado teoricamente em janeiro de 1939, tendo em vista que
está na base do funcionamento de todos os reatores nucleares em operação. Vale ressaltar que, em
1942, o físico italiano Enrico Fermi verificou a existência da reação em cadeia, em que foi observado
a fissão dos núcleos de urânio.
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da difusão de nêutrons para obter a distribuição espacial dos nêutrons no reator
nuclear. É importante destacar que a equação da difusão de nêutrons é obtida em
função de outras aproximações, tais como: fontes isotrópicas, aproximação a uma
velocidade ou energia e a frequência de colisão é muito maior que a taxa de variação
temporal da densidade de corrente.

A formulação de grupos de energia é justificada pela simplicidade da solução
numérica da equação de difusão de nêutrons. É necessário, no entanto, determinar
as seções de choque macroscópica multigrupo presentes na equação de difusão de
nêutrons. Essas seções de choque de multigrupo são calculadas utilizando as bi-
bliotecas de dados nucleares, que forncecem as seções de choque microscópicas para
as diferentes reações nêutron-núcleo, para cada intervalo de energia. Estes dados
nucleares são colapsados com o uso do espectro de nêutrons característicos do reator
nuclear.

A composição dos materiais que constituem o núcleo do reator, bem como a
distribuição de temperaturas do meio 2, tem grande influência sobre o valor das
constantes de multigrupos. Os combustíveis nucleares são compostos por núcleos
pesados, com estruturas nucleares complexas, cujas seções de choque microscópicas
apresentam numerosas ressonâncias nucleares. Devido ao fenômeno de alargamento
Doppler, a variação de temperatura provoca, justamente na faixa de energia das
ressonâncias nucleares, uma alteração significativa no espectro de nêutrons e, em
consequência, no valor das constantes de multigrupos (BELL e GLASSTONE, 1970;
DUDERSTADT e HAMILTON, 1976).

As bibliotecas de dados nucleares geralmente fornecem as seções de choque para
0 K e nesta temperatura os núcleos-alvo estão em estado estacionário e a seção
de choque pode ser aproximadamente representada pela fórmula de Breit-Wigner
de nível único (DUDERSTADT e HAMILTON, 1976). Entretanto, a fórmula de
Breit-Wigner de nível único é usada apenas na região de ressonância não resolvida
(CACUCI, 2010).

Na prática, no reator nuclear a temperatura é muito superior a 0 K, portanto o
movimento nêutron-núcleo passa a depender das velocidades dos núcleos-alvo. Para
superar essa dificuldade classicamente é suposto que a distribuição de velocidades dos
núcleos-alvo segue a distribuição de Maxwell-Boltzmann. Essa distribuição é similar
a adotada no modelo do gás livre em equilíbrio térmico. O modelo de Maxwell-
Boltzmann considera os núcleos de um reator nuclear como sendo um único gás
cujas moléculas são termicamente agitadas em diferentes velocidades (PATHRIA,
1996). Esta agitação térmica da molécula é descrita pela distribuição de Maxwell-
Boltzmann:

2A seção de choque σ(E, T ) depende da energia do nêutron incidente e da temperatura do meio.
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f(V, T ) =

(
M

2πkBT

) 3
2

exp

(
−MV 2

2kBT

)
· (1.1)

Na equação (1.1), kB representa a constante de Boltzmann, M a massa do núcleo
alvo, T a temperatura do meio e V a velocidade dos núcleos alvos. A distribuição
de Maxwell-Boltzmann descreve com exatidão os fenômenos físicos da interação
nêutron-núcleo em condições de equilíbrio térmico.

Entretanto, os fenômenos físicos fora da condição de equilíbrio térmico não po-
dem ser descritos por meio da estatística de Maxwell-Boltzmann, sendo assim se
faz necessário o emprego de uma estatística generalizada. Essa generalização vem
sendo objeto de pesquisa e contínuo desenvolvimento, como por exemplo, os artigos
publicados por Tsallis (1988) e Kaniadakis (2005, 2002).

1.1 Motivação e Contribuição

Os reatores a água pressurizada do tipo PWR são os mais utilizados comercial-
mente em todo o mundo, sendo uma das tecnologias mais consagradas em termos de
reatores comerciais (IAEA, 2022). Além disso, existem vários modelos de PWRs, o
de pequeno porte usado na propulsão de submarinos nucleares e reatores de grande
porte, empregado para geração de energia elétrica. Sua principal característica é a
utilização de água leve pressurizada para remover calor do núcleo do reator.

O projeto neutrônico desses tipos de reatores, bem como dos demais tipos de-
pendem fortemente da acurácia nos processos de geração de dados nucleares. Nesse
sentido, diversos sistemas de geração de dados nucleares foram desenvolvidos ao
longo das últimas décadas, entre eles podemos destacar, NJOY da Westinghouse e
FRENDY (FRom Evaluated Nuclear Data librarY) da Agência de Energia Atômica
do Japão (JAEA) entre outros. Ambos os sistemas utilizam o método de (ψ−χ) no
cálculo da seções de choque ressonantes, e, portanto, usam a estatística clássica de
Maxwell-Boltzmann (MB) para calcular as funções de alargamento Doppler (ψ) e
o termo de interferência (χ). Contudo a estatística clássica de Maxwell-Boltzmann
trata fenômenos físicos apenas em equilíbrio térmico, todavia, os reatores nuclea-
res operam inerentemente fora desta condição. Portanto, a motivação e relevância
deste trabalho é caracterizada por considerar uma distribuição de velocidades dos
núcleos-alvo que possa ser capaz de descrever fenômenos de alargamento Doppler
fora do equilíbrio térmico, por meio do método de mapeamento usando a ideia da
temperatura efetiva do meio Tef .
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1.2 Objetivos

O principal objetivo desta pesquisa, consiste no desenvolvimento de um modelo
de temperatura efetiva do meio Tef , que possibilite por meio do ajuste da tempe-
ratura do meio determinar os valores análogos da função de alargamento Doppler
deformada de Kaniadakis, ψκ(x, ξ), usando a expressão clássica da função de alar-
gamento Doppler ψ(x, ξ̃), tão somente por meio de um mapeamento de parâmetro
multidimensional.

Portanto, o método proposto possibilitará a implementação do cálculo da função
de alargamento Doppler deformada de Kaniadakis, ψκ(x, ξ), nos sistemas de pro-
cessamento de dados nucleares que utilizam o método de (ψ − χ), bastando apenas
substítuir T por Tef .

1.3 Organização da Pesquisa

O presente trabalho foi estruturado em seis capítulos. O primeiro tem por obje-
tivo refletir sobre o conceito de operação e controle de um reator nuclear, bem como
pela distribuição da população de nêutrons no núcleo do reator. Ademais, apresenta
um panorama por considerar uma distribuição de velocidades dos núcleos-alvo que
possa ser capaz de descrever fenômenos fora do equilíbrio térmico.

O segundo capítulo tem por objetivo oferecer um panorama da distribuição de
Maxwell-Boltzmann e de Kaniadakis que possui a forma de lei de potências depen-
dente de um parâmetro κ-deformação. Além disso, apresenta-se um breve histórico
da teoria cinética dos gases, e o formalismo estatístico para distribuição de velocida-
des dos núcleos-alvo de forma resgatar a distribuição de Maxwell-Boltzmann quando
tomamos o limite κ → 0 na distribuição de Kaniadakis.

Já o terceiro capítulo trabalhará a fenomenologia do alargamento Doppler que
consiste no aumento da faixa de energia das regiões de ressonâncias. Em "Aproxi-
mações de Bethe-Placzek", primeira seção do capítulo, buscou-se compreender o uso
do conceito da função de alargamento Doppler a partir da interpretação matemá-
tica da forma intergral, proposto em 1937 por Bethe e Placzeck para um único nível
energético, como sendo a convolução da função Lorentziana com a função Gaus-
siana, possibilitando a obtenção de outras integrais. Na segunda seção, "Função
de Alargamento Doppler", investigamos algumas pesquisas técnica e científica que
serviram de métodos para o cálculo da função de alargamento Doppler. Tal proce-
dimento reconhecidos na literatura, como a expansão assintótica, método de Padé,
e o método de Beynon e Grant. Além do mais, métodos mais modernos como o
método de Palma, Martinez e Silva e o método da Série de Fourier, que são méto-
dos bastante acurados para o cálculo da função ψ(x, ξ). Esses métodos clássicos e
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modernos seguem a aproximação de (BETHE e PLACZEK, 1937).
A seguir, no capítulo quatro, apresentada uma reflexão sobre o conceito de tem-

peratura efetiva (Tef ), como o capítulo principal deste trabalho, com a finalidade
de estabelecer uma relação de equivalência entre a função de alargamento Doppler,
ψ(x, ξ), aplicando a distribuição de Maxwell-Boltzmann e a função alargamento
Doppler deformada, ψκ(x, ξ), conforme a distribuição generalizada de Kaniadakis.
A partir disso, na primeira seção deste capítulo, trazemos o conceito e o primeiro
uso da distribuição de Kaniadakis no contexto da engenharia nuclear proposto por
(GUEDES et al., 2017), que descreve as interações nêutron-núcleo com e sem equi-
líbrio térmico. Além disso, os resultados obtidos por (GUEDES et al., 2017) e
(DE ABREU et al., 2019) contribuiram para investigação em andamento envol-
vendo a função deformada de alargamento Doppler em engenharia nuclear usando
estatísticas de Kaniadakis.

O capítulo cinco está estruturado, na primeira seção, em apresentar os resultados
alcançados e análise da metodologia na obtenção dos valores de ξ̃, a partir da expres-
são ψκ(x, ξ) ∼= ψ(x, ξ̃). Em seguida, foram gerados equações e tabelas de dados com
diferentes deformações, e um estudo dos coeficientes para avaliar o comportamento
das variáveis ξ e ξ̃. Na segunda seção deste capítulo, são apresentadas aplicações
simples da física de reatores para diferentes distribuições. Logo em seguida, são
mostradas seções de choque média de captura e seções de choque deformadas de
captura para o nuclídeo de 238 U e E0 = 6,67 eV , que tem relevância em reatores
térmicos (DUDERSTADT e HAMILTON, 1976).

No capítulo seis apresenta algumas reflexões finais ensaios possibilitado por este
esforço da pesquisa de tese, revisitando os objetivos, apresentando comentários,
conclusões e sugestões de possíveis aplicações da recente possibilidade do emprego
da temperatura efetiva do meio (Tef ).

Por fim, nos apêndices são apresentados os roteiros que auxiliaram no desenvol-
vimento e análise desta pesquisa.
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Capítulo 2

Distribuição de Maxwell-Boltzmann
e de Kaniadakis

2.1 Distribuição de Maxwell-Boltzmann

2.1.1 Breve Histórico

A teoria cinética dos gases tem por objetivo descrever as propriedades macros-
cópicas de um gás por meio de grandezas microscópicas que estão associadas às
partículas e moléculas que constituem o gás. O início da teoria atômica da ma-
téria remonta na Grécia antiga. Após um longo período histórico e de desenvol-
vimento, hoje a teoria é conhecida como teoria elementar e teve como pioneiros:
Daniel Bernoulli (1700-1782), que deduziu a lei de Boyle -Robert Boyle (1627-1691):
pVR = constante, em que p é pressão e VR o volume do recipiente ocupado pelo
gás e mostrou que a pressão é proporcional à média do quadrado do módulo das
velocidades das moléculas; Rudolf Clausius (1822-1888) que introduziu o conceito
de livre caminho médio e James Clerk Maxwell (1831-1879) que inseriu o conceito
de função de distribuição das velocidades, conhecida como função de distribuição
de Maxwell e calculou o coeficiente de viscosidade de cisalhamento de um gás ideal
(KREMER, 2005).

As bases da teoria cinética moderna foram sedimentadas por Maxwell, que propôs
em 1867 uma equação geral de transporte para uma grandeza macroscópica qualquer
definida em função de uma média de uma grandeza microscópica associada às partí-
culas do gás. Além disso a teoria cinética dos gases teve um novo impulso em 1872
quando Ludwig Boltzmann (1844-1906) propôs uma equação para função de distri-
buição das velocidades das partículas na forma de uma equação integro-diferencial e
provou, com base nesta equação, a segunda lei da termodinâmica (KREMER, 2005).

Para algumas aplicações na descrição de um gás de galáxias, plasma eletrônico, é
suposto que nos estados de equilíbrio térmico a função de distribuição das partículas
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constituinte seja descrita pela distribuição clássica de Maxwell-Boltzmann. Com isso
é importante destacar que a lei de velocidades Maxwelliana, assim como a dedução
do famoso teorema-H por Boltzmann, foram rigorosamente estabelecidas apenas
para o modelo de esferas rígidas, nêutrons, movendo-se livremente e interagindo
somente durante as colisões. Além disso, esses resultados-estímulos são para toda
Mecânica Estatística clássica, incluindo a teoria de Josiah Willard Gibbs (1839-1903)
dos “Ensembles”.

No tocante ao desenvolvimento da Termodinâmica, Boltzmann estabeleceu uma
conexão entre as propriedades macroscópicas (entropia) e microscópicas (número de
microestados acessíveis) dos sistemas. A conexão entre a mecânica estatística e a
termodinâmica é estabelecida por meio de uma definição microscópica para entropia,
que é o potencial termodinâmico relevante em sistema com energia fixa. O postulado
fundamental da mecânica estatística estabelece que todos os estados microscópicos
acessíveis a um sistema fechado em equilíbrio são igualmente prováveis, uma vez
que sua base teórica fundamental é o chamado princípio de Boltzmann (SEKERKA,
2015):

S = kB log Ω, (2.1)

no qual S é a entropia do sistema, Ω é a probabilidade obtida com os argumentos
combinatórias ligados ao número de microestados acessíveis que são compatíveis
com o macroestado e kB é uma constante universal, chamada por Max Planck, de
constante de Boltzmann (EVANGELISTA, 2014).

A teoria cinética clássica considera os gases constituídos de um número grande
de partícula (da ordem do número de Avogadro) que na maior parte do tempo
se movem independente através do volume que as contém. O movimento de cada
partícula obedece às leis da mecânica (na escala atômica, levando em conta os efeitos
quânticos).

Nessa perspectiva, propõe-se no caso de um gás, uma distribuição estatística;
de acordo com a mecânica estatística para distribuição das velocidades moleculares.
Para um gás ideal algumas hipóteses são impostas:

i) o espaço é isotrópico (não há velocidades privilegiadas). Isto é, todas as distri-
buições em diferentes direções são iguais, todas as distribuições têm as mesmas
velocidades média e todas as direções são igualmente prováveis;

ii) as componentes x, y e z das velocidades são independentes, ou seja,
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F (V ) = f(Vx, Vy, Vz) = nf(Vx)f(Vy)f(Vz), (2.2)

onde n representa a densidade do número de partículas. Além disso, o termo,
f(Vx)dVxf(Vy)dVyf(Vz)dVz, representa a probabilidade de encontrar a partícula com
as componentes das velocidades nos intervalos entre Vx e Vx + dVx, Vy e Vy + dVy,
Vz e Vz + dVz. Vale ressaltar que não existe distinção entre as direções. Neste
sentido, F (Vx, Vy, Vz) depende de Vx, Vy e Vz simplesmente através da velocidade
V =

√
Vx + Vy + Vz e se tomarmos o logaritmo do termo descrito anteriomente,

resulta que:

lnF (V ) = ln (n) + ln f(Vx) + ln f(Vy) + ln f(Vz) = ln f(V ). (2.3)

Diferenciando sucessivamente a equação (2.3) com relação a Vx,Vy e Vz, tem-se que:

1

V

d lnF (V )

dV
=

1

Vx

d ln f(Vx)

dVx
=

1

Vy

d ln f(Vy)

dV y

=
1

Vz

d ln f(Vz)

dV z

=
1

V

d ln f(V )

dV
· (2.4)

Dessa forma a derivada em relação a Vx resulta em:

1

V F (V )

dF (V )

dV
=

1

Vxf(Vx)

df(Vx)

dVx
· (2.5)

Fazendo as seguintes definições, tem-se que:

F (V ) ≡ 1

V f(V )

df(V )

dV
,

e

f(Vx) ≡
1

Vxf(Vx)

df(Vx)

dVx
.

Sendo assim, a equação resultante assume a forma

F (V ) = f(Vx), (2.6)
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continuando com a diferenciação com respeito a Vy e Vz implica que:


df(Vy) = 0 → f(Vy) = c0

df(Vz) = 0 → f(Vz) = c0

(2.7)

Supondo c0 = −2a em que o sinal foi introduzido para satisfazer a condição de
normalização e o fator 2 por conveniência matemática segue da equação (KREMER,
2005):

Φ(V ) = ϕ(Vx). (2.8)

ϕ(Vx) = −2a → 1

Vxf(Vx)

df(Vx)

dVx
= 2a(Vx),

integrando em ambos os lados, chega-se a expressão ln f(Vx) = c1 − 2a(Vx), em
que c1 é uma constante de integração. A partir dessa expressão e exponenciando em
ambos os lados chega-se ao resultado:

f(Vx) = be−aVx
2

, (2.9)

sendo b a constante de integração. Como f(Vx) é uma função positiva e limitada,
segue que as constantes a e b devem ser positivas. A determinação destas constantes
apoia-se no fato de que o equilíbrio termodinâmico é caracterizado por duas variáveis
de estado: densidade do número de partículas n e temperatura T . Assim, para
encontrar a componente (Vx) da velocidade no intervalo de (−∞, +∞):∫ +∞

−∞
f(Vx)dVx = 1. (2.10)

Resolvendo a integral, temos:

b =

√
a

π
. (2.11)
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Consequentemente, a determinação da constante a aplica-se a energia média de
3

2
kBT por grau de liberdade. Logo, é possível chegar ao resultado:

a =
M

2kBT
· (2.12)

De modo que, a equação (2.11) pode ser reescrita:

b =

√
M

2πkBT
· (2.13)

Levando estes resultados na equação (2.9), obtém-se finalmente:

f(Vx) =

(
M

2πkBT

) 1
2

exp

(
−MVx

2

2kBT

)
. (2.14)

A energia cinética da componente (Vx) é representada por uma Gaussiana, si-
métrica, em torno do valor médio, ou seja, V x = 0. Desse modo, estende-se o
mesmo procedimento para as demais componentes Vy e Vz, a forma da função f(V )

é representada pela equação:

f(V ) =

(
M

2πkBT

) 3
2

exp

(
−MV 2

2kBT

)
. (2.15)

Portanto, a probabilidade de encontrar uma partícula com uma velocidade V , em
qualquer direção dentro de um volume infinitesimal d3V do espaço de velocidades é
dada por:

∫ 2π

0

∫ π

0

f(V )V 2 sen(θ)dθdφdV = 4πf(V )V 2dV. (2.16)

Sendo f(V )d3V a probabilidade de uma molécula de gás tendo logo a distribuição
de Maxwell-Boltzmann é dada por (SEKERKA, 2015):

f0(V ) ≡ 4πf(V )V 2 = 4π

(
M

2πkBT

) 3
2

V 2exp

(
−MV 2

2kBT

)
. (2.17)
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A partir da função de probabilidade de Maxwell-Boltzmann, equação (2.17),
determina-se a velocidade média da partícula, tal que:

V =

∫ ∞

0

V f0(V )dV∫ ∞

0

f0(V )dV

=

√
8kBT

πM
. (2.18)

Sob outra perspectiva, o módulo da velocidade que torna a função f0(V ) um máximo
é denominado de módulo da velocidade mais provável, ou seja,

df0(V )

dV

∣∣∣∣
V=Vmp

= 0. (2.19)

Após derivada com relação a V e igualar a zero, obtém-se que:

Vmp =

√
2kBT

M
· (2.20)

Por fim, uma outra velocidade característica é a velocidade média quadrática Vrms,
definida como raiz quadrada do valor médio do quadrado do módulo da velocidade:

Vrms =
√
V 2 =

√√√√√√√
∫ ∞

0

V 2f0(V )dV∫ ∞

0

f0(V )dV

=

√
3kBT

M
· (2.21)

A partir das três velocidades, pode-se constatar que:

Vrms > V > Vmp. (2.22)

Nas figuras (2.1), (2.2), (2.3) e (2.4) são ilustradas a distribuição de Maxwell-
Boltzmann para alguns gases nobres com diferentes temperaturas. Dessa forma,
observa-se que com o aumento da temperatura a distribuição fica mais alargada e
consequentemente em um maior valor para a velocidade mais provável.
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Figura 2.1: Distribuição de Maxwell-Boltzmann para 4 He com diferentes tempe-
raturas.
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Figura 2.2: Distribuição de Maxwell-Boltzmann para 20 Ne com diferentes tempe-
raturas.
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Figura 2.3: Distribuição de Maxwell-Boltzmann para 40 Ar com diferentes tempe-
raturas.

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5
10

-3

Figura 2.4: Distribuição de Maxwell-Boltzmann para 132 Xe com diferentes tem-
peraturas.

Nas figuras (2.5), (2.6), (2.7), (2.8) e (2.9) são ilustradas a distribuição de
Maxwell-Boltzmann para alguns gases nobres. Observa-se assim, que quanto menor
for a massa das moléculas do gás mais alargada fica a distribuição, ou seja, acarre-
tando o deslocamento para direita e o valor da função diminui. Contudo, mais uma
vez, percebe-se o quão maior fica a velocidade mais provável.
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Figura 2.5: Distitribuição de Maxwell-Bolzmann para alguns gases com tempera-
tura de 300 K.
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Figura 2.6: Distitribuição de Maxwell-Bolzmann para alguns gases com tempera-
tura de 600 K.
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Figura 2.7: Distitribuição de Maxwell-Bolzmann para alguns gases com tempera-
tura de 900 K.
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Figura 2.8: Distitribuição de Maxwell-Bolzmann para alguns gases com tempera-
tura de 1200 K.
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Figura 2.9: Distitribuição de Maxwell-Bolzmann para alguns gases com tempera-
tura de 1500 K.

2.2 Distribuição de Kaniadakis

É importante destacar que a Termodinâmica é uma teoria fenomenológica da
matéria que sistematiza as leis empíricas sobre o comportamento térmico dos cor-
pos macroscópicos. Já na perspectiva da Mecânica Estatística, tem por objetivo
interpretar as leis e os resultados da termodinâmica através da informação micros-
cópica. Isto é, considerando o comportamento de um número enorme de partículas
que constituem os corpos macroscópicos (SALINAS, 2018).

O campo de estudo da Mecânica Estatística se divide em duas partes fundamen-
tais: equilíbrio e não-equilíbrio (ou fora do equilíbrio). A primeira está bem desen-
volvida e fundamentada na literatura. Através do formalismo de Gibbs é possível
estudar com detalhes as propriedades macroscópicas de um sistema em equilíbrio
termodinâmico conhecendo-se apenas seu Hamiltoniano. Mas, para os sistemas fora
de equilíbrio, não há uma formulação que descreve tais sistemas, mesmo quando
estes se encontram em um estado estacionário. Recentemente, surgiram algumas
propostas na tentativa de se estudar, microscopicamente, sistemas fora do equilíbrio
(DOS SANTOS, 2017).

Estimulado por sistemas que exibem invariância de escala, ou seja, sistemas
multifractais, o físico Greco-brasileiro Constantino Tsallis em 1988 apresentou um
artigo propondo uma generalização para a mecânica estatística de Boltzmann-Gibbs
(TSALLIS, 1988). Nesse sentido, a proposta de Kaniadakis surge também como
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alternativa para interpretação de fenômenos fora do equilíbrio térmico. Este trabalho
de tese baseia-se nas contruibuições proposta por Giorgio Kaniadakis.

Giorgio, engenheiro e físico nuclear Greco-italiano apresentou uma nova proposta
à Mecânica Estatística de Maxwell-Boltzmann-Gibbs em 2001, na qual uma genera-
lização é expressa através da variação de um parâmetro deformador, portanto, surge
naturalmente dentro da relatividade especial de Einstein, de modo que se pode ver a
deformação κ como um efeito puramente relativístico; κ parâmetro Kappa definido
como parâmetro de generalização (KANIADAKIS, 2001a,b, 2002). A estatística ge-
neralizada de Kaniadakis obedece ao Princípio de Interação Cinética ou do termo em
inglês Kinetical Interaction Principle (KIP)1, que descreve o movimento das partí-
culas e impõe um forma para a entropia do sistema. Esse princípio impõe também a
forma da entropia generalizada associada ao sistema e permite obter a distribuição
estatística dessas partículas (KANIADAKIS, 2001b). Em seu artigo de 2002, in-
titulado "Statistical mechanics in the context of special relativity"(KANIADAKIS,
2002), Kaniadakis apresentou de forma breve e consistente os fundamentos da κ-
álgebra. A estatística κ-deformada pode ser usada para explicar uma classe grande
de fenômenos observados que sejam descritos por funções distribuições que apresen-
tem as leis de potência.

2.2.1 Definições Matemáticas

Nessa seção, é apresentado o formalismo estatístico de Giorgio Kaniadakis, uma
vez que é baseada na generalização do teorema-H de Boltzmann. A distribuição de
Kaniadakis (KANIADAKIS et al., 2017), é dada por:

fκ(V ) = Aκ expκ

(
−MV 2

2kBT

)
. (2.23)

Sendo, a função κ-exponencial definida por:

exp κ(x) ≡
(√

1 + κ2x2 + kx
) 1

x
, (2.24)

e Aκ um parâmetro dependente de κ.
Portanto, a probabilidade de encontrar uma partícula com velocidade V, em

qualquer direção dentro do elemento de volume d3V do espaço de velocidade, é dada
por:

1Segundo Kaniadakis, princípio que governa a dinâmica dos sistemas físicos , em especial, propõe
unificar os formalismos estatísticos existentes na literatura.
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∫ 2π

0

∫ π

0

fκ(V )V 2 sen(θ)dθdφdV = 4πfκ(V )V 2dV. (2.25)

Logo a distribuição de Kaniadakis é dada por:

f0κ(V ) ≡ 4πfκ(V ) = 4πAκV
2 expκ

(
−MV 2

2kBT

)
, (2.26)

dessa forma,

f0κ(V ) = 4πAκV
2 expκ

(
−MV 2

2kBT

)
. (2.27)

Note que a partir da condição de normalização, o parâmetro Aκ pode ser determi-
nado, tal que:

∫ +∞

−∞
f0κ(V )dV = 4πAκ

∫ +∞

0

V 2 expκ

(
−MV 2

2kBT

)
dV = 1. (2.28)

Fazendo a seguinte mudança de variável, tem-se que:

u =

(
MV 2

2kBT

)
=⇒ du =

(
MV

kBT

)
dV. (2.29)

Após substituição simples (DE ALMEIDA, 2019):

2πAκ

(
2kBT

M

) 3
2
∫ +∞

0

(u)
1
2 expκ(−u)du = 1. (2.30)

Lembrando que a transformada de Mellin (ZWILLINGER e JEFFREY, 2007) é
dada por:

∫ +∞

0

(u)r−1 expκ(−u)du =
|2κ|−r

(1 + |κ|r)
Γ( 1

2|κ| −
r
2
)

Γ( 1
2|κ|+

r
2
)
Γ(r); para 0 < r <

1

|κ|
· (2.31)

Comparando a integral da equação (2.31) com a integral da equação (2.30), conclui-
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se que:

Aκ ≡
(
|κ|M
πkBT

) 3
2
(
1 +

3

2
|κ|
)

Γ( 1
2|κ| +

3
4
)

Γ( 1
2|κ|−

3
4
)
; para |κ| < 2

3
· (2.32)

Sendo Aκ o parâmetro de normalização de f0κ(V ):

A partir da função distribuição de kaniadakis é possível encontrar a velocidade
mais provável, (Vκmp) (DE ALMEIDA, 2019):

df0κ(V )

dV
= 4πAκ

2V − MV 3

kBT

√
κ2
(

MV 2

2kBT

)2
+ 1

 expκ

(
−MV 2

2kBT

)
= 0. (2.33)

Resolvendo-se encontra que:

Vκmp =

(
2kBT

M
√
1− κ2

) 1
2

. (2.34)

Aplicando-se o mesmo raciocínio para o caso da velocidade média (DE ALMEIDA,
2019):

V κ =

∫ +∞

0

V f0κ(V )dV = 4πAκ

∫ +∞

0

V 3 expκ

(
−MV 2

2kBT

)
dV. (2.35)

Substituindo na equação (2.29):

V κ = 8πAκ

(
kBT

M

)2 ∫ +∞

0

u expκ(−u)du. (2.36)

Com isso, realiza-se novamente a substituição da equação (2.31), que pode ser re-
presentada da seguinte forma:

V κ =
8πAκ

1− 4κ2

(
kBT

M

)2

; para |κ| < 1

2
· (2.37)

Após a substituição da equação (2.32), obtém-se a seguinte relação:
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V κ =

(
2
√
2|κ| 32

1− 4κ2

)(
1 +

3

2
|κ|
)

Γ( 1
2|κ| +

3
4
)

Γ( 1
2|κ|−

3
4
)

(
8kBT

πM

) 1
2

; para |κ| < 1

2
· (2.38)

Levando-se em consideração esses aspectos, portanto, segue a velocidade média qua-
drática que é dada por:

V
2

κ =

∫ +∞

0

V 2f0κ(V )dV = 4πAκ

∫ +∞

0

V 4 expκ

(
−MV 2

2kBT

)
dV. (2.39)

Uma vez que, utilizando as equações definidas (2.29), (2.31) e (2.32), o que leva a:

V
2

κ =
2(4|κ|3(2 + 3|κ|)

(4− |κ|)2(4− 25|κ|2)(2− 3|κ|)

[
Γ( 1

2|κ| +
3
4
)

Γ( 1
2|κ|−

3
4
)

]2(
3kBT

M

)
;

para |κ| < 2

5
· (2.40)

Finalmente, para a velocidade média quadrática, Vκrms , definida como raiz qua-
drada do valor médio do quadrado da velocidade, isto é:

V
2

κrms
=

[
2(4|κ|3(2 + 3|κ|)

(4− |κ|)2(4− 25|κ|2)(2− 3|κ|)

] 1
2 Γ( 1

2|κ| +
3
4
)

Γ( 1
2|κ|−

3
4
)

(
3kBT

M

) 1
2

. (2.41)

Portanto, igualmente conclui-se que:

Vκrms < Vκ < Vκmp . (2.42)

Note que os resultados dados pelas equações (2.34), (2.38) e (2.41), reduziu-se aos
resultados dados pela distribuiçõa de Maxwell-Boltzmann, equações (2.18), (2.20) e
(2.21), quando κ → 0. O mesmo ocorre com a própria distribuição de Kaniadakis
que tende a distribuição de Maxwell-Boltzmann, quando κ→ 0.

A seguir são apresentadas as figuras (2.10 a 2.14) para o isótopo 4 He, já as figuras
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(2.15 a 2.19) para 20 Ne, nas figuras (2.20 a 2.24) o isotópo 40 Ar e nas figuras (2.25
a 2.29) é simbolizada o 132 Xe, que representa o comportamento da distribuição de
Kaniadakis, equação (2.27) e com diferentes temperaturas e κ-deformações.
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Figura 2.10: Distribuição de velocidades de Kaniadakis 4 He com temperatura de
300 K e κ-deformações.
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Figura 2.11: Distribuição de velocidades de Kaniadakis 4 He com temperatura de
600 K e κ-deformações.
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Figura 2.12: Distribuição de velocidades de Kaniadakis 4 He com temperatura de
900 K e κ-deformações.
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Figura 2.13: Distribuição de velocidades de Kaniadakis 4 He com temperaturas de
1200 K e κ-deformações.
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Figura 2.14: Distribuição de velocidades de Kaniadakis 4 He com temperatura de
1500 K e κ-deformações.
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Figura 2.15: Distribuição de velocidades de Kaniadakis 20 Ne com temperatura de
300 K e diferentes κ-deformações.
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Figura 2.16: Distribuição de velocidades de Kaniadakis 20 Ne com temperatura de
600 K e diferentes κ-deformações.
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Figura 2.17: Distribuição de velocidades de Kaniadakis 20 Ne com temperatura de
900 K e diferentes κ-deformações.
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Figura 2.18: Distribuição de velocidades de Kaniadakis 20 Ne com temperatura de
1200 K e diferentes κ-deformações.
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Figura 2.19: Distribuição de velocidades de Kaniadakis 20 Ne com temperatura
1500 K e diferentes κ-deformações.
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Figura 2.20: Distribuição de velocidades de Kaniadakis 40 Ar com temperatura de
300 K e diferentes κ-deformações.

0 500 1000 1500 2000 2500 3000

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8
10

-3

Figura 2.21: Distribuição de velocidades de Kaniadakis 40 Ar com temperatura de
600 K e diferentes κ-deformações.
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Figura 2.22: Distribuição de velocidades de Kaniadakis 40 Ar com temperatura de
900 K e diferentes κ-deformações.
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Figura 2.23: Distribuição de velocidades de Kaniadakis 40 Ar com temperatura de
1200 K e diferentes κ-deformações.
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Figura 2.24: Distribuição de velocidades de Kaniadakis 40 Ar com temperatura de
1500 K e diferentes κ-deformações.
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Figura 2.25: Distribuição de velocidades de Kaniadakis 132 Xe com temperatura
de 300 K e diferentes κ-deformações.
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Figura 2.26: Distribuição de velocidades de Kaniadakis 132 Xe com temperatura
de 600 K e diferentes κ-deformações.
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Figura 2.27: Distribuição de velocidades de Kaniadakis 132 Xe com temperatura
de 900 K e diferentes κ-deformações.
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Figura 2.28: Distribuição de velocidades de Kaniadakis 132 Xe com temperatura
de 1200 K e diferentes κ-deformações.
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Figura 2.29: Distribuição de velocidades de Kaniadakis 132 Xe com temperatura
de 1500 K e diferentes κ-deformações.

Nas figuras (2.10 a 2.29), nota-se o comportamento da função de probabilidade
das velocidades para um conjunto governado via à distribuição estatística de Kani-
adakis, considerando diferentes nuclídeos com temperaturas distintas. Assim como
proposto por DE ALMEIDA (2019) ao conjecturar a existência de uma temperatura
efetiva ao relacionar gráficos similares da teoria de Tsallis e Kaniadakis em compa-
ração com a teoria de Maxwell-Boltzmann. De fato, observa-se semelhanças com os
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gráficos mostrados nas figuras (2.5), (2.6), (2.7), (2.8) e (2.9), na qual é apresentada
a distribuição de Maxwell-Boltzmann para os mesmos isótopos e temperaturas.

Desse modo, tais semelhanças evidencia a proposta em desenvolvimento desta
tese, um modelo de temperatura efetiva, possibilitando um mapeamento da teoria
κ-deformada na teoria de Maxwell-Boltzmann. O próximo capítulo apresentará um
estudo da fenomenologia das ressonâncias nucleares.
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Capítulo 3

Alargamento das ressonâncias
nucleares

O movimento térmico dos núcleos se torna relevante quando os nêutrons alcan-
çam energias ∼ kBT . Nessa conformidade a seção de choque sofre influência do
movimento térmico dos núcleos. Mas, existe uma circunstância que o movimento
térmico dos núcleos deve ser levado em conta, mesmo quando os nêutrons têm ener-
gias cinéticas muito maiores que kBT . É o caso dos núcleos mais pesados nos quais
as ressonâncias são muito estreitas (muito menores que 1 eV ).

A fenomenologia do alargamento Doppler consiste no aumento da faixa de ener-
gia das regiões de ressonâncias, onde ocorre essa absorção como consequência de um
aumento na temperatura. Além disso, é importante destacar o seu funcionamento
como forma de controle intrínseco para reatores de potência, porque mais nêutrons
podem ser absorvidos na região de ressonâncias, fazendo com que haja uma redu-
ção da reatividade, contribuindo portanto, para o controle do reator e até para o
desenvolvimento de projetos nucleares térmicos.

Na figura (3.1) os núcleos-alvo são fixos, consequentemente esses isótopos apre-
sentam a mesma aparência da seção choque.

v⃗

E

σ(E)

Figura 3.1: Os núcleos-alvo são fixos para T = 0 K.
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Se o núcleo-alvo não estiver em repouso, uma velocidade relativa surge no sis-
tema. Consequentemente, haverá um deslocamento da seção de choque, em função
da energia, conforme figura (3.2) a seguir:

v⃗

−→
V

E

σ(E)

Figura 3.2: Os núcleos-alvo tem velocidade constante.

No entanto para velocidade diferente, a seção choque resulta da média ponderada
de todos os átomos com a mesma velocidade relativa. Essa mudança tem valores
diferentes e sua direção depende do sinal da velocidade relativa representada pela
figura (3.3)

v⃗

E

σ(E)

Figura 3.3: Os núcleos-alvo tem diferente velocidade.

Nesse sentido, o efeito do alargamento Doppler sobre a seção de choque micros-
cópica nas regiões de ressonâncias pode ser quantificado matematicamente. Além
disso, calcula-se a seção de choque média próximo dessa região usando a fórmula
de Breit-Wigner, admitindo que os núcleos-alvo possam ser tratados como um gás
livre em equilíbrio térmico, regidos pela distribuição de velocidade de Maxwell-
Boltzmann, de modo que a seção de choque média de interação nêutron-núcleo é de-
finida pela seguinte expressão matemática (DUDERSTADT e HAMILTON, 1976):

σ(v, T ) =
1

v

∫ ∣∣∣v⃗ −−→
V
∣∣∣σ(∣∣∣v⃗ −−→

V
∣∣∣)F (V, T )d3V, (3.1)
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sendo
−→
V a velocidade do núcleo-alvo, v⃗ a velocidade do nêutron e σ(|v⃗−

−→
V |) a seção

de choque.
Tendo a velocidade entre nêutron e o núcleo como definido por: v⃗r = v⃗ −

−→
V .

Ainda com a condição isotrópica das velocidades definidas no Capítulo 2, tem-se
que:

σ(v, T ) =
1

v

∫ ∞

0

∫
4π

V 2F (V, T )vrσ(vr)dΩ̂dV, (3.2)

sendo, dΩ̂ ≡ sen(θ)dθdφ.

Resolvendo a integral o ângulo sólido (θ e v) em relação ao ângulo azimutal φ.
Finalmente, tem-se:

σ(v, T ) =
2π

v

∫ ∞

0

∫ π

0

V 2F (V, T )vrσ(vr) sen(θ)dθdV (3.3)

Definindo θ como o ângulo entre as velocidades do nêutron, v⃗ e o núcleo-alvo,
−→
V .

Conclui-se que:

vr = |v⃗ −
−→
V | =

√
v2 + V 2 − 2V v cos(θ). (3.4)

Derivando a equação (3.4) em relação a θ, tem-se que:

dvr
dθ

=
vV

vr
sen(θ) =⇒ sen(θ)dθ ≈ 1

vV
vrdvr. (3.5)

Sendo assim, muda-se a variável de integração e com uma pequena manipulação
algébrica, a equação (3.3) pode ser reescrita da seguinte forma (DUDERSTADT e
HAMILTON, 1976):

σ(v, T ) =
2π

v2

∫ ∞

0

∫ v+V

|v−V |
V F (V, T )vr

2σ(vr)dvrdV. (3.6)

Contudo, para resolver a integral na variável de integração vr é preciso satisfazer
as condições do módulo em duas integrais (DE ALMEIDA, 2019). Esse método foi
desenvolvido via integração de regiões com mudança da ordem de integração,tendo
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em vista que a distribuição de Maxwell-Boltzmann satisfaz a seguinte propriedade
de paridade: ∫ a2

−a1

V F (V, T )dV =

∫ a2

a1

V F (V, T )dV, (3.7)

finalmente, a equação é reescrita como segue:

σ(v, T ) =
2π

v2

∫ ∞

0

∫ v+vr

v−vr

V F (V, T )vr
2σ(vr)dV dvr. (3.8)

Quando a temperatura absoluta é aproximadamente 0 K é possível descrever a
dependência energética da seção de choque de captura (LAMARSH e BARATTA,
2001), para energias próximas à ressonância, através da expressão conhecida como
seção de choque microscópica de captura ressonante de Breit-Wigner de nível único,
na qual é capaz de descrever adequadamente os efeitos de alargamento Doppler e é
representada por:

σγ(ECM) = σ0
Γγ

Γ

(
E0

ECM

) 1
2
[

1

1 + 4
Γ2 (ECM − E0)2

]
. (3.9)

• E0 99K é a energia onde ocorre o pico de ressonância no referencial do labora-
tório;

• ECM 99K é a energia no sistema nêutron núcleo-alvo no sistema referencial do
centro de massa;

• Γ 99K é a largura total da ressonância ;

• Γγ 99K é a largura da linha radioativa;

• σ0 99K é o valor da seção de choque na energia E0.

sendo:

ECM =
1

2
µvr

2 =
1

2

(
A

A+ 1

)
mnvr

2, (3.10)
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definindo a equação das massas1:

mn

(µ)
3
2

=
1√
M

=

√
(M +mn)2

Mmn

√
(M +mn)

M
. (3.11)

Ao considerar a mudança na variável de integração de Vr para ECM e sendo a
energia cinética do nêutron definida por:

E =
1

2
mnv

2, (3.12)

satisfaz a seguinte equação:

σγ(E, T ) =

√
2π√
M

(σ0)

√
M+mn

M
E0

√
E

(
Γγ

Γ

)
2
√
kBT√

Mmn

(M+mn)2
4kBTE

×

×
∫ ∞

0

1

1 + 4
Γ2 (ECM − E0)2

∫ v+vr

v−vr

V F (V )dECM . (3.13)

Quando M = Amn , com aproximação:

ΓD ≡
√

4kBTE

A
. (3.14)

Para energia nas proximidades da ressonância, faz-se novamente aproximação E ≈
E0. Dessa forma, tem-se:

ΓD ≡
√

4kBTE0

A
, (3.15)

sendo ΓD é definido como largura Doppler de ressonância. A partir da equação
(3.13) e com algumas substituições, conforme expressões abaixo:

Tal que x, y e ξ são definidos por:

• x ≡ 2

Γ
(E − E0);

1Lembrando que a massa reduzida do sistema: µ =
Mm

M +m
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• ξ ≡ Γ

ΓD

=
Γ

(4E0kBT/A)
1
2

;

• y ≡ 2

Γ
(ECM − E0);

• Para o caso de núcleos pesados, M ≫ mn.

Em que E é a energia do nêutron incidente, ECM é a energia do centro de massa,
E0 é a energia onde ocorre a ressonância, Γ é a largura total de ressonância, ΓD é a
largura Doppler de ressonância, T é temperatura do meio e A o número de massa
do núcleo alvo.

Assim sendo,

σγ(E, T ) = σ0

(
Γγ

Γ

)(
E0

E

) 1
2

Ψ(x, ξ). (3.16)

Portanto, a função de alargamento Doppler, após as devidas substituições pode
ser definida como segue:

Ψ(x, ξ) = πξ

(
2kBT

M

) 1
2
∫ +∞

− 2E0
Γ

dy

1 + y2

∫ v(x)+vr(y)

v(x)−vr(y)

F (V, T )V dV. (3.17)

Usando finalmente a distribuição de Mawxell-Boltzmann, tem-se que:

Ψ(x, ξ) =
ξ

2
√
π

∫ +∞

− 2E0
Γ

dy

1 + y2

[
e
− [v(x)−vr(y)]

2

2vth
2 − e

− [v(x)+vr(y)]
2

2vth
2

]
(3.18)

Nota-se que na equação (3.18) , vth ≡
(
kBT

M

) 1
2

, é a velocidade térmica (MAR-

GUET, 2017).

3.1 Aproximações de Bethe-Placzek

Nessa seção será apresentada a função de alargamento Doppler a partir da inter-
pretação matemática da forma integral, proposta em 1937 por Bethe e Placzeck para
um único nível energético(BETHE e PLACZEK, 1937), como sendo a convolução
da função Lorentziana com a função Gaussiana, possibilitando a obtenção de outras
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integrais. Entretanto, não possui solução análitica e sua forma integral é onerosa
(MARGUET, 2017). Dessa forma, Bethe-Placzek propuseram algumas aproxima-
ções para energia nas proximidades do pico ressonante. Esses efeitos de ressonância
em processos nucleares sugerem as seguintes aproximações:

i) A partir da equação (3.18) constata-se que é possível desconsiderar a segunda
exponencial. Isso é porque o segundo termo é desprezível frente ao primeiro
em muitas faixas de energia de interesse. Então, considera-se que:

[v(x) + vr(y)]
2 ≫ [v(x)− vr(y)]

2 ; (3.19)

ii) Estender o limite de integração inferior para −∞ na equação (3.18). Isso
ocorre, porque a razão entre a energia (onde ocorre o ponto mais elevado de
ressonância) e a largura prática pode ser grande.

−2E0

Γ
−→ −∞; (3.20)

iii) Pode-se fazer uma expansão do termo da energia do centro de massa em série
de Taylor e utilizar somente dois termos iniciais, porque os núcleos alvos são
considerados massivos.

(ECM)
1
2 ≈ (E)

1
2

(
E + ECM

2E

) 1
2

=

= (E)
1
2

(
E − ECM

2E

)
=

(
E + ECM

2
√
E

)
(3.21)

Em termos matemáticos, fazendo : η =
(
ECM − E

E

)
,

e utilizando a série de Taylor.

(ECM) ≈ (E)
1
2 (1 + η)

1
2 ≈ (E)

1
2

(
1 +

η

2���
��H

HHHH
−η
4
+ · · ·

)
(3.22)
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Assim, a equação (3.18) assume a seguinte forma:

Ψ(x, ξ) ≈ ξ

2
√
π

∫ +∞

−∞

dy

1 + y2

[
e
− [v(x)−vr(y)]

2

2vth
2

]
; (3.23)

Considerando núcleos pesados tem-se que µ ≈ mn e M ≫ mn. Assim sendo, a
equação (3.21) torna-se:

(
µvr

2

2

) 1
2

=

(
mnv

2

2

) 1
2

(
1 +

µvr2−mnv2

2

�2mnv2

�2

)
(3.24)

vr

(µ
2

) 1
2
= v

(mn

2

) 1
2

[ 1
2�

�mnv
2 + 1

2�µvr
2

��mnv2

]
(3.25)

Após simplificações,

vr =�v

[ 1
2
(v2 + vr

2)

��v
2

]
=

=
v2 + vr

2

2v
(3.26)

Todavia,

v + vr = v − vr
2 + v2

2v
=

=
v2 − vr

2

2v
(3.27)

e com a inclusão da equação (3.10), esta é redefinada como:
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vr =
(E + ECM)

2
√

µ
2

√
E

=
(E + ECM)√

�4E(
µ

�2
)

=

=
(E + ECM)

(2mnE)
1
2

(3.28)

Repetindo o procedimento acima, usa-se a equação (3.12), para obtenção da
expressão:

v(x)− vr(y) =

(
2E

mn

) 1
2

− (E + ECM)

(2mnE)
1
2

=

=
(E − ECM)

(2mnE)
1
2

(3.29)

Quando substitui a equação (3.29) com o argumento da função exponencial
que aparece na equação (3.23) (DE ALMEIDA, 2019), vem:

[v(x)− vr(y)]
2

2v2th
≈ M

2kBT

(E − ECM)2

2mnE
=

=
(M/mn)

4EkBT
[(E − E0)− (ECM − E0)]

2 =

=
A

4EkBT

[
(Γx− Γy)

2

]2
=

AΓ2

4EkBT

[
(x− y)2

4

]
, (3.30)

dessa forma, observa-se portanto:

[v(x)− vr(y)]
2

2v2th
≈ ξ2

4
(x− y)2. (3.31)

Substituindo a equação (3.31) em (3.23), obtém-se finalmente a função de
alargamento Doppler, segundo o formalismo de Bethe-Placzek:

Ψ(x, ξ) ≈ ψ(x, ξ) =
ξ

2
√
π

∫ +∞

−∞

dy

1 + y2
exp

[
−ξ

2

4
(x− y)2

]
. (3.32)
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A figura (3.4) apresenta o comportamento da função de alargamento doppler,
ψ(x, ξ), para diferentes valores de ξ, utilizando a equação (3.32) tem-se que:

-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40
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0.1
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Figura 3.4: Comportamento da Função de Alargamento Doppler variando ξ.

A partir da análise da figura (3.4) pode-se observar que ψ(x, ξ), tem as seguintes
características:

i) A função contém valores positivos.

ii) A função é simétrica em relação ao eixo vertical, ou seja, ψ(x, ξ) = ψ(−x, ξ).

iii) A curva se alarga à medida que ξ diminui. Isto é, à medida que a temperatura
real do meio aumenta.

3.2 Função de alargamento Doppler

Essa seção apresentará algumas pesquisas técnica e científica que serviram de
referência de métodos para o cálculo da função de alargamento Doppler. Alguns
procedimentos são reconhecidos na literatura, a saber: a expansão assintótica, mé-
todo de Padé, e o método de Beynon e Grant. Além do mais, métodos mais modernos
como o método de Palma, Martinez e Silva e o método da Série de Fourier, que são
métodos bastante acurados para o cálculo da função ψ(x, ξ). Esses métodos clássicos
e modernos seguem a aproximação de Bethe e Placzek (1937).
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A função de alargamento Doppler usando a distribuição de velocidades de
Maxwell-Boltzmann , conforme exemplificada na seção anterior, é representada por
Duderstadt e Hamilton (1976),

ψ(x, ξ) =
ξ

2
√
π

∫ +∞

−∞

dy

1 + y2
exp

[
−ξ2

4
(x− y)2

]
(3.33)

A função de alargamento Doppler é usada apenas no método psi-chi (ψ-χ) (DU-
DERSTADT e HAMILTON, 1976; YESILYURT et al., 2012). Esse método usa
a representação de ressonância de nível único das seções de choque com base nos
parâmetros de ressonância. Usando o método psi-chi, as seções de choque em 0 K
são consideradas compostas por uma série de ressonâncias Breit-Wigner de nível
único, portanto, na figura (3.5)2 é apresentada de forma didática para exemplicar o
fenômeno físico nas regiões onde ocorrem as ressonâncias. A equação (3.33) é usada
em códigos existentes para calcular as seções de choque microscópica para vários
grupos de energia, como por exemplo Hutchins et al. (1971); Greene et al. (1976);
Tada et al. (2018).

Figura 3.5: Ilustração das regiões de ressonâncias.

A solução numérica da equação (3.33) demanda muito tempo de processamento
computacional e por isso diversos métodos foram desenvolvidos com a finalidade de
obter aproximações analíticas para a função de alargamento Doppler considerando a
estatística padrão de Maxwell-Boltzmann. Entre esses diversos métodos encontram-
se as aproximações propostas por (CAMPOS e MARTINEZ, 1987); (PALMA et al.,
2006); (GONÇALVES et al., 2008); (KESHAVAMURTHY e HARISH, 1993). Nos
três primeiros artigos os autores diferenciaram a expressão integral da função de

2Com o objetivo de apresentar as regiões de ressonâncias nucleares, essa fígura foi manipulada
via LATEX, que é um software gratuito para processamento de textos, figuras, equações e etc.
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alargamento Doppler em relação a x, chegando à seguinte equação diferencial:

4

ξ2
∂2ψ(x, ξ)

∂x2
+ 4x

∂ψ(x, ξ)

∂x
+ ψ(x, ξ)(2 + ξ2x2 + ξ2) = ξ2 (3.34)

sujeita às seguintes condições iniciais:

∂ψ(x, ξ)

∂x

∣∣∣∣
x=0

= ψ0 =
ξ
√
π

2
e

ξ2

4

[
1− erf

(
ξ

2

)]
(3.35)

∂ψ(x, ξ)

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0 (3.36)

Resolvendo a equação (3.33) usando expansão em séries de potência e de Fourier,
os autores obtiveram expressões analíticas para a função de alargamento Doppler.

No artigo de Keshavamurthy e Harish (1993) o método de Padé 4-polo foi usado
para obter uma aproximação analítica para a função de alargamento Doppler ψ(x, ξ)
. A aproximação 4-polo de Padé para ψ(x, ξ) tem a seguinte expressão:

ψ(x, ξ) ∼=
ξ
√
π

2
R [w(z)] , (3.37)

em que R [w(z)] simboliza a parte real da função w(z).

Sendo,

z = u+ ih, (3.38)

e


u =

ξx

2

h =
ξ

2

(3.39)

A função w(z) pode ser expressa em termos dos polinômios de 4-polo de Padé
(KESHAVAMURTHY e HARISH, 1993) resultando que:
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w(z) =
i√
π

p0 + p1z + p2z
2 + p3z

3

1 + q1z + q2z2 + q3z3 + q4z4
· (3.40)

Substituindo a equação (3.40) na equação (3.37), temos a seguinte expressão para a
função de alargamento Doppler ψ(x, ξ):

ψ(x, ξ) ∼=
ξ
√
π

2
R

[
i√
π

p0 + p1z + p2z
2 + p3z

3

1 + q1z + q2z2 + q3z3 + q4z4

]
. (3.41)

Os coeficientes pj e qj necessários para o cálculo da função de alargamento Dop-
pler estão definidos na tabela (3.1).

Tabela 3.1: Coeficientes p e q da aproximação 4-polo de Padé.

p0 = −i
√

π q1 =
−i(9π − 28)

√
π

2(6π2 − 29π + 32)

p1 =
(15π2 − 88π + 128)

(6π2 − 29π + 32)
q2 =

(36π2 − 195π + 256)

6(6π2 − 29π + 32)

p2 =
−i(33π − 104)

√
π

6(6π2 − 29π + 32)
q3 =

i(−33π + 104)
√

π

6(6π2 − 29π + 32)

p3 =
(9π2 − 69π + 128)

3(6π2 − 29π + 32)
q4 =

(9π2 − 69π + 128)

3(6π2 − 29π + 32)

Em 1892, o matemático francês Henri Padé publicou um artigo sobre: "a re-
presentação aproximada de uma função por frações racionais". Com o advento dos
computadores, levou os cientistas a considerar vários métodos de funções, especial-
mente de funções de convergencia rápida (CABANNES, 1976).

Em um artigo publicado em 1955, Shanks mostrou as vantagens do método de
Padé, que permite deduzir de qualquer série de potências convergentes ou divergentes
uma tabela de aproximações racionais das funções representadas por séries. Desde
então, físicos, matemáticos e engenheiros aplicados estudaram a representação de
funções por meio de frações racionais, tendo como objetivo principal ober algoritmos
computacionais cada vez mais rápidos (CABANNES, 1976; SHANKS, 1955).

Nesse sentido, a aproximação de Padé é um método conveniente para obtenção
de resultados numéricos em engenharia e ciências matemáticas e da natureza. Além
disso, é uma das aproximações mais utilizadas para o cálculo da função de alarga-
mento Doppler e suas aplicações, tais como: cálculo das integrais de ressonâncias e
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determinação da largura prática de ressonância (KESHAVAMURTHY e HARISH,
1993; MARTÍN et al., 1980). No entanto, é importante ressaltar que, tão somente
a partir de 1981, essa técnica de convergência foi amplamente disseminado em tra-
balhos sobre fenômenos críticos. Desse modo, aproximação de Padé é um método
capaz de representar de forma eficaz funções com pólos, por intermédio de uma
aproximação racional, ou seja, uma razão entre polinômios (GONÇALVES, 2010;
PALMA, 2007).
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Capítulo 4

Método Proposto

Nesta seção apresentada a metodologia proposta com o objetivo do desenvol-
vimento de um modelo que estabelece uma relação de equivalência entre a função
de alargamento Doppler, ψ(x, ξ), empregando a distribuição de Maxwell-Boltzmann
e a função deformada de alargamento Doppler, ψκ(x, ξ), conforme a distribuição
generalizada de Kaniadakis, através da temperatura efetiva do meio Tef .

4.1 Função deformada de alargamento Doppler se-

gundo a distribuição de Kaniadakis

Um primeiro uso da distribuição Kaniadakis no contexto da engenharia nuclear
foi feito por (GUEDES et al., 2017). Nessa proposta de tese foi apresentada uma
função deformada de alargamento Doppler usando a distribuição Kaniadakis que
descreve as interações nêutrons-núcleo com e sem o equilíbrio térmico.

Os resultados obtidos por (GUEDES et al., 2017) e (DE ABREU et al., 2019)
contribuíram para a investigação em andamento envolvendo a função deformada de
alargamento Doppler em engenharia nuclear usando estatísticas de Kaniadakis.

As propostas apresentadas por (GUEDES et al., 2017) e (DE ABREU et al.,
2019) que forneceram aproximações numéricas e analíticas, respectivamente, para a
função deformada de alargamento Doppler usando a quase-Maxwelliana estatística
de Kaniadakis, representada por ψκ(x, ξ) . A distribuição Kaniadakis é representada
da seguinte forma:

fκ(V, T ) = A(κ) expκ

(
−MV 2

2kBT

)
. (4.1)

Sendo,
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A(κ) =

(
|κ|M
πKBT

) 3
2
(
1 +

3 |κ|
2

) Γ
(

1
2|κ| +

3
4

)
Γ
(

1
2|κ| −

3
4

) . (4.2)

Além disso, a função expκ (κ-exponencial) é definida por Kaniadakis et al.(2017):

expκ(x) =
(√

1 + κ2x2 + κx
) 1

κ
. (4.3)

Usando a aproximação de Bethe-Placzek (GUEDES et al., 2017) obteve-se a fun-
ção deformada de alargamento Doppler, considerando a distribuição de Kaniadakis:

ψκ (x, ξ) =
ξ

2
√
π
B (κ)

∫ +∞

−∞

dy

1 + y2
iexpκ

[
−ξ2 (x− y)2

4

]
, (4.4)

tendo,

iexpκ

(
−ξ2 (x− y)2

4

)
≡
κ2
(

ξ2(x−y)2

4

)
+

√
1 + κ2

(
ξ2(x−y)2

4

)2
1− κ2

×

× expκ

(
−ξ2 (x− y)2

4

)
(4.5)

e

B (κ) = (2 |κ|)
3
2

(
1 +

1

2
3 |κ|

) Γ
(

1
2|κ| +

3
4

)
Γ
(

1
2|κ| −

3
4

) . (4.6)

Nos códigos de computador já existentes para projeto de reator nuclear, o pro-
cesso de alargamento Doppler requer um tempo computacional relativamente longo
para o cálculo da equação (3.33) ou equação (3.34) e muito mais tempo para o cál-
culo da equação (4.4). Deve-se lembrar que a função de alargamento Doppler para
cálculo da seção de choque de nêutrons deve ser calculada para cada energia do
nêutron, cada isótopo, e para diferentes temperaturas.
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Figura 4.1: Comportamento da função ψκ(x, ξκ=0,1) variando κ.

Uma análise preliminar do comportamento da função de alargamento Doppler
deformada, usando a distribuição estatística de Kaniadakis, constata-se que o valor
de κ-deformada quando é ampliado, ocorre uma atenuação no pico de ressonância,
em outras palavras, diminui-se a amplitude da função. Além disso, também é ilus-
trado na figura (4.1) a qual retoma a função de alargamento Doppler clássica quando
é tomado o limite κ → 0. Além do mais, é apresentada a figura (4.2) para ilustrar
o comportamento dos picos da função ψκ(x, ξκ=0,1), à medida que κ-deformação vai
se modificando.
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Figura 4.2: Relação dos Picos da função ψκ(x, ξκ=0,1) variando κ.

Portanto, em relação a essas motivações, esta tese propõe uma metodologia sim-
ples para mapear a função de alargamento Doppler deformada na função de alar-
gamento Doppler clássica feita através de uma parametrização polinomial multidi-
mensional.
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4.2 Temperatura Efetiva do meio Tef

Pode ser notado que para sistemas fora do equilíbrio térmico a solução da equação
(4.4) difere da equação (3.33). No entanto, a equação (3.33) é largamente usada nos
códigos existentes para cálculo das constantes de multigrupos. A modificação desses
códigos para incorporar a solução numérica da equação (3.41) não é uma tarefa
simples; por isso, esta proposta de tese apresenta o modelo da temperatura efetiva
do meio Tef . Tal proposta é exatamente não acrescentar demanda computacional
em sua implementação nos sistemas de processamentos de dados nucleares, de quem
já calcula a função de alargamento Doppler, seguindo a distribuição de Maxwell-
Boltzmann.

O modelo da temperatura efetiva do meio Tef consiste em determinar a tempera-
tura Tef que faça a função de alargamento Doppler convencional ψ(x, ξ) reproduzir
os valores da função de alargamento Doppler segundo a distribuição de Kaniadakis
na temperatura real (T ) do meio, ou seja:

ψκ(x, ξ) ∼= ψ(x, ξ̃), (4.7)

sendo:

ξ̃ ≡ Γ(
4E0kBTef

A

)1/2 (4.8)

e

ξ ≡ Γ(
4E0kBT

A

)1/2 · (4.9)

Usando a aproximação dada pela equação (3.41) será obtido o valor de ξ̃ que
satisfaz a seguinte equação:

ψκ(x, ξ) ∼=
ξ̃
√
π

2
R

[
i√
π

p0 + p1z̃ + p2z̃
2 + p3z̃

3

1 + q1z̃ + q2z̃2 + q3z̃3 + q4z̃4

]
(4.10)

sendo,

z̃ = ũ+ ih̃ (4.11)
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visto que, 
ũ =

ξ̃x

2

h̃ =
ξ̃

2

(4.12)

Na equação (4.10), os valores de ψk(x, ξ) são previamente determinados através
da solução numérica da equação (4.4). Generalizando, foram obtidas tabelas de ξ̃
em função de intervalos distintos das variáveis κ, x e ξ, ou seja:

ξ̃ = pκ(x, ξ)


0, 1 ⩽ κ ⩽ 0, 5

0 ⩽ x ⩽ 40

0, 05 ⩽ ξ ⩽ 0, 5

(4.13)

Desse modo, com a finalidade de avaliar a solução númerica e compará-los com
as distintas distribuições ψ(x, ξ), ψκ(x, ξ) e ψ(x, ξ̃) foram gerados gráficos, conforme
descritos nas respectivas figuras (4.3, 4.4 e 4.5).

Figura 4.3: Gráfico da Função de alargamento Doppler.
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Figura 4.4: Gráfico da Função deformada de alargamento Doppler.

Figura 4.5: Gráfico da Função de alargamento Doppler.

Assim sendo, a obtenção dos valores das raízes (ξ̃) via interseções é apresentada
na figura (4.6), para o caso x = 0, e estendido para os demais valores o procedimento
metodológico.
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Figura 4.6: Obtenção das Raízes via interseções.

Na seção de resultados serão apresentados os valores obtidos para ξ̃ para os
intervalos indicados na equação (4.13). Assim sendo a função deformada de alar-
gamento Doppler ψκ(x, ξ) segundo a distribuição de Kaniadakis poderá ser obtida
diretamente da função clássica de alargamento Doppler, substituindo a temperatura
do meio T pela temperatura efetiva do meio Tef . Isto é:

ψκ(x, ξ) ∼= ψ(x, ξ̃). (4.14)
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Capítulo 5

Resultados Finais

5.1 Apresentação e Análise

Nesta seção são apresentados os resultados obtidos para a função de alargamento
Doppler usando a distribuição Maxwell-Boltzmann ψ(x, ξ) e a função de alarga-
mento doppler deformada ψκ(x, ξ), segundo a distribuição generalizada de Kaniada-
kis. Para obter os valores de ξ̃ que serão usados na aproximação representada pela
equação (4.14) deve-se reescrever a equação (4.10) da seguinte forma DA SILVA
et al. (2021):

ψκ(x, ξ)−
ξ̃
√
π

2
R

[
i√
π

p0 + p1z̃ + p2z̃
2 + p3z̃

3

1 + q1z̃ + q2z̃2 + q3z̃3 + q4z̃4

]
= 0. (5.1)

A equação (5.1) foi numericamente resolvida para os valores de κ, x e ξ indicados
na equação (4.13), sendo a variável z̃ definida nas equações (4.11) e (4.13). Os
coeficientes pj e qj estão definidos na tabela (3.1). Os resultados da solução numérica
da equação (5.1) são retratados nas tabelas (5.1, 5.2, 5.3, 5.4, 5.5), para os valores
de κ = 0, 1; 0, 2; 0, 3; 0, 4 e 0, 5; respectivamente.

Para reduzir ainda mais o tempo de computação necessária para calcular a função
deformada de alargamento Doppler com os sistemas de computação atuais, em vez
de obter ξ̃ diretamente das tabelas (5.1, 5.2, 5.3, 5.4, 5.5) através de interpolações,
pode-se fazer um ajuste polinomial por regressão polinomial dos valores de cada
tabela e usar diretamente a expressão obtida para o valor de ξ̃ para cálculo da
função de alargamento Doppler. Como explicitado anteriormente a variável ξ̃ está
relacionada com a temperatura efetiva do meio (Tef ).
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Para exemplificar o ajuste polinomial consideram-se os valores das tabelas (5.1),
(5.2), (5.3), (5.4) e (5.5) e aplicamos o método da regressão polinomial com otimi-
zação dos pesos através da técnica de algoritmo genético (HOLLAND et al., 1992;
KIUSALAAS, 2015), ou seja, método heurístico de busca e otimização matemática,
ver os apêndices A e B para maior detalhamento da metodologia. Os resultados ob-
tidos para o ajuste de regressão polinomial ponderada, segundo a seguinte definição
dos resíduos:

resi =
√
ωi

∣∣∣ξ̃i − ξ̃eqi

∣∣∣ (5.2)

em que resi é o resíduo relativo ao ponto i da matriz ξ̃. Nesse sentido, ξ̃i são os
valores de ξ̃ para o ponto i retonado da base de dados, ξ̃eqi são os valores de ξ̃ para
o ponto i retornado pela equação de ajuste. Sendo que ωi é o peso atribuído para
o ponto i, para i=1,2,. . . ,100, cada ponto de ξ̃, com cada peso contido no intervalo
(0,1].

O desafio a ser solucionado pelo método de algoritmo genético é encontrar o
conjunto de pesos que minimize o erro acumulado dos pontos:

erro =
100∑
i=1

√
ωi

∣∣∣ξ̃i − ξ̃eqi

∣∣∣
ξ̃i

(5.3)

Aplicando o método da regressão polinomial otimizado pela técnica do algoritmo
genético aos valores das tabelas (5.1), (5.2), (5.3), (5.4) e (5.5) obtivemos as seguinte
expressões:

ξ̃κ=0,1(x, ξ) = −0, 0095668 + 0, 0042817x+ 1, 2301ξ + 0, 00025628x2 − 0, 1449xξ−

−1, 2704ξ2 − 6, 1751× 10−5x3 + 0, 0062072x2ξ + 0, 92537xξ2 + 0, 76292ξ3+

+2, 9873× 10−6x4 − 0, 00010748x3ξ − 0, 023709x2ξ2 − 2, 1902xξ3 + 6, 4376ξ4−

−4, 1619× 10−8x5 + 8, 0913× 10−7x4ξ + 0, 00015675x3ξ2 + 0, 023925x2ξ3+

+1, 7734xξ4 − 9, 4704ξ5,

(5.4)
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ξ̃κ=0,2(x, ξ) = 0, 0046822 + 0, 0030388x1 + 0, 73111ξ − 0, 00042548x2

−0, 057383xξ + 2, 8556ξ2 + 1, 4651× 10−5x3 + 0, 0066264x2ξ + 0, 25925xξ2−

−14, 631ξ3 + 1, 8425× 10−8x4 − 0, 00025003x3ξ − 0, 011772x2ξ2−

−0, 61369xξ3 + 31, 818ξ4 − 4, 1333× 10−9x5 + 2, 9973× 10−6x4ξ+

+0, 00013975x3ξ2 + 0, 0080984x2ξ3 + 0, 50658xξ4 − 24, 629ξ5,

(5.5)

ξ̃κ=0,3(x, ξ) = −0, 015316 + 0, 0028454x1 + 1, 4058ξ − 0, 00020029x2 − 0, 069982xξ

−5, 7737ξ2 + 3, 2077× 10−6x3 + 0, 004753x2ξ + 0, 32807xξ2 + 27, 528ξ3

−6, 9846× 10−5x3ξ − 0, 021364x2ξ2 − 0, 21569xξ3 − 60, 257ξ4

+0, 00025552x3ξ2 + 0, 01184x2ξ3 − 0, 21352xξ4 + 48, 394ξ5,

(5.6)

ξ̃κ=0,4(x, ξ) = −0, 0070791 + 0, 003751x+ 0, 96124ξ − 0, 00082957x2 − 0, 043002xξ

−1, 9105ξ2 + 5, 6421× 10−5x3 + 0, 0077231x2ξ + 0, 023042xξ2 + 8, 5471ξ3

−9, 411× 10−7x4 − 0, 00040652x3ξ − 0, 0062703x2ξ2 + 0, 073253xξ3 − 18, 083ξ4

+5, 9662× 10−6x4ξ + 0, 00011107x3ξ2 + 0, 00032586x2ξ3

−0, 058181xξ4 + 14, 104ξ5,

(5.7)

e

ξ̃κ=0,5(x, ξ) = −0.041278 + 0.023145x+ 1.2742ξ − 0.0050174x2 − 0.18559xξ

−4.4617ξ2 + 0.00051391x3 + 0.01495x2ξ + 0.55455xξ2 + 13.646ξ3 − 2.0959× 10−5x4

−0.00074199x3ξ − 0.010087x2ξ2 − 0.71532xξ3 − 20.637ξ4 + 2.7287× 10−7x5

+1.1838× 10−5x4ξ − 7.5517× 10−5x3ξ2 + 0.016175x2ξ3

+0.049738xξ4 + 12.386ξ5.

(5.8)

Para exemplificar a precisão do ajuste polinomial apresentam-se as tabelas (5.6,
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5.7, 5.8, 5.9 e 5.10), com os erros relativos percentuais dos valores resultantes das
equações (5.4, 5.5, 5.6, 5.7 e 5.8), em comparação com os respectivos valores de
referência das tabelas (5.1 , 5.2, 5.3, 5.4 e 5.5).
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A metodologia proposta também é muito mais rápida e simples para o cálculo
da função deformada de alargamento Doppler com distribuição de Kaniadakis do
que a solução numérica da equação (4.4), conforme mostrado na tabela (5.11). Os
resultados apresentados na tabela (5.11) são relativos ao cálculo da função defor-
mada de alargamento Doppler utilizando a equação (4.4) e tal proposta, baseada na
temperatura efetiva do meio (Tef ), combinando as equações (5.1) e (5.4).

Vale destacar que os cálculos consideraram uma temperatura de 2.000 K e cem
mil pontos da malha de energia, ou seja, o tempo médio de computação para o cálculo
da equação (4.4) usando uma regra de quadratura de Gauss-Legendre com ordem
igual a 15 foi de aproximadamente 120 segundos (s). O mesmo cálculo utilizando a
metodologia proposta, obteve um tempo médio de computação de aproximadamente
2,12 segundos (s). O método proposto requer apenas 1,76% do tempo de computação
gasto pelo método convencional da quadratura de Gauss-Legendre. Os resultados
foram obtidos utilizando o programa FORTRAN77 e um PC Intel 3.0 Ghz com 16
Gb de ram.

Tabela 5.11: Tempo de computação para cálculo da função deformada de alarga-
mento Doppler, considerando uma temperatura de 2.000 K.

Tempo computacional usando quadratura
de Gauss-Legendre (s)

Tempo computacional usando o
método proposto (s)

120,1 2,12

Outros resultados relevantes e pertinentes podem ser vistos nas tabelas (5.12)
e (5.13). Nessas tabelas são apresentadas a comparação da função de alargamento
Doppler usando a distribuição de Maxwell-Boltzmann e a função de alargamento
Doppler usando a distribuição Kaniadakis para diferentes temperaturas.

Tabela 5.12: Cálculo da ψκ(x, ξ) e ψ(x, ξ) para uma temperatura de 2000 K.

x 0 0,5 1 2 4 6 8

ψκ(x, ξ) 0,150086 0,149771 0,148831 0,145133 0,131308 0,111354 0,088812

ψ(x, ξ) 0,157463 0,157119 0,156087 0,152037 0,136894 0,115048 0,090403

|ψ − ψκ|102

ψ
4,68% 4,68% 4,65% 4,54% 4,08% 3,21% 1,76%
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Tabela 5.13: Cálculo da ψκ(x, ξ) e ψ(x, ξ) para uma temperatura de 3000 K.

x 0 0,5 1 2 4 6 8

ψκ(x, ξ) 0,124871 0,124693 0,124159 0,12205 0,113991 0,101809 0,08707

ψ(x, ξ) 0,13108 0,130886 0,130302 0,127991 0,119163 0,105818 0,089683

|ψ − ψκ|102

ψ
4,74% 4,73% 4,71% 4,64% 4,34% 3,79% 2,91%

Os resultados apresentados nas tabelas (5.12) e (5.13) demonstram claramente
que para temperaturas mais altas a função deformada de alargamento Doppler é
bastante diferente da função de alargamento Doppler original.

5.1.1 Análise dos Coeficientes I

Nesta seção apresenta-se uma análise do comportamento dos coeficientes que
indicam a variação natural dos dados. Dessa forma, plotando ξ em função de ξ̃
a fim de encontrar os diferentes polinômios que descrevem o comportamento dos
pontos.

Considerando os pontos de x variando de 0 a 20:
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Figura 5.1: Comportamento linear para diferentes valores de x=0 a x = 20.

Na figura (5.1) foram obtidos diferentes gráficos de x = 0 até x = 20. Foi
observado o comportamento linear, sendo que os coeficientes são:

1. A(x) = (a0, .., a20).
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2. B(x) = (b0, ..., b20).

Tabela 5.14: Valores dos coeficientes.

x A(X) B(X)
0 0,9868 1,4467×10−4

0,5 0,9863 1,7400×10−4

1 0,9857 2,5400×10−4

2 0,9821 7,4467×10−4

4 1,0085 -0,0039
6 0,9879 0,0024
8 0,9816 0,0018
10 0,9706 0,0043
20 0,7990 0,0270
40 1,1592 -0,0669

Dada uma equação de 1º grau sendo: y = ax+ b, tem-se os seguintes valores de
coeficientes, onde a segunda coluna refere-se aos coeficientes a e a terceira o b.

Nesse sentido, plotando os coeficientes a e b em função do x, têm-se os seguintes
gráficos:
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Figura 5.2: Comportamento de A(x) e B(x) dos valores de x=0 a x = 20.
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Para os coeficientes de a utiliza-se um polinômio de grau 2 para descrever o
comportamento e para os coeficientes b utiliza-se um polinômio de grau 5.

A(x) = −7, 7802× 10−4x2 + 0, 0064x+ 0, 9825, (5.9)

e

B(x) = 6, 94241× 10−7x5 − 2, 66093× 10−5x4 + 0, 0003216x3 − 0, 001339x2+

+ 0, 0013x+ 0, 0001155. (5.10)

Dessa forma,

ξ̃ajuste(x, ξ) = A(x)ξ +B(x). (5.11)

Então, pode-se estudar esses coeficientes com respeito a variavél x:

ξ̃ajuste(x, ξ) =
2∑

i=0

(
nix

i
)
ξ +

5∑
j=0

(
mjx

j
)
. (5.12)
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5.1.2 Análise dos Coeficientes II

Considerando os pontos de x variando de 0 a 10:
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Figura 5.3: Comportamento linear para diferentes valores de x=0 a x =10.

Fazendo os mesmos cálculos de interpolação apresentados anteriormente, têm-
se que os dois gráficos de coeficientes, conforme 5.4.
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Figura 5.4: Comportamento de A(x) e B(x) valores de x= 0 a x= 10.
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Para os coeficientes de a utiliza-se um polinômio de grau 2 para descrever o
comportamento e para os coeficientes b utiliza-se um polinômio de grau 5.

A(x) = −0, 000739x2 + 0, 00604x+ 0, 98281, (5.13)

e

B(x) = 0, 000007587x5 − 0, 000191296× 10−5x4 + 0, 001668x3

− 0, 005670x2 + 0, 005811x− 0, 000562. (5.14)

Desta forma, calcula-se o erro relativo percentual, seguindo a equação (5.12). Os
resultados obtidos estão destacados na tabela (5.17):
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Agora, considera-se apenas os pontos 20 e 40.
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Figura 5.5: Comportamento linear para os valores de x = 20 e x = 40.
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Figura 5.6: Comportamento de A(x) e B(x) para os valores de x = 20 e x = 40.
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Com esses elementos, portanto, as equações com os respectivos coeficientes a e
b, têm-se que:

A(x) = −0, 0005484x2 + 0, 050916878x (5.15)

e

B(x) = −0.00974061x5 + 0, 363491x4. (5.16)

Para o cálculo do erro percentual, a tabela (5.18) é apresentada a seguir:

Tabela 5.18: Erro relativo percentual ξ̃ obtidos para κ = 0, 1 calculados pela Eq.
(5.12 ).

ξ
x

20 40

0,05 36,35623 117,9735

0,10 7,444591 50,04009

0,15 0,633089 23,25035

0,20 4,857839 3,554746

0,25 6,725483 31,00362

0,30 5,853173 48,04878

0,35 2,651308 78,60102

0,40 0,854823 1,6442332

0,45 2,966547 12,72535

0,50 3,000779 28,38401

Considerando apenas x = 20 e x = 40 e os sete primeiros valores de ξ:
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Figura 5.7: Comportamento linear para os valores de x = 20 e x = 40 com os sete
primeiros.
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Figura 5.8: Comportamento de A(x) e B(x) para os valores de x = 20 e x = 40
com os sete primeiros.

Para os coeficientes de a utiliza-se um polinômio de grau 2 para descrever o
comportamento e para os coeficientes b utiliza-se um polinômio de grau 5. Segue o
modelo:

A(x) = −0, 001685026785714x2 + 0, 078719821428571x (5.17)

e

B(x) = −0, 002267829241071x5 + 0.110928013392857x4. (5.18)
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Então, obtém o seguinte resultado para o erro relativo percentual:

Tabela 5.19: Erro relativo percentual ξ̃ obtidos para κ = 0, 1 calculados pela Eq.
(5.12).

ξ
x

20 40

0,05 13,07948 49,55267

0,10 1,055489 1,11598

0,15 1,502818 14,15274

0,20 2,929619 10,66047

0,25 3,082172 3,063473

0,30 0,936545 1,125402

0,35 3,380033 10,80728

Caso seja considerando todos os pontos. Isto é, x = 0 até x = 40.
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Figura 5.9: Comportamento linear para diferentes valores de x = 0 até x = 40.
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Figura 5.10: Comportamento de A(x) e B(x) para os valores de x = 0 até x = 40.

Dessa forma, os coefiecientes de a e b ficam:

A(x) = 0, 000453283548766x2 − 0.015196429575936x+ 1.023097479925890. (5.19)

Além disso,

B(x) = −0, 000000011909177x5 + 0, 000000715417393x4−

− 0, 001221061889258x+ 0, 000730968343085. (5.20)

Fazendo o cálculo do erro relativo percentual, seguindo a Eq. (5.12) observa-se
que:
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5.2 Aplicação Simples da Física de Reatores

Dado um conjunto isotópico de elemento natural, os isótopos estáveis e instá-
veis (radioativos) que compõem o conjunto não são encontrados na natureza com a
mesma proporção. Por exemplo, o isótopo urânio (símbolo U, Z = 92) encontrado
na natureza, principalmente na forma de minério, aproximadamente 99,27% natu-
rais do urânio são isótopo 238 U, 0,72% é o isótopo 235 U e 0,005% é o isótopo 234 U.
Os principais elementos físseis são 235 U, 233 U e 239 Pu (MURRAY e HOLBERT,
2014). No entanto, os dois últimos isótopos são produzidos artificialmente dentro de
reatores nucleares, tendo em vista que o isótopo 235 U é único físsil encontrado na
natureza. É importante observar que, o238 U pode ser utilizado para a produção do
plutônio-239. O 233 U é produzido a partir da captura de um nêutron pelo 232

90 Th,
segundo a cadeia descrita abaixo:

232
90Th + 1

0 n −−→ Th
β−
−−→ Pa

β−
−−→ 233

90U

Nesta seção são apresentados os resultados obtidos para o cálculo da seção de
choque média de captura para o nuclídeo de 238 U e E0 = 6,67 eV , que tem rele-
vância em reatores térmicos (DUDERSTADT e HAMILTON, 1976). A seguir são
apresentadas na tabela (5.21) os parâmetros nucleares de ressonância.

Tabela 5.21: Dados nucleares de ressonância.

E0 (eV ) Γn (eV ) Γγ(eV ) σ0 (104b)

6,67 0,00152 0,026 2,4

Fonte: (DUDERSTADT e HAMILTON, 1976).

5.2.1 Seção de choque média σ̄γ(E, T )

Para o cálculo da seção de choque média de captura para o nuclídeo de 238 U,
considerando o método de solução para as função clássica ψ(x, ξ), utilizando a equa-
ção (3.33) com intervalo de temperatura de 300 K a 1500 K, os resultados são
mostrados na figura 5.11.
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Figura 5.11: Seção de choque de captura 238 U ·

5.2.2 Seção de choque média deformada σ̄γ,κ(E, T )

Nessa seção são apresentados os resultados obtidos para o cálculo da seção de
choque média de captura para o nuclídeo de 238 U. Nesse cálculo foram empregados
o método de solução para as funções deformadas ψκ(x, ξ) e ψ(x, ξ̃). Logo, para o
cálculo dessas seções de choque de capturas, foram utilizadas as equações (4.4) e
(5.1) da função de alargamento Doppler, sob a ótica da estatística de Kaniadakis
generalizada.
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Figura 5.12: Seção de choque de captura deformada 238 U para ressonância de
E0 = 6, 67 (eV ) considerando κ = 0, 1.

Seguindo na metodologia proposta, nesses cálculos foram empregados o método
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Figura 5.13: Seção de choque de captura deformada 238 U para ressonância de
E0 = 6, 67 (eV ) considerando κ = 0, 1.

de solução para as funções deformadas ψκ=0,2(x, ξ) e ψ(x, ξ̃κ=0,2), conforme figuras
a seguir:
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Figura 5.14: Seção de choque de captura deformada 238 U para ressonância de
E0 = 6, 67 (eV ) considerando κ = 0, 2.
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Figura 5.15: Seção de choque de captura deformada 238 U para ressonância de
E0 = 6, 67 (eV ) considerando κ = 0, 2.

Para as funções deformadas ψκ=0,3(x, ξ) e ψ(x, ξ̃κ=0,3), observa-se os seguintes
comportamentos:
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Figura 5.16: Seção de choque de captura deformada 238 U para ressonância de
E0 = 6, 67 (eV ) considerando κ = 0, 3.
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Figura 5.17: Seção de choque de captura deformada 238 U para ressonância de
E0 = 6, 67 (eV ) considerando κ = 0, 3.

Agora, apresentaremos os resultados obtidos para seção de choque de captura
utilizando as diferentes distribuições e deformações, a fim de avaliar o comporta-
mento qualitativo. Esses gráficos são apresentados a seguir:
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Figura 5.18: Seção de choque de captura 238 U para ressonância de E0 = 6, 67 (eV )
considerando κ = 0, 1 com temperatura de 300 K.
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Figura 5.19: Seção de choque de captura 238 U para ressonância de E0 = 6, 67 (eV )
considerando κ = 0, 1 com temperatura de 600 K.
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Figura 5.20: Seção de choque de captura 238 U para ressonância de E0 = 6, 67 (eV )
considerando κ = 0, 1 com temperatura de 900 K.
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Figura 5.21: Seção de choque de captura 238 U para ressonância de E0 = 6, 67 (eV )
considerando κ = 0, 1 com temperatura de 1200 K.
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Figura 5.22: Seção de choque de captura 238 U para ressonância de E0 = 6, 67 (eV )
considerando κ = 0, 1 com temperatura de 1500 K.
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Figura 5.23: Seção de choque de captura 238 U para ressonância de E0 = 6, 67 (eV )
considerando κ = 0, 2 com temperatura de 300 K.
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Figura 5.24: Seção de choque de captura 238 U para ressonância de E0 = 6, 67 (eV )
considerando κ = 0, 2 com temperatura de 600 K.
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Figura 5.25: Seção de choque de captura 238 U para ressonância de E0 = 6, 67 (eV )
considerando κ = 0, 2 com temperatura de 900 K.
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Figura 5.26: Seção de choque de captura 238 U para ressonância de E0 = 6, 67 (eV )
considerando κ = 0, 2 com temperatura de 1200 K.
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Figura 5.27: Seção de choque de captura 238 U para ressonância de E0 = 6, 67 (eV )
considerando κ = 0, 2 com temperatura de 1500 K.
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Figura 5.28: Seção de choque de captura 238 U para ressonância de E0 = 6, 67 (eV )
considerando κ = 0, 3 com temperatura de 300 K.
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Figura 5.29: Seção de choque de captura 238 U para ressonância de E0 = 6, 67 (eV )
considerando κ = 0, 3 com temperatura de 600 K.
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Figura 5.30: Seção de choque de captura 238 U para ressonância de E0 = 6, 67 (eV )
considerando κ = 0, 3 com temperatura de 900 K.
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Figura 5.31: Seção de choque de captura 238 U para ressonância de E0 = 6, 67 (eV )
considerando κ = 0, 3 com temperatura de 1200 K.
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Figura 5.32: Seção de choque de captura 238 U para ressonância de E0 = 6, 67 (eV )
considerando κ = 0, 3 com temperatura de 1500 K.

Considerando que o meio está em equilíbrio térmico é válido usar a estatística
de Maxwell-Boltzmann para representar a distribuição das velocidades dos núcleos-
alvo para obter a função de alargamento Doppler, ψ(x, ξ). No entanto, esta pesquisa
propõe uma alternativa simples em considerar fenômenos físicos fora do equilíbrio
térmico usando a distribuição estatística de Kaniadakis da função de alargamento
Doppler deformada ψκ(x, ξ), mas usando a temperatura efetiva Tef do meio em vez
da temperatura real T do meio.

Essa distribuição é uma das representações que modifica a distribuição padrão de
Maxwell-Boltzmann, governada pela deformação κ. Percebe-se que, para uma dada
ressonância do 238 U, se os parâmetros ξ e ξ̃ variam, o fenômeno de alargamento

93



Doppler é intensificado conforme κ aumenta, pois o parâmetro de deformação κ

introduz um alargamento adicional e como consequência, ocorre uma redução na
amplitude da distribuição de Kaniadakis.
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Capítulo 6

Conclusões Finais

Em um meio com temperatura T os núcleos vibram com uma energia média
3kBT/2 onde kB é a constante de Boltzmann; logo, a velocidade relativa do mo-
vimento nêutron-núcleo varia com as velocidades dos núcleos-alvo no sistema labo-
ratório. Para determinar a seção de choque efetiva de interação nêutron-núcleo é
indispensável usar uma distribuição de velocidades dos núcleos de forma que essa
seção de choque possa ser unicamente determinada pela energia do nêutron inci-
dente e a temperatura real do meio T . Considerando o meio em equilíbrio térmico
é válido usar a estatística de Maxwell-Boltzmann para representar a distribuição de
velocidades dos núcleos-alvo para obter a função de alargamento Doppler, ψ(x, ξ).

Diversas pesquisas têm sido realizadas no desenvolvimento de modelos que ge-
neralizam a distribuição de Maxwell-Boltzmann, no intuito de abranger fenômenos
físicos fora do equilíbrio térmico. Partindo dessas distribuições generalizadas, foi
proposta recentemente uma função deformada de alargamento Doppler, ψκ(x, ξ),
usando a distribuição de Kaniadakis.

A troca da função de alargamento Doppler ψ(x, ξ) pela função deformada de
alargamento Doppler ψκ(x, ξ), de acordo com a distribuição de Kaniadakis, nos sis-
temas computacionais existentes para projeto de um reator nuclear é uma tarefa
complexa por causa do aumento do tempo computacional e pela necessidade de um
novo processo de certificação desses sistemas por órgãos reguladores da energia nu-
clear. Para superar essa dificuldade foi proposta nesta tese uma alternativa simples
para considerar fenômenos físicos fora do equilíbrio térmico, mantendo o uso da
função de alargamento Doppler ψ(x, ξ), mas em função da temperatura efetiva do
meio (Tef ), em vez da temperatura real (T ) do meio.

Pela simplicidade e precisão foi usada a aproximação de 4-polos de Padé para
a função de alargamento Doppler ψ(x, ξ̃), a fim de igualar a função deformada de
alargamento Doppler, ψκ(x, ξ) e obter o valor da temperatura efetiva do meio Tef
através da variável ξ̃. A partir desse procedimento foram obtidas tabelas com valo-
res de ξ̃ para diferentes valores do fator de deformação κ. Dessa forma a função de
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alargamento Doppler com a distribuição de Maxwell-Boltzmann, através do uso da
temperatura efetiva do meio, reproduz a mesma função com a distribuição genera-
lizada de Kaniadakis.

Com todos esses elementos, portanto, a importância no desenvolvimento de um
modelo de temperatura efetiva Tef , o método proposto possibilitará a implementação
do cálculo da função de alargamento Doppler deformada de Kaniadakis, ψκ(x, ξ) nos
sistemas de processamento de dados nucleares que utilizam o método de (ψ − χ),
levando em conta apenas substituir T por Tef . A seguir alguns pontos centrais e
conclusões da pesquisa:

1. A vantagem fica inteligível quando se compara o tempo de processamento
na tabela (5.11) entre o atual método (temperatura efetiva) e o convencional
(Gauss-Legendre), ψ(x, ξ̃) e ψκ(x, ξ). O método proposto requer apenas 1,76%
do tempo de computação gasto pelo método convencional da quadratura de
Gauss-Legendre.

2. Quanto a precisão do novo método, as tabelas (5.6) a (5.10) mostram de forma
quantitativa os erros percentuais. Uma rápida inspeção visual mostra que estão
abaixo de 2% sendo a maioria abaixo de 1%.

3. Resumido a análise acima, conclui-se que o novo método é simples e adequado,
rápido, apresenta precisão suficiente e sem perda significativa de acurácia para
ser adotado como candidato a incorporação aos códigos de geração de espectro
e cálculo das seções de choque em se tratando de projeto do núcleo de um
reator.
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Apêndice A

Algoritmo Genético

A.1 Introdução

Algoritmos Genético (AGs) foi inventado por John Holland e desenvolveu essa
ideia em seu livro: “Adaptação em sistemas naturais e artificiais”, no ano de 1975.
Holland propôs AG como método heurístico baseado na “Sobrevivência do mais
apto”. O (AG) foi descoberto como uma ferramenta útil para problemas de busca e
otimização (HOLLAND et al., 1992).

Os Algoritmos Genéticos (AG) são técnicas de otimização inspirada na teoria
da evolução das espécies de Charles Darwin e na estruturação cromossômica das
características dos seres vivos, que consiste em um método estocástico de busca que
percorre um possível espaço de soluções em busca de uma solução ótima para o pro-
blema. Primeiramente, codifica-se um conjunto de soluções candidatas (população),
sendo cada candidato desta população um indivíduo. Escolhida a população ini-
cial são aplicados procedimentos de recombinação, mutação e seleção aos indivíduos
dessa população, gerando uma nova população de indivíduos que na média seria
melhor do que a anterior, de acordo com uma função de adequabilidade que diz o
quão adaptados estão (HOLLAND et al., 1992).

Assim como acontece no meio ambiente, em um AG existe um grupo de indi-
víduos que compete entre si para garantir a própria sobrevivência e assegurar que
suas características sejam passadas adiante através da prole. Nessa analogia, cada
indivíduo do AG é, de fato, uma solução candidata para o problema em questão que,
por sua vez, faz o papel do próprio meio-ambiente, já que estabelece os critérios que
permitem avaliar se um indivíduo/solução é adaptado ou não. O processo de so-
lução consiste em selecionar a população que irá gerar novos indivíduos, formando
uma população intermediária denominada mating pool e aplicar os operadores de
cruzamento e mutação a essa população.

Possivelmente esses operadores podem gerar indivíduos fora da solução viável.
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Podem-se descartar esses indivíduos ou transformá-los, por meio de conversão, em
indivíduos que estejam dentro do conjunto de soluções viáveis. No caso de problemas
onde a solução pode estar frequentemente na fronteira da região viável é consistente
utilizar a técnica de penalização de indivíduos que saem dessa região, deste modo,
casualmente um indivíduo inviável pode ser escolhido para ser parte do mating
pool da nova geração e a partir dele serem gerados indivíduos que caiam dentro da
fronteira de solução.

Os parâmetros que podem influenciar o desempenho do algoritmo são aparesen-
tadas nas próximas seções.

A.2 População e Indivíduos

População é o conjunto de possíveis soluções para o problema descrito, gerado
a priori de forma aleatória e a posteriori através de recombinações da população
inicial. Cada uma dessas possíveis soluções é um indivíduo que carrega consigo as
informações que o tornam mais ou menos aptos em relação ao critério avaliado.
Essas informações por sua vez, estão impressas em seu “código genético” que mate-
maticamente é representado como um vetor numérico. Os principais tipos de repre-
sentação desses vetores são: a binária, real, permutação inteira ou simbólica. Essa
estrutura representativa de cada indivíduo de uma população também é chamada
de cromossomo e corresponde a uma codificação da solução do problema proposto.
Este cromossomo, por sua vez, é dividido em várias partes que codificam uma ca-
racterística do indivíduo, chamadas de genes. Cada gene corresponde a um escalar
que compõe o vetor-cromossomo (HOLLAND et al., 1992).

As melhores soluções contam com uma maior probabilidade de “sobreviver” e
através de operadores genéticos gerar outras soluções (ou “descendentes”) de boa
qualidade. Da combinação de bons indivíduos podem surgir outros ainda melho-
res, que tenham herdado as boas características daqueles que lhes deram origem.
Cada iteração do processo é chamada de geração. Após várias gerações existe uma
grande probabilidade de que a população tenha aumentado a sua qualidade média,
isto é, seja composta por indivíduos melhor adaptados ao ambiente em questão - o
problema. Nesse ponto, as soluções candidatas tendem a ser mais parecidas.

A.3 Operadores Genéticos

Os AGs modificam os indivíduos da população, possibilitando a sua evolução
através dos operadores genéticos. Seu objetivo é explorar regiões desconhecidas do
espaço de busca a fim de encontrar melhores soluções.
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A.4 Seleção

A seleção é a responsável pela perpetuação de boas características na espécie.
É no estágio de seleção que os indivíduos são escolhidos para posterior cruzamento,
formando o matting pool. Nesse ponto, faz-se uso do grau de adequação (fitness) de
cada um, sendo efetuado um sorteio onde os mais aptos têm maiores probabilidades
de reprodução. Esse grau é calculado a partir da função de avaliação de cada indi-
víduo, e determina o quão apto ele está para a reprodução em relação à população
que ele pertence.

A.5 Cruzamento

Uma vez selecionados esses indivíduos, eles passam com uma probabilidade pré-
estabelecida pelo processo de cruzamento (crossover), onde parte dos genes dos pais
são combinados para a geração dos filhos. Espera-se obviamente uma evolução da
prole em relação aos pais, devido à combinação das boas características tanto do
pai quanto da mãe. Porém, pode haver piora de alguns membros resultantes de
cruzamento, que neste caso são descartados do matting pool seguinte.

A.6 Mutação

O operador mutação é responsável pelo aumento da diversidade da população
através da alteração aleatória de um ou mais genes com uma probabilidade de-
nominada taxa de mutação. A importância desse operador está na prevenção da
convergência prematura do AG permitindo a exploração de regiões mais afastadas,
na qual a maioria da população se encontra.
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Apêndice B

Regressão Polinomial

B.1 Introdução

O propósito principal da regressão na ciência de dados é a previsão. É útil ter
isso em mente, já que a regressão, sendo um método estatístico antigo e consagrado
na literatura, traz uma bagagem que é mais relevante ao seu papel de modelagem
explicativa tradicional do que à previsão.

Algumas técnicas de Regressão → árvore de decisão, floresta aleatória, máquinas
de vetores de resposta, redes neurais, algoritmo genético, Machine Learning, Deep
Learning entre outros. Na prática, o cálculo da regressão é baseado no seguinte
modelo simplificado:

DADOS = AJUSTE + ERROS (B.1)

As técnicas que buscam analisar e interpretar as informações básicas dos da-
dos coletados fazem parte de um conjunto chamado de Investigação ou Estatística
Descritiva. A solução para o problema é uma função de aproximação contínua que
represente adequadamente o comportamento da distribuição de pontos dados (MO-
ORE e MCCABE, 1993) . Há duas técnicas para resolver esse problema (VARGAS
e ARAKI, 2017):

i) Na interpolação, o polinômio gerado irá invariavelmente passar por todos os
pontos da tabela utilizada no cálculo, com um polinômio de grau (n-1);

ii) No ajuste de curvas, o polinômio gerado passa pelo melhor caminho entre os
pontos da tabela, mas que não necessita passar exatamente sobre os pontos.
O ajuste de curvas normalmente utiliza polinômios de grau menor.
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iii) Se o polinômio gerado no ajuste de curvas for de grau (n-1), ele será idêntico ao
polinômio gerado na interpolação. Como as variáveis em um ajuste de curvas
são provenientes de experimentos, devemos entender melhor os tipos de relação
que temos entre as variáveis.

B.1.1 Ajuste linear simples

O tipo de relação mais simples entre duas variáveis é a relação linear. Nesta
relação, temos uma variável independente “x” relacionada a uma variável resposta
ou dependente “y” por meio de um modelo linear, por exemplo:

yi = b0 + b1xi + ϵi, (B.2)

em que o resíduo: ϵi= observado - estimado.

B.1.2 Ajuste Linear Múltiplo

Quando temos mais de uma variável independente “x” para uma única variá-
vel dependente “y”, devemos utilizar a regressão linear múltipla para relacionarmos
todas elas.

O Ajuste linear múltiplo parte do princípio de que é possível encontrar um po-
linômio, tal qual:

yi = b0 + b1xi1 + b2xi2 + ...+ bpxip + ϵi. (B.3)

Dessa forma, o objetivo é encontrar os diversos parâmetros b0, b1, b2...bp.

B.1.3 Ajuste Polinomial

Um caso particular do ajuste linear múltiplo é aquele em que queremos ajustar
um polinômio de grau "g". Neste caso, teremos somente uma variável independente
"x" relacionada a uma variável dependente "y" através de um polinômio do tipo:

yi = b0 + b1x+ b2x
2 + ...+ bgx

g + ϵi. (B.4)
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Apêndice C

Análise do Código Desenvolvido

Na tabela ξ̃eq (C.1) encontra-se o resultado obtido do polinômio para cada um
dos pontos especificados. Além disso, é possível estabelecer um ponto exato, ou seja,
obter o valor sem precisar interpolar o resultado da tabela (5.1) referencial obtida
diretamente da equação (5.1). A tabela (C.2) representa valores dos pesos de cada
ponto ξ̃ calculado para κ = 0, 1 seguindo a equação (5.4).
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A próxima etapa é comparar os resultados obtidos do polinômio com a tabela
referência, ou seja, obter o erro relativo percentual, conforme expressão a seguir:

erro1 =
|ξ̃aj − ξ̃|

ξ̃
× 100. (C.1)

Se for comparar essa tabela de erro percentual (C.4), com a tabela de erro per-
centual (5.6) obtido por meio da função "fit"verifica-se que, os valores não estão
próximos, sendo que o erro percentual é muito maior para a equação (5.4). Isso
ocorre porque não foram aplicados os valores dos pesos (C.2). Dessa forma, para
aplicar os pesos obtidos por meio do AG, reescreve-se a seguinte relação:

erropercentual =
√
wi × erro1. (C.2)

Dessa maneira, se comparar esse erro da função "fit"os valores estão muito pró-
ximos ou iguais. Outro cálculo que pode ser feito é comparar o resíduo por meio do
polinômio e o resíduo da função "fit". O resíduo será dado por:

ϵi = (ξ̃aji − ξ̃i). (C.3)

Ajustando o cálculo, usando os pesos, tem-se que:

resi =
√
wi × ϵi, (C.4)

os resultados obtidos estão muito próximos. Portanto, pode-se afirmar que foram
esses cálculos aplicados na função "fit", validando assim, os dados na programação
principal.

C.0.1 Solução do Polinômio para os Parâmetros Nucleares

Para obter a solução do polinômio para um ponto específico, é necessário inserir
o ponto x e ξ que deseja executar.

O algoritmo irá resolver o polinômio para esses dois pontos. Provavelmente, o
erro tende a ser maior que para os pontos especificados, pois não é aplicado aos
pesos, visto que não possui dado experimental do ponto que está analisando.
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Para essa questão de comparação, a figura ( C.1) representa os dados referencias
e do polinômio com a presença dos pesos. Nesse sentido, verifica-se que os pontos
tendem a coincidir com a superfície na maioria dos casos. Já a figura (C.2) apre-
senta os resultados sem os pesos e, por isso, a superfície do polinômio não atinge
completamente todos os pontos.

Desse modo, temos uma boa representação dos resultados pelo polinômio e pode
ser otimizado com a presença de pesos. Caso deseje um ponto intermediário, é
importante analisar a superfície e verificar se na região que deseja obter a medida,
tem um erro local significativo, como seria o caso de x = 40 e ξ = 0,4. Logo, o
cuidado deve ser maior nas regiões de maiores valores de x e ξ, uma vez que para
os demais velores, o polinômio descreve bem os resultados.
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Figura C.1: Ajuste Polinomial com Pesos.
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Figura C.2: Ajuste Polinomial sem Pesos.

C.0.2 Cálculo de Ponto Específico

Para justificar a metodologia da regressão polinomial, a equação (C.4) com uma
simples manipulação algébrica, pode ser reescrita da seguinte forma:

ϵi =
resi√
wi

(C.5)

Como esse erro será a diferença entre o polinômio e o dado de referência, verifica-
se que:

ϵi = (ξ̃i − ξ̃aji). (C.6)
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Assim,

ξ̃i = ξ̃aji + ϵi. (C.7)

Desse modo, é provado que o polinômio necessita do resíduo e do peso, para obter
o resultado exato nos pontos definidos. Assim, essas etapas estão apresentadas na
tabela (C.3) conforme precisão da calculadora científica.

Tabela C.3: Cálculo de ponto específico.

Parâmetros nucleares Pesos resi ϵ ξ̃ ξ̃aj

x = 40 ξ = 0,40 0,0030 0,00791 0,144416181 0,40345 0,25904 + 0,144416181 = 0,40346

x = 40 ξ = 0,30 0,00236 0,0009 0,018526206 0,18971 0,17111 + 0,018526206 = 0,189636206

x = 0 ξ = 0,10 0,08710 - 0,00097 - 0,003286719616 {0,09877 0,10205 - 0,003286719616 = {0,09876328

x = 20 ξ = 0,50 0,01180 - 0,00531 - 0,048882512 {0,41405 0,46277 - 0,048882512 = 0,41405

Na tabela (C.4) foram utilizados alguns valores, a fim de estudar melhor a me-
todologia do ajuste e o processo do programa, visto que esses valores apresentaram
erros percentuais altíssimos.
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Conclui-se que a metodologia em desenvolvimento se encontra em sintonia com
os modelos estatísticos elencadas no Apêndice (B.1), possibilitando assim um aper-
feiçoamento desta proposta de tese.
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