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Neste trabalho estamos interessados em estudar o problema inverso de fonte
para Equacoes de Helmholtz. Supondo que o termo fonte seja dado por uma fungao
caracteristica, apresentamos um novo resultado de reconstrugao do centro de gravi-
dade (centroide) do suporte da fonte a partir de medigdes na fronteira. A recons-
trucao da fronteira deste suporte é feita através de um método numérico computa-
cional.

Além disso, através de uma nova classe de dados de Neumann, é estabelecido um
resultado de estabilidade condicional.
Experimentos numéricos relacionados com reconstrugao do centroide e da fronteira

do suporte e com estabilidade na reconstrugao de fontes sao apresentados.
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In this work, we are interested in study the inverse source problem for Helmholtz
Equations. Supposing that the source term is given by a characteristic function,
we present a new result about the reconstruction of gravity center (centroid) of
the source support from boundary measurements. The reconstruction of boundary
support is obtained by a computational numerical method.

Furthermore, through a new class of Neumann data, a conditional stability result is
established.
Numerical experiments related to centroid and boundary support reconstruction and

to stability of source reconstruction are presented.
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Capitulo 1
Revisao Bibliografica

Neste capitulo apresentamos uma revisao bibliografica dos temas estudados nesta
tese.

Nas tultimas trés décadas, a teoria de problemas inversos tem se tornado cada dia
mais presente na pesquisa cientifica. Uma das razoes do porqué esta area vem
ganhando mais visibilidade é a grande quantidade de aplicagoes em diversas areas
como a matematica, a engenharia e a medicina.

Essencialmente, podemos separar os problemas inversos em duas categorias: proble-
mas inversos de reconstrucao de fonte e reconstrucao de parametros.

Em problema inverso de reconstrucao de fonte, estamos interessados em determi-
nar ou reconstruir o termo fonte a partir de informagoes ja conhecidas. Em geral,
queremos determinar a partir do dado de Cauchy sobre a fronteira do dominio em
questao. Dependendo do modelo estudado, estamos lidando com aplicacoes diferen-
tes, onde podemos citar alguns exemplos como a deteccao nao-destrutiva de objetos,
a identificagdo de falhas materiais ou até mesmo a deteccao de tumores através de
exames nao-invasivos, como a tomografia computadorizada, [1].

Em problemas inversos de reconstrucao de parametros, estamos interessados em
determinar alguns parametros a partir de medic¢oes (dado de Cauchy) na fronteira
do dominio. Estes parametros informam sobre caracteristicas materiais, como por
exemplo, a condutividade, a viscosidade, secoes de choque de espalhamento e cisa-
lhamento. Como exemplo, podemos citar a identificacao de propriedades materiais,
como a condutividade, através de medigoes externas e de algoritmos computaci-
onais. FKstas propriedades podem, imediatamente, reportar falhas, anomalias ou
caracteristicas de materiais, [2], [3]. Além disso, vérias técnicas utilizadas podem
ser aplicadas em diferentes contextos, com as devidas modificagoes, e por conta disso
esta é uma area em expansao. Outros exemplos podem ser encontrados em [4].

A questao central ao estudarmos problemas inversos de fontes para modelos com
operadores fortemente elipticos e com dado de Cauchy na fronteira é a unicidade.

Em [5] e [6], é mostrado que somente um dado sobre a fronteira (dado de Dirichlet



nulo) contém toda informagao especifica a ser usada na reconstrucao do termo fonte
para as equagoes de Helmholtz e de Poisson, respectivamente. Logo, a falta de
unicidade é uma consequéncia disto.

Desta forma, o problema inverso de fonte é mal-posto, no sentido de Hadamard,
[7, ndo s6 por questoes associadas a regularidade do operador inverso (questao
relacionada a estabilidade), mas também pela nao unicidade da fonte obtida com
os dados na fronteira. Um exemplo desta situagao é mostrado no capitulo [7], para
a equacao de difusao-adveccao. Podemos citar outros 2 exemplos de nao-unicidade
da reconstrucao do termo fonte: No problema inverso de fonte para o modelo de
EEG - electroencephalography, El Badia e Ha Duong, [§], mostraram um exemplo
de nao unicidade para fontes dipolares equivalentes. No problema inverso de fonte
para equagao de Helmholtz, El Badia e Nara, [9], mostraram que para fontes da
forma Ay, onde a intensidade A e o subcojunto w sao desconhecidos, nao é possivel
reconstruir estas duas informacoes a partir do mesmo dado de Cauhcy, com o mesmo
nimero de onda.

Ao estudarmos a implementagao numérica destes modelos, também encontramos um
problema relacionado com unicidade. Se a fonte nao pertencer a uma classe especial
de fungbes, obteremos um sistema algébrico com posto deficiente, ver [10]. Por outro
lado, se a fonte pertencer a alguma classe especial, os valores singulares do sistema
algébrico de dimensao finita que aproxima o operador decai gradualmente a zero.
As principais ferramentas de regularizacao a serem usadas nesta segunda situacao, e
consequentemente neste problema, sao trucamento, método de Tikhonov e métodos
iterativos do tipo Landweber, ver [10] e [I1], e métodos semi iterativos baseados em
espago de Krilov, ver também [12].

Logo, para contornar a falta de unicidade, podemos restringir a classe de fungoes
que esperamos reconstruir. Desta forma, com esta informacao a priori sobre o termo
fonte, o problema inverso torna-se bem-posto. As principais classes de funcoes, F,

consideradas sao:

e Fontes pontuais dadas por distribuicoes do tipo delta de Dirac, o: Neste caso,

temos uma classe de fontes da forma

A= {F => Nibs, + > _pr- vack} .
j=1 k=1

Podemos citar, por exemplo, [§], onde El Badia e Ha Doung consideraram
como termo fonte uma combinacao de fontes mono e dipolar para equacao que
modela EEG,

-V . (oVu) =F.

Além disso, em [13] foi considerado este tipo de fonte para a equagao linear de



difusao-dispersao-reacao unidimensional para o estudo de difusao de poluentes.

A equacao considerada foi
Opu(z,t) — DOgpu(x,t) + Vo,u(x,t) + Ru(x,t) = A(t)o(z — 5),

para 0 < x <l e (0 <t < T, onde u é a concentracao de poluente, V é a
velocidade do rio, D é o coeficiente de dispersao, R é o coeficiente de reagao,
0<S<le\t)e L*0,T). Em [9] , foi considerada a equagao de Helmholtz

com fonte sendo uma combinacao linear de fontes monopolares.

e Fontes caracteristicas de subsconjuntos do dominio do problema: Neste caso,
temos a classe
A={F=Xu.}.

Podemos citar, por exemplo, [14], onde Roberty e Alves consideraram o pro-
blema inverso de Poisson de reconstrucao numeérica de fonte a partir dos dados
de Cauchy. Por outro lado, em [15], Sousa e Roberty consideraram o problema
de difusao-adveccao estacionario e propuseram um método numeérico, baseado
na discretizacao das variaveis do problema e na resolucao de um sistema linear

associado, para determinar uma aproximagao do subconjunto w.

Em um trabalho cldssico de 1938, Novikov, [16], estabeleceu unicidade na
reconstrucao de fontes caracteristicas a partir dos dados na fronteira para
a equacao de Poisson. A fonte considerada foi uma funcao caracteristica
de um subconjunto estrelado do dominio. Se consideramos a equacao de
Helmholtz, Novikov também estabeleceu unicidade na reconstrucao de fon-

tes caracteristicas de subconjuntos convexos do dominio.

Também podemos citar [17], [18], [19];

e Fontes regulares que pertencam a classes lineares do tipo
CNF)={feH'(Q;(A-Nf=F},

onde em [20], Alves et al. mostraram que se o termo fonte do problema de Pois-
son pertence a esta classe linear, entao este pode ser unicamente identificado

pelo dado de Cauchy sobre a fronteira;

e Fontes f que podem ser escritas separando as variaveis, ou seja, como um
produto de funcoes de variaveis diferentes, onde podemos citar, por exemplo,
[6], que considerou este tipo de fonte para o problema de Poisson, supondo o

conhecimento de observacoes em parte da fronteira do dominio;

e Fontes actsticas, onde sao considerados varios nimeros de onda na equagao



de Helmholtz, por exemplo, como feito em [5]. Em [21], foi considerado que o
termo fonte pudesse ser escrito como um produto de uma funcao do nimero
de onda (frequéncia), s, por uma funcao da varidvel espacial, com isto um
resultado de identificacao completa foi estabelecido usando a formulacao fraca

do problema de valor de contorno

V - (aVu) + k*bu = —h(k)f(x), em Q
o,u — Au =0, sobre 0f2

onde a,b € L*(), além de supor algumas condigoes adicionais sobre a, b para

trabalhar com um problema uniformemente eliptico.

Outro aspecto que podemos estudar do problema inverso é a estabilidade. O
problema inverso de estabilidade seria verificar se partindo de dados de Cauchy
"préoximos”, em um certo sentido, conseguimos determinar fontes ”proximas”, em
um certo sentido.

Em [22], Yamamoto considerou a equagao do calor em um retangulo
Opu(w1, T2, t) = Au(wy, 22, t) + o (t) f(21,22), (21, 22) € (0,1) x (0,1), 0 <t < T,

com condic¢ao inicial nula e condi¢ao de Neumann nula, e provou que se o é conhe-
cido, com ¢(0) # 0, entdo f pode ser determinada unicamente a partir da fronteira
da base u(x1,0,t), com 0 < 27 < 1e0 <t < T. Além disso, se f estiver em um
determinado espaco, entao foi provada uma desigualdade entre a norma L? de f e a
norma H' de u(+,0,-),com0<x; <le0<t<T.

Chamamos um resultado de estabilidade de ”condicional”se este resultado depende
de hipoteses adicionais sobre os dados iniciais, dados de fronteira ou classe de fungoes
consideradas.

Em [23], Blasten et al. consideraram problemas de valor de contorno para operadores

de Schrodinger bidimensionais da forma
Ly(z,D)u = Au + qu,

onde ¢ € LP(X), p > 2, é a fungao potencial, com X C R? subconjunto limitado
com fronteira regular. Considerando uma classe de potenciais menos regulares, neste
mesmo trabalho, Blasten et al. provaram uma estimativa de estabilidade condicional
de ordem logaritmica. Além disso, provaram um resultado de unicidade na classe
de potenciais LY, para p > 2.

Desta forma, este trabalho possui o interesse de estudar o problema inverso de fon-
tes para equagoes elipticas de segunda ordem, com coeficientes constantes. Para

a equacao de Helmholtz, vamos estabelecer um novo resultado de reconstrucao



do centro de massa (centroide) para o problema inverso de fonte caracteristica.
Para reconstruir a fronteira deste suporte, vamos utilizar o algoritmo de Levenberg-
Marquardt para minimizar o funcional ”erro cometido”, que sera definido de forma
adequada posteriormente. Além disso, através de uma nova classe de dados de Neu-
mann considerada, vamos apresentar um novo resultado de estabilidade condicional
para o problema inverso de fonte posto para equacao de Helmholtz.

Parte dos resultados novos desta tese podem ser encontrados em [24].

Desta forma, esta tese esta organizada da seguinte maneira:

No capitulo [2| sao apresentados dois métodos numéricos que serao usados neste
trabalho. A saber, o método das solugoes fundamentais, a ser usado para determinar
solucao numérica de problemas elipticos e o algoritmo de Levenberg-Marquardt, a
ser usado na minimizagao de um funcional a partir de um conjunto de parametros.
No capitulo [3] sdao apresentadas as equagoes de Helmholtz, e os respectivos pro-
blemas direto e inverso relacionados a esta equacao. Neste capitulo, também sao
definidos alguns operadores integrais que serao importantes para os resultados que
serao apresentados posteriormente.

No capitulo [ estabelecemos um novo resultado sobre reconstrugao do centro de
massa (centroide) do suporte de uma fonte caracteristica no problema inverso de
fonte para equacoes de Helmholtz. Experimentos numéricos para a verificacao da
eficacia desta férmula proposta também sao apresentados.

No capitulo [5 estudamos o problema de reconstrugdo da fronteira do suporte de
fontes caracteristicas. Para isto, serd estudado o problema direto com fonte carac-
teristica para a equacao de Helmholtz através do método das solugoes fundamentais,
apresentado no capitulo 2l Com esta solugao numérica e através de um novo funcio-
nal definido, sao realizados experimentos numéricos para a reconstrucao da fronteira
de suportes de fontes caracteristicas

No capitulo [} supondo a existéncia e a unicidade do problema inverso de fonte
caracteristica para o operador de Helmholtz, apresentamos um novo resultado sobre
estabilidade condicional para problemas inversos de fonte. Experimentos numéricos
relacionados ao problema de estabilidade, comparando suportes dos termos fontes e
dados de Cauchy, sao apresentados.

No capitulo [7 estudamos o problema inverso de fonte para equagoes elipticas de
segunda ordem com coeficientes constantes e mostramos que, através de duas mu-
dancas de variaveis apropriadas, é suficiente estudar as equacoes de Helmholtz.
Neste capitulo, também é estabelecida uma versao da férmula para reconstrugao
do centroide para este tipo de equagao.

Por fim, no capitulo |8 apresentamos as conclusoes sobre o trabalho desenvolvido e

algumas propostas para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Métodos Numeéricos

Computacionais

Neste capitulo, vamos apresentar dois métodos numéricos utilizados ao longo deste
trabalho.

Na segao[2.1], sera apresentado o Método das Solugoes Fundamentais para determinar
solugao numeérica do problema direto considerado posteriormente.

Na segao[2.2], serd apresentado o Método de Levenberg-Marquardt para minimizagao
de funcional a partir de um conjunto de parametros. Este método sera usado para

reconstrucao da fronteira do suporte da fonte caracteristica.

2.1 Método das Solugoes Fundamentais

O método das solugoes fundamentais (method of fundamental solution - MFS), é
uma técnica usada para determinar solucao numérica de certos problemas de valor
de fronteira, [28]. Este método foi proposto por Kupradze e Alekside na década de
60, por exemplo, nos trabalhos [29], [30] e [31]. Além disso, este método ¢ associado
a classe dos métodos de contorno. Um dos métodos de contorno mais conhecidos é o
método de elemento de contorno (boundary element method - BEM ), onde podemos
citar, por exemplo, [32] e [33]. O MFS tem sido utilizado recentemente para resolver

vérios tipos de problemas inversos, [43].

2.1.1 Objetivo Geral

Conforme comentado na introducao do capitulo, vamos definir o método das solugoes
fundamentais para determinar uma solugao numérica para certas equacgoes elipticas

homogéneas. Vamos seguir as ideias de [2§].

Defini¢ao 2.1. Chamamos ®(x, P) de solu¢ao fundamental para o operador dife-



rencial parcial eliptico linear, L, se
L®(x, P) = §(x, P),

onde 6(x, P) denota a func¢do delta de Dirac, centrada no ponto P. Desta forma, a
funcdo ®(z, P) estd definida em R?, ou R, exceto no ponto P, onde esta € singular.

O ponto P € chamado de singularidade para a solugcao fundamental ®.
O método das solucoes fundamentais é definido a seguir.

Definicao 2.2. Considere o problema em ), subconjunto de R* ou R3,
Lu =0, (2.1)

onde L ¢ um operador diferencial eliptico linear. A solugcao aprozimada pelo Método
das Solugoes Fundamentais (MFS) para o problema (2.1)) € dada por

M*

ua(z) = Zcz-@(x, P), z €9,

=1

onde as singularidades P;, com 1 = 1,2,...,M*, sao consideradas fora do dominio

Q.

Observagao 2.1. Podemos supor que o conjunto de pontos singulares { P;}, também
chamados de conjunto de fontes pontuais ou de pontos de fonte, pertencem a fronteira
de um conjunto Q, com QC Q. A fronteira 9Q ¢ chamada de fronteira ficticia do

problema MFS, ao passo que 0S) € chamada de fronteira fisica do problema MFS.

Observagao 2.2. Kupradze e Alekside foram os primeiros a propor uma formula¢ao
para o MFS acima , na década de 60, [29], [30] e [31).

Observagao 2.3. A posicao dos pontos de fonte sao pré-assumidas ou sao deter-
minadas junto com os coeficientes ¢;, 1 = 1,2,..., M*, de tal forma que a solu¢ao
fundamental também satisfaca, em algum sentido, as condi¢oes de fronteiras, quando
houver. FEste ”sentido”é usando método de colocacdo sobre a fronteira fisica, 052,
com os respectivos dados sobre esta fronteira e resolvendo um sistema linear associ-

ado.

Neste trabalho vamos considerar que os pontos de fonte tenham suas posicoes pré-
assumidas.
Em [60], Alves e Chen consideraram um problema de valor de contorno nao ho-

mogéneo da forma:

(2.2)

Lu=f, em{Q
Bu = g, sobre 09,



onde L, novamente, é um operador diferencial eliptico linear, 2 um dominio limitado
e conexo de R?, ou R3, com fronteira, 05, suficientemente regular, e B um operador
linear de fronteira.

Em geral, para determinar solu¢ao do problema ([2.2)) procedemos da seguinte forma:
1. Encontrar uma solugao particular, u,, para equagao Lu = f, em €Q;

2. Resolver o problema homogeéneo

Luy, =0, em §2
Buy = g — Bu,, sobre 0f).

3. A fungao u := u, + uy é solucao de (2.2).

O passo 1 nem sempre ¢é facil, dependendo do operador L. Desta forma, Alves e
Chen, [60], consideraram L = A — p, onde p € C, e Bu = u. Com isto, o passo 1
foi resolvido usando MFS-D, ou seja, usando o MFS considerando pontos de fonte
ao longo de todo o dominio {2, com o objetivo de aproximar a fungao f. O passo 2
foi resolvido usando MFS-B, ou seja, usando o MFS usual, considerando os pontos

de fonte ao longo de uma fronteira ficticia.

Observacao 2.4. Também € possivel considerar uma expansao da solugao variando

a frequéncia .

Nesta tese, vamos estudar o problema de valor de contorno posto para a equagao
de Helmholtz, onde estaremos seguindo as ideias de [60]. Este problema envolvendo
MFS serd definido de forma adequada no capitulo [5] segao [5.1}
De maneira geral, vamos apresentar como é posto para a equacao de Helmholtz o
problema de valor de contorno usando MF'S.
Considere o seguinte problema: Dados A € R, f € L?(Q) e g € H'/?(0Q), encontrar
u € HY(Q), tal que

{ (—A4+Nu=f, em{ (2.4)

u=g, sobre 0f).

Observacao 2.5. No capitulo @ serd visto que o problema (2.4]) estd relacionado

com a resolucao numérica do problema direto para a equacao de Helmholtz.

Seja @, solucao fundamental para o operador L = —A + X e, entao, suponha que u

possa ser escrita como

p q

u@) =Y i@ (VA — i), (2:5)

i=1 j=1



onde \; # A;, se i # j, e {y;} sdo pontos colocados sobre uma fronteira ficticia,
também chamada de conjunto de fontes admissiveis T, ver [63] e [60], e Q;; Sa0
constantes a serem determinadas.

Neste caso, substituindo em , obtemos

F) =Y i+ Ny (VA — i), (2.6)

i=1 j=1

para x € ), e
p q
g(x) =Y ) i@ (VA — i), (2.7)
i=1 j=1
para x € 0f2.

Desta forma, tome pontos de colocacao {z;} e {z,,} em R%, d = 2 ou d = 3, tais que

p q

Fla) =3 i+ NP (VA = wil),

i=1 j=1

para z; € Q C Rie

p q

g@m) =Y > @i (VAjlem = vil),

i=1 j=1

para ,, € 0Q C R%. Neste sistema de colocagio, devemos ter #{x;} + #{x,,} >
p + q, onde #{-} representa a medida discreta ou a cardinalidade do conjunto. Em
geral, considera-se #{x;} + #{z,} =2(p + ¢
Além disso, a solugao fundamental, ®,, pode ser tomada como
1
%1
Dr@) = —5 logllal),  seA=0, (2.8)

iHél)(\/—)\|x|), se A < 0,

Ko(VAz]), se A>0,

onde Kj é a funcao de Bessel modificada do segundo tipo, de ordem zero, Hél) =
Jo + 1Yy é a funcao de Hankel do primeiro tipo, de ordem zero, e Jy, e Y, sao as
funcoes de Bessel do primeiro e segundo tipo, respectivamente.

Portanto, nosso objetivo é resolver um sistema de colocagao como o exposto acima
para determinar os coeficientes «; ; e, entao, determinar a aproximacao da solucao
particular de . Além disso, observe que estamos utilizando o Método das

Solugoes Fundamentais no interior do dominio €2 e na fronteira do dominio 0f2.

Observagao 2.6. Note que nas expansoes (2.5)), (2.6) e (2.7), estdo sendo conside-

radas multiplas frequéncias, ou seja, multiplos valores para X\; (autovalores do La-
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placiano). Desta forma, quando consideramos maltiplas frequéncias, obtemos apro-
rimagoes mais precisas do termo fonte f e da solu¢ao do problema direto u, ver [5]

e [60]. Estas aproximagoes sao mais precisas devido aos sequintes resultados.

Teorema 2.1. Sejam Q C R?, d = 2,3, um conjunto aberto, {yi,ya,...,yn} & Q e
A€, paraj=1,2,..,p, com I CR. Entao as funcgoes

(D)\l(.I - y1)7 (b)\z(m - yQ); sy ¢/\p(l‘ - yn)

sao linearmente independentes.
Demonstragao. Ver [60]. O

Teorema 2.2. Sejam T um conjunto de fontes admissiveis e I um intervalo aberto

em (—o0,0]. Entao o espago
Spfm{q’x(il? ~yYlaiyeT, N e [}

¢ denso em L*().
Demonstragao. Ver [60]. O

No capitulo 5, vamos aplicar este método para resolugao de um problema de salto,
também conhecido como problema de crack, de deteccao de falhas materiais ou ainda
problema de interface entre duas estruturas de mesma densidade.

Existem varios trabalhos na literatura relacionada a MFS. Dentre eles podemos ci-
tar [41] e [42]. Em [46], Chen, Karageorghis e Yan Li estudam sobre a escolha da
melhor localizagao dos pontos fontes no MFS que levam a uma melhor aproximagao
a um baixo custo computacional. Com uma aplicacao direta na engenharia, po-
demos citar [45], onde Colago e Alves propuseram uma metodologia para estimar
condutancia térmica sem medicoes intrusivas, através do funcional de reciprocidade
e do MFS. Em 2015, Colago, Alves e Orlande, [44], estenderam esta metodologia

para problemas transientes.

2.2 O Algoritmo de Levenberg-Marquardt

Nesta subsecao, vamos fazer um breve resumo do algoritmo de Levenberg-Marquardt
para otimizacao de funcionais.

Este algoritmo pode ser encontrado com maiores detalhes em [3] e [53], por exemplo.
O algoritmo de Levenberg-Marquardt é um método usado para resolver problemas

de minimizacao por minimos quadrados nao-linear.
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Este método foi desenvolvido por Kenneth Levenberg em 1944, ver [57], e, em 1963,
foi aprimorado por Donald Marquardt, ver [58]. Além disso, é uma variacao do
método de Newton, onde é considerado peso.

Um dos objetivos principais deste método é resolver o seguinte problema:

Dados M pares de dados obtidos empiricamente (z;,y;), com y = y(z), o problema
consiste em otimizar o conjunto de parametros A da curva F'(z, A), tal que o erro

cometido (ou o desvio cometido)

E(A) = Z (yi — Flai, A))? (2.9)

seja minimo.
Neste procedimento iterativo é necessario dar um valor inicial para o vetor dos

parametros A.

Observacao 2.7. Este valor inicial representa uma desvantagem no uso deste al-
goritmo, pois dependendo da estimativa inicial, o algoritmo pode demorar mais a

convergir.

Em cada passo de iteracao, o vetor dos parametros A® ¢ substituido por um novo
vetor A®D) = A® 4 §®  onde o vetor incremento” d%*) é calculado em cada
iteracao.

Desta forma, para determinar o vetor §*), as funcdes F(x;, A%+1)) sdo aproximadas

por suas linearizacoes

F(x, A(k+1)) ~ F(x;, A(k)) + Ji(k’)(;(k)’

OF
onde Ji(k) = —(z;, AW) é o vetor gradiente com respeito a A.

0A
Observagao 2.8. Esta aproximacao € feita tomando o polinomio de Taylor de grau

1dekF.

Com isso, temos a seguinte aproximacao
M 2
BAFY) = 3 (s — Flai, AW) - J050) "
i=0

Como estamos interessados em buscar os parametros que minimizam a fungao E(-),

entao a derivada, com respeito a 0, de E(-) deve ser zero e, portanto, devemos ter
JB 5k =y —FAW),

onde J*) ¢ a matriz Jacobiana cuja i-ésima linha é o vetor Ji(k), Y = (y;) e F(AW) =

(F(z;, A®)). Logo, temos o seguinte sistema de equacdes lineares, que pode ser
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resolvido para §),
(JO) TO)60 = (JO) v — F(A®),

onde (J®)T ¢ a matriz transposta de J®. O método de Levenberg-Marquardt

consiste em adicionar um termo de amortecimento > 0 no sistema acima, ou seja,
(BI04 uL]. 6% = [JOP [~ FAD))

onde L pode ser a matriz identidade ou ainda a matriz diagonal formada pelos
elementos da diagonal da matriz (J®)T ),

O valor do parametro p é ajustado em cada iteragao de forma empirica.

Além disso, se a funcao erro F estd diminuindo rapidamente, entao podemos tomar
1 cada vez menor, donde o método se aproxima do método de Gauss-Newton. Por
outro lado, se a fungao erro E diminui mais lentamente, entao podemos tomar valores

de p maiores, donde o método se aproxima do método do Gradiente.
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Capitulo 3

O Problema Inverso de Fonte para

Equacoes de Helmholtz

Neste capitulo faremos uma introdugao ao tema estudado nesta tese, onde na secao
.1 vamos apresentar os problemas direto e inverso relacionados as equagoes de
Helmholtz.

Na secao [3.2] apresentamos o funcional de reciprocidade relacionado ao problema
inverso de fonte posto para as equacoes de Helmholtz. Além disso, também apre-
sentamos outro operador integral que serd usado para estabelecer, nos préximos
capitulos, a nova féormula do centroide.

Por fim, na segao [3.3] estabeleceremos um resultado que garante a equivaléncia entre

o problema inverso de fonte caracteristica e o problema inverso de salto.

3.1 Apresentacao dos Problemas Direto e Inverso

Nesta secao vamos apresentar os problemas direto e inverso associados a equagao de
Helmholtz.

Seja ©© € RY um conjunto aberto, conexo e limitado com fronteira, 012, de classe
C'. Dado o termo fonte f € L*(Q) e o dado de Dirichlet g € H'/?(92), considere o

seguinte problema

(3.1)

(—A+XNu=f, em?Q,
u=g, sobre 02,

onde estamos considerando os casos A = 0 (equagdao de Laplace), A = x* > 0
(equagao de Helmholtz modificada), e o operador de Helmholtz usual com A =
—k? < 0, com k denotando o ntimero de onda (ou frequéncia, no caso de ondas com
velocidade de propagagao unitaria).

O problema ({3.1]) admite uma tnica solugao u € H'({2), a menos de alguns valores
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de A < 0 que sao autovalores do operador de Dirichlet-Laplace para 2. Além disso,
pelo Teorema do Trago, [47], determinamos ? e HY2(0Q).

Desta forma, definimos problema direto para o operador de Helmholtz como sendo
o problema de encontrar 7 e H7Y2(0Q), com v € H'(Q), a partir do termo fonte

on
f e do dado de Dirichlet g.

Por outro lado, o problema inverso de fonte para este operador é posto da seguinte
forma: Dada a condigio de Cauchy {g,g,} € HY/?(0Q2) x H~'/2(0(), encontrar o

termo fonte f e uma funcao u € H(2), tal que

(—A+Nu=f, em(,

u =g, sobre 0f2, (3.2)
g_:; = Gn, sobre 02,

onde A € R.
Podemos estudar este problema inverso através de alguns operadores. A seguir

vamos definir um destes, associado ao Funcional de Reciprocidade.

3.2 O Funcional de Reciprocidade

Nesta secao, estaremos interessados em definir um operador integral relacionado ao
problema variacional e estudar algumas propriedades deste.

Para isto, vamos definir o espaco das fungoes teste. Considere o seguinte espaco:
HA(Q) = {v e H'(Q); (—A + \v = 0},

com A € R, onde Q C RY ¢ um conjunto aberto, conexo e limitado com fronteira

de classe C1.

Lema 3.1. Se A ¢ A\? ndo sao autovalores dos operadores de Laplace e Bilaplace,

respectivamente, entao,
L*(Q) = HA(Q) & (—A + N (HS(Q2)).

Demonstracao. Note que, pela Identidade de Green,

/fvd:r:—/ gyudo,
Q o0

Vo € Ha(Q), e, se f € (HA(Q))", entdo Jq, fvdz = 0. Desta forma, podemos consi-
derar a seguinte decomposicao, L2(Q) = H(Q) & (HA(Q))".

14



Em [5], é mostrado que (HA(Q))* = (A + N (HZ(2))X ), ou seja, que (HA(2))*
é o fecho uniforme, em L?(Q), do espago (—A + X\)(HZ(Q)). O

Definimos o Funcional de Reciprocidade associado ao problema (3.2)) como

Jv
RIf](v) == U— —v—do = /BQ ga—n — vg,do, (3.3)

para toda funcao teste v € H,(€2).

Observacao 3.1. O conceito deste funcional tem sido bastante estudado nos ultimos

anos em trabalhos de identificacdo e reconstrugao de fontes, ver [50], [T4)], [52] e [3)].

Além disso, pela Identidade de Green,

RUw) = [ a5 = vgydo = [ o, (3.4

para toda v € H,(€2). Desta forma, é possivel definir também o seguinte operador

Flf)(w) = / ofde, (3.5)

com v € H,(Q). Assim, a formulagao variacional para o problema inverso de fonte

consiste em determinar uma funcao f tal que

Ff](v) = R[fI(v), (3.6)

para toda v € H,(Q).

O operador F serd estudado com mais detalhes no capitulo [4]

Observagao 3.2. No caso em que A\ = k*> > 0 (Helmholtz modificado), também
escrevemos H,2(Q) = H_atn2(9Q).

No préximo resultado estabelecemos uma equivaléncia entre a reconstrucao do termo
fonte a partir do dado de Cauchy (considerando dado de Dirichlet nulo) e a partir

do funcional de reciprocidade.

Teorema 3.1. O dado de Cauchy unicamente determina a fonte f se, e somente

se, f € unicamente determinada pelo funcional R[f](v), para toda v € H ().

Demonstragao. De fato, considere as fontes fi(x) e fo(x) para o problema ({3.2),

com dado de Dirichlet nulo. Entao, por definicao,

RUA®) - RIEN0) = [ (- w5~ (%—77 - %in) io.

oN
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Desta forma, se f; e fo geram o dado de Dirichlet nulo na fronteira , entao

RUA)(0) — RUf)(0) = / (6% — ghyodo,

o0N

para toda v € H,(Q2). Note que para u € H'(2), pelo teorema do trago, viu = g, €
H=Y2(09). Logo, a integral
/ gy Yovdo
o9

define um produto de dualidade entre H~'/2(9Q) x H/2(9Q), tendo em vista que
H(Q) 6 homeomorfo a H'/2(08), ver [5]. Assim, temos

R[fl](v) - R[fQ](U) = <g'r2; - 9%7 ’YOU>H*1/2(BQ)><H1/2(BQ) :
Portanto, R[fi] = R[f2], em HA(€), ¢ equivalente a g2 = g}, em H/2(99). O

Observagao 3.3. Este teorema nao garante a unicidade da reconstrucdao de fonte.
Este resultado garante que o problema de determinacdo de fonte, f , a partir do

dado de Neumann ou a partir do funcional de reciprocidade sao equivalentes.

3.3 A Equivaléncia com o Problema Inverso de
Salto

Nesta secao, mostramos que o problema inverso de fonte caracteristica é equivalente

a um problema inverso de salto.

Definicao 3.1. Considere um conjunto aberto w C ). Dizemos que w € um suporte

de fonte admissivel se w e Q\ W sdo conexos e regulares.

Considere o problema (3.1)) com fonte da forma

0, sexd¢w

h, sex € w,

f(@) = hxw(z) = {

onde h # 0 é constante e w C  um suporte admissivel. Dizemos, neste caso, que
temos uma fonte caracteristica com intensidade h. Note que podemos reescrever

este problema como o seguinte problema de transmissao

(A +XNu" =h, emw,
(—A+Nut =0, em Q\w, (3.7)
ut =g, sobre 012,
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onde u~ e u™ denotam a parte interna e a externa da solucao, respectivamente. Seja

¢ uma solucao particular da equagao
(—A+ N)op = h.

Observe que se A # 0, podemos tomar ¢ = h/X e se A = 0, podemos tomar
¢(x) = h||x||?/4. Logo, podemos dividir (3.7) em dois problemas com condigoes

adicionais sobre a fronteira Ow

/

(—A+XNut =0, em O\,
ut =u", sobre Ow,
Jr —
aain = aﬁln’ sobre Ow,
| ut =g, sobre OS2
e
(—A+ N (u” —¢) =0, em w,
um —¢p=ut— ¢, sobre Jw,
+
aﬁn(u_ —¢) = aa% - g—f;, sobre Ow.
Assim, considerando
+ O\
19:{ ut, em Q\w (3.8)
uT — ¢, emuw
temos que, a menos de ¢, o problema (3.7) é equivalente ao problema inverso de
salto
[ ((“A+ X0 =0, em Q\dw,
[V] = —o, sobre Ow,
9 3.9
[g—n] = —g—j, sobre Jw, (3:9)
L V=g, sobre 0f2,

onde [] denota o salto sobre dw, representando a diferenca entre a parte interna e a
parte externa da funcao.
Portanto, denotando o funcional de reciprocidade deste problema como R[0w](),

estabelecemos o seguinte resultado.

Teorema 3.2. Se Q\w ¢ conexo, entao R[x.,] = R[0w|. Logo, o problema inverso
de fonte caracteristica ¢ equivalente ao problema inverso de salto .

Demonstracao. O funcional de reciprocidade para o problema inverso de salto, com
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v € HA(Q), aplicando a féormula de Green ao conjunto conexo 2\ @, é dado por

+
(19+@—v6—19 )daz

Rlow](v) = / o o

=0
+ ~ A~
_— / (W@ e ) do +/ (07 A — 9Au") do
Owt on on O\@

Observe que a orientacao do vetor normal muda tomando dw™ como a fronteira de

w, ao invés de dw™ como parte da fronteira de Q \ @. Além disso, temos que

ov ou~ ~ 7 N
VvV — —V— |do = / Y- Av — vAY ) do = 0.
/&u— ( on  0On ) w ( )

Logo, para toda v € H,(2),

- /Bw <¢g—; - vg—jj) do = /w (6AV — vAQ) dz

por (3.4]). ]

Observacgao 3.4. Se Q\w ndo fosse conezo, esta equivaléncia ndo seria verdadeira,
tendo em vista que Ow™ # Jw™ (= Jw).
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Capitulo 4

A Reconstrucao do Centroide de
Fontes Caracteristicas para

Equacoes de Helmholtz

Neste capitulo, vamos estudar o problema inverso de fonte para equagoes de
Helmholtz, onde estaremos interessados em estudar fontes caracteristicas e fontes
pontuais.

Na secao [4.1], estabelecemos um resultado sobre uma nova féormula proposta para
reconstruir o centro de massa (centroide) do suporte de uma fonte caracteristica de
um subconjunto aberto, conexo e limitado do dominio considerado.

Na secao [£.2] apresentamos uma solucao analitica, no caso circular, para a equagao
de Helmholtz modificada, onde esta funcao sera usada para realizarmos experimentos
numéricos de reconstrucao do centroide.

Por fim, na secao [£.3] estudamos o problema inverso de fonte para equagoes de

Helmholtz para o caso de fontes pontuais.

4.1 O Teorema de Caracterizacao do Centroide

Nesta secao, apresentamos um novo resultado de determinacao de centroide de um
conjunto estrelado. Este conjunto é considerado como o suporte de uma fonte carac-
teristica no problema inverso posto para a equacao de Helmholtz modificada (A > 0)
ou para a equagao de Helmholtz (A < 0). Além disso, também mostramos que a
nova férmula também é valida para fontes pontuais.

Considere K = VX # 0, onde K € R*, se A > 0, e K € C\ R, se A < 0, onde Re(k)
representa a parte real do nimero complexo k. Considere também o termo fonte
f(x) = xu(x), onde x, é a fungao caracteristica de um conjunto aberto, conexo,

limitado w C Q, cuja fronteira , dw, é de classe C', para o problema inverso (3.2)),
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onde SV~! denota a fronteira da bola aberta unitaria em R”.
Logo, tomando a fungdo teste v,(r) = e (@P) € H,(Q), onde p € SNt ep e RY
sao arbitrarios, o funcional de reciprocidade para o problema (3.2) ¢ dado, por

definicao,

RIxu) (efw-(r—p)) — / gr(ep - n)ew~(r—p) _ gne“@'(“_p)da
9

Por outro lado, por (3.4)), temos que

RIxw) (ew-(mfp)) :/ew-(wp)dx_ (4.1)

w

Observacao 4.1. Note que
RIxw] (€717 = P R[xw] (7).

Desta forma, é possivel determinar uma mudanca de varidveis tais que p € RN seja

a origem de um novo sistema de coordenada. Logo, definimos, para ¢ € SN~1,

RIxu](¥) == Rx.] (™).

No que se segue, vamos supor que a origem do sistema de coordenadas, p, é o
centroide de um conjunto estrelado w C €2, cuja fronteira, Ow, é parametrizada por
uma fungao R : SV~! — R, em LY(SN71).

Assim, por (4.1)),

R(0)
R[Xw] (ew-(w*p)) = /ew-(xp)dx :/ / "0 )N =1 dpdf.
w sN-1.Jo

Por outro lado, por (3.5)), podemos reescrever o operador F' como

R(0)
F[R](p) = / / 500 PN=1pqp.
sN-1.Jo

Logo, temos que

F[R(¢) = Rlxu] ("7P) = e PR [xu] (), (4.2)

para toda ¢ € SV,

Proposicao 4.1. Seja w C Q um conjunto estrelado, cuja fronteira, Ow, € parame-
trizada pela funcio R € L*(SV™'). Entao

F[R)(¢) = F[R](—¢), Vo SV
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Demonstragdo. De fato, seja ¢ € SV~! uma direcao arbitraria. Considere os con-

juntos

SY :={0 SV +p-0>0}

S¢={0eSV v 0 =0}

Logo, SV~ =S? US{ USY e, entao,

R(0)
F[R)(p) = /SN 1/ 90 PN =1 dpdf
-1Jo
R(6) R(0)
= / / e”p“"epN_ldpdG—i—/ / N dpd6
s¥ Jo sg Jo
R(0)
—|—// e"? 0 YN =1dpdh.
s? Jo

Por outro lado, note que
R(0)
FIR=0) = [ [ ety tapas
sN-1.Jo
R(0)
— / / €7Kp¢.0pN71dpd9
sN-1.Jo
R(0) R(0)
= / / —e? )N dpdf) + / / p"~tdpdf
s;¢Jo 0
/ / —npap@ N— ldpde
S~ ¥

: —0_ Q¥ o SP Q¥ 5
Assim, como S.* = SZ e §5 7 = S, entao

R(0) R(6)
/ / e "0 pN=1dpdf = / / eP? pN=Ldpde,
s;¢ Jo s? Jo
R(6) R(6)
/ / e P pN=1dpdf = / / e pN=Ldpd.
sz¥ Jo s¢ Jo

Portanto,

Desta forma, como ¢ é arbitrario, temos que F[R|(¢) = F[R](—y), para todo
p e SN, n

Observe que, pela proposicao e por ([4.2)),

e PR[XL)(p) = e TR[xW](— ).
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Portanto,

RIx.l(—¢)’
ou seja,
1 ((Rbulte)
o0 (R -

Desta forma, estabelecemos o seguinte resultado novo de caracterizacao e identi-

ficacao do centroide de suportes estrelados no problema inverso de fonte.

Teorema 4.2. Sejaw C Q um conjunto estrelado e seja f(x) = x, () o termo fonte

para o problema inverso (3.2). Entao o centroide, p, de w pode ser determinado por

1 Rxul(p) )
gp-pz—ln(— , 4.4
2 \ R () -
onde p € SN,
Corolario 4.1. Sejam fi = Xw, € fo = Xw, duas fontes caracteristicas para o

problema inverso (3.2)), com wy, we C € subconjuntos estrelados. Se estas fontes
geram o mesmo dado de Cauchy sobre a fronteira, entdo estas fontes possuem o
mesmo centroide determinado por (4.4)).

Demonstracao. De fato, sejam p; e py centroides dos conjuntos w; e ws, respectiva-
mente. Se Y., € Xuw, geram o mesmo dado de Cauchy sobre a fronteira, entao estas
fontes geram o mesmo funcional de reciprocidade com funcao teste exponencial, ou
seja,

RXuw](#) = RlXwol (),

para toda ¢ € SV~ Entao, pelo teorema, ¢ - p; = ¢ - ps, para toda ¢ € SN,
Portanto, p; = po. O]

Observagao 4.2. Note que a volta do teorema [{.9 nao € verdadeira. De fato, se
as fontes Xw, € Xw, POSSUEM 0 mesmo centroide, entao nao € verdade que estas
fontes geram o mesmo dado de Cauchy sobre a fronteira ou o mesmo funcional de

reciprocidade. Se estas fontes possuem o mesmo centroide, entao é verdade que

para toda o € SN

No caso em que duas fontes caracteristicas x,, € Xw, POssuem o mesmo centroide,
com R; e Ry parametrizando as fronteiras dw; e Jws, respectivamente, entao temos

o seguinte resultado sobre o comportamento do operador F[-].
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Teorema 4.3. Dados Ri,R, € LYS7Y), entdo existe uma constante C =
C(N, Ry, Ry) > 0, tal que

| F[R1] — F[Ra]|[ 1 sv—1) < C|[Ry — Ral[prsv-1y,

ou seja, o operador F € continuo em L*(SN™1).

Demonstragdo. Sejam Ry, Ry parametrizacoes L' (SV~1) das fronteiras dos conjuntos

wy C 2 e wy C €2, respectivamente, com o mesmo centroide. Note que

R1(0)
/ / e e N=1rde
SN_l R2 (9)

Considerando a seguinte mudanga de coordenadas para a integral acima

|FlR](0) — FRa] ()] =

r=p(Ri(0) — Ra2(0)) + Ra(0),
temos

[FlRa](p) = F[R2)(p)] =

/SNI(Rl(Q) — Ry(0))G.,(6)d0

IN

[ 1) = Re@)liG (0]
onde
1
GalB) i= [ IO RO, (6) — Ra(6) + Rafo)] .
0

Como |Ry(0) — R2(0)| < diam(Q2) e p < 1, onde diam(2) denota o diametro de €,
temos que
[p(R1(6) — Ra(0)) + Ra(0)]" " < (2diam ()",

tendo em vista que Ry < diam(Q2) e |R;(6) — R2(0)| < diam(Q2). Analogamente,

como ¢ -0 < 1, temos que
k(p(R1(0) — Ra(0)) + Ra(0))p - 0 < 2rdiam(€2).

Desta forma,

|Go(0)] < (2diam(£2))N 1 e2rdiam(©)

e, entao,

|FIR] = FIRn 1) < [ Ry — Rallo v, ((2diam(Q))N~e2emn(@) (-1,
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onde p(SM71) denota a medida de Lebesgue de SV—1.
Portanto, denotando C' := (2diam(Q))N~te?rdiam(@® ,(SN=1) > ( obtemos

| F[R1] — F[Ro]|[11sv—1y < Cl|[Ry — Ra|prgv-1y.

O préximo resultado é sobre a coercividade do operador F].

Teorema 4.4. Se w C ) € um conjunto estrelado com fronteira parametrizada por
uma funcao R € L*(SNY), entao F[R] € L'(SV™'). Além disso, vale a sequinte
desigualdade

IF[R]|Lysv-1) = ClR[1 7 vy,

onde a constante C' é dada por C' = e~ *4am() /N > (.

Demonstracio. De fato, observe que a funcdo h(z) := e @=P) ¢ continua. Como
w C €, com () limitado, entao w é compacto, além de conexo, por ser estrelado.
Logo, h assume, pelo menos, um maximo e um minimo em .

Desta forma, considerando um caminho continuo ~(¢),t € [0, 1], com ([0, 1]) C @,
ligando estes dois pontos, entao, pelo teorema do valor médio para integrais, ver
[59], existe T € v((0, 1)), tal que

- R(0)
F[R](p) = e ? /SN / pNtdpdd. (4.5)

Assim, obtemos
F[R](p) = enpSD‘H/ ldx = M(W)e“ﬁw-g > 0,

ou seja,

FIR)(¢)]dip = () / e < 0o

§N-1

ot /

gN-1

Por outro lado, por (4.5)),

_ R(0)
FIRIE) = 70 [ [T tapas
SN-1.J0
enﬁtp-@ N
= S [, me)as (4.6)

Logo, como a funcdo a — a” é convexa, visto que N = dim(RY) € Z], pela
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desigualdade de Jensen, obtemos

F[R)(p) > %( /SNI R(e)de)N
]

_ N
= WHRHLl(Swl)- (4.7)

Desta forma, como —1 < - f e p < diam(fQ2), entao por (4.7),

e—/{diam(Q) e—ndiam(Q)
[ F[RI|| Ly sv-1y > WHRH%(SMQ /le ldo = THRH%(SN*U‘

efﬁdiam(ﬂ)

Portanto, definindo a constante C' = C(N) := —N > 0, obtemos

||F[R]||L1(SN*1) > C||R||gl(SN—1).

Observacao 4.3. Note que, pelo teor’ema e por (4.1)), temos que
IRD]llzrev-1) = ClIRI g1y,

ou seja,

1/N
1Rllov-s < g IRDGIE oy

Desta forma, dependendo do valor da constante C', € possivel estabelecer um ar-
gumento do tipo ponto-fizo, tendo em wvista que € possivel calcular numericamente
o funcional de reciprocidade e queremos determinar uma aproximacao da parame-

trizacao da fronteira Ow, R

Observagao 4.4. Qutra caracteristica que € possivel obter é o raio efetivo ou raio
médio, ryr. Fste raio € obtido aproximando a funcgao teste do problema de Helmholtz
modificado pela fungao teste do problema de Laplace identicamente igual a 1. Desta

forma,
v 1= R[xu|(v) = Re[fp)(1),

onde R[x.|(v) € o funcional de reciprocidade para o problema inverso de fonte para
a equagdo de Helmholtz modificada, com funcgdo teste v, e Rp[f,](1) € o funcional de
reciprocidade para o problema inverso de fonte pontual para equagao de Laplace, com
funcgao teste identicamente igual a 1. O problema com fonte pontual serd estudado

melhor na se¢ao[{.3. Logo,

Rl)() = = [ 1 = —pw) = —a = Rulf)(0)
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onde p(w) é a medida de Lebesque do conjunto w C Q. Desta forma, obtemos a

sequinte aproximacao para o caso bidimensional
9 Q@
p(w) = mry ~a =1y >~/ —. (4.8)
T

O raio médio, ry, € importante porque com esta informagao e com o centroide do
conjunto estrelado € possivel determinar uma estimativa inicial para o processo ite-
rativo que busca a melhor aproximacao para o conjunto estrelado como foi abordado

no capitulo [J

4.2 Experimentos Numéricos para Determinacao

do Centroide

Nesta secao vamos apresentar uma solucao particular da equacao de Helmholtz
modificada, na qual sera usada para comparar com a solu¢ao numérica obtida pelo
método das solucoes fundamentais. A seguir, vamos apresentar alguns experimentos
numéricos no qual serd determinado o centroide para diferentes tipos de suportes

para a fonte caracteristica.

4.2.1 Experimento, via MFS, com solucao analitica no caso

circular

Nesta subsecao vamos estudar o problema de determinacao do centroide no caso
circular. Considere, para A = k? > 0, com x > 0, a equacao de Helmholtz com uma

fonte caracteristica ., onde w C 2 C R?, dada por
(=A+K)u =y, em S (4.9)

Vamos estudar o caso em que w seja um circulo, centrado em um ponto (., y.), com
raio 7, e que o dominio 2 seja também dado por um circulo, centrado na origem, de
raio R > 7. Note que, neste caso, o centro de massa (centroide) de w coincide com
o centro (ze, Ye)-

Considere a func¢ao radial @), dada por

L(7k)Ko(kr) + Lo(kr) K1 (TK) o 1o
Qz,y) =Q(r) = K;(fl(fH)Ko(M) + Io(Fr) K1 (75))’ ’ (4.10)
1/Kk2, se r <7,

onde r = /(x — z.)2 + (y — y.)? e I, e K, sao as fungdes de Bessel modificadas do

primeiro e segundo tipo de ordem «, respectivamente.

26



Lema 4.1. A funcdio Q(z,y) = Q(r), dada por , € uma solugao particular da
equagao (4.9)).

Demonstragao. De fato, se r < 7, entao 1/k? satisfaz (—A + k?)u = 1. No caso em
que 7 < r < R, podemos usar coordenadas polares e as propriedades das fungoes de

Bessel modificadas, [65], [60], [55], para concluir que

0%1, 101, 1 07
Al = -0 iy ¢ s
o(kr) 52 (k1) + - (kr) + wIYT o(kr) = K I(Kr)
‘ 92K, 10K, 1 & ,
AK = - ——K = Kk“K, .
o(kT) 52 (k1) + o (k1) + XY o(kr) = K*Ko(kr)

Logo, —AQ + k%Q = 0, se 7 < r < R. Além disso,

]

A funcao @, dada por (4.10)), serd utilizada no experimento a seguir para comparagao

com a solucao do problema direto obtida pelo método das Solugoes Fundamentais.

Experimento 4.2.1. Neste experimento bidimensional foi considerado que A = 1
em e, além disso, foi considerado Q@ = B1(0,0) e w = By3(—0.3,-0.2), ou
seja, w € a bola aberta, centrada no ponto (—0.3,—0.2), com raio 0.3. Neste caso,
o centroide do conjunto w coincide com seu centro, ou seja, o centroide é o ponto
(—0.3,-0.2).

Note que , pelo lema temos uma solugao analitica radial @), dada por (4.10)),
considerando 7 = 0.3, R =1 e (z.,y.) = (—0.3,—0.2). Além disso, foram considera-
dos 629 pontos em cada fronteira fisica e 252 pontos de fonte (fronteiras ficticias).
Assim, foi resolvido o problema direto, usando o método das solugoes fundamentais,
ver segoes[2.1] e considerando como dado de Dirichlet a projecao de QQ em OS2,
i. e., %@, em 0L.

Portanto, como mostrado na figura , a solugdo obtida pelo MFS, u(zx,y),
mostrou-se muito prorima da solu¢ao analitica (), tendo em vista que o erro foi
da ordem de 1076 .

Para determinacdao do centroide, o funcional de reciprocidade foi calculado consi-
derando o dado de Cauchy em fun¢ao da representacao em série da solucao do
problema direto, u. Assim, definimos o dado de Dirichlet e de Neumann como ~you

e y1u, sobre OS2, respectivamente.
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Figura 4.1: Erro entre a solugao analitica, @), e a solucao pelo MFS

Com isto, o centroide determinado estd bem préximo do original, conforme tabela
onde o erro da posi¢ao foi calculado pela norma euclideana da diferenca entre
o centroide original e o calculado. Nesta tabela também foi considerada a acdo de
ruido relativo de 1%,5% e 10% no dado de Cauchy. Neste caso, foi considerado o

mesmo ruido tanto no dado de Dirichlet, quanto no dado de Neumann.

Centroide Calculado  Erro da Posigao
Ruido 0% (-0.3,-0.2) 3.06719 x 10~°
Ruido 1%  (-0.309532, -0.190297) 0.0136012
Ruido 5%  (-0.324528, -0.144536) 0.0606459
Ruido 10% (-0.368817, -0.135365) 0.0944107

Tabela 4.1: Erro do Centroide - Caso Circular

Na tabela[4.3, foi fizrado ruido de 1% sobre o dado de Dirichlet e feito o ruido sobre
o dado de Neumann variar até 10%.

Por outro lado, na tabela[{.3, foi fitado ruido de 10% sobre o dado de Dirichlet e
feito o ruido sobre o dado de Neumann variar até 10%. Este resultado foi pior do
que quando considerado ruido de 1% no dado de Dirichlet.

Desta forma, aparentemente, o dado de Dirichlet parece ter uma influéncia maior

sobre a determinacao do centroide.
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Centroide Calculado  Erro da Posigao
Ruido 0%  (-0.296432, -0.209535) 0.0101805
Ruido 1%  (-0.316809, -0.183237) 0.0237395
Ruido 5%  (-0.332893, -0.181616) 0.0376822
Ruido 10% (-0.343313, -0.181448) 0.0471187

Tabela 4.2: Erro do Centroide - Caso Circular - Ruido Dirichlet fixo 1%

Centroide Calculado  Erro da Posicao
Ruido 0%  (-0.238834, -0.206423) 0.0615019
Ruido 1% (-0.33233, -0.126357) 0.0804273
Ruido 5%  (-0.335185, -0.118567) 0.0887092
Ruido 10% (-0.264065, -0.0816816) 0.123655

Tabela 4.3: Erro do Centroide - Caso Circular - Ruido Dirichlet fixo 10%

4.2.2 Experimentos Numéricos para Obtencao do Centroide

- Caso Nao-Circular

Nesta subse¢ao vamos estudar o problema de determinacao do centroide para dife-
rentes tipos de suportes estrelados, nao circulares. O objetivo é verificar a eficiéncia
da nova férmula apresentada no teorema [4.2]

Nos experimentos e , foi considerado A = 1 (equagao de Helmholtz). No
experimento [4.2.4] foi considerado A = —1 (equacdo de Helmholtz modificada).
Além disso, foi imposto ruido relativo sobre os pontos de colocagao do dominio, ou
seja, a fronteira 02 foi discretizada e o funcional de reciprocidade, agora discreto,
foi determinado com o dado de Dirichlet em cada elemento desta lista de pontos e
multiplicado por uma fungao randémica do tipo (1+¢€;1), onde &; é o ruido conside-
rado. Esta fun¢ao randomica é uma funcao pré-definida no software Mathematica,

onde a entrada dela é o intervalo onde serd tomado 1.

Experimento 4.2.2. Neste experimento foi considerado o dominio ) como sendo
o interior da elipse parametrizada por R(t) = (cos(t),0.5sen(t)), t € [0,27], e o
suporte da fonte como o conjunto estrelado w, com centroide (0.3,—0.1), cuja fron-
teira, Ow, é parametrizada por r(t) = (0.3 4+ (0.2 — 0.1 cos(7t)) cos(t), —0.1 + (0.2 —
0.1 cos(7t))(sen(t)), t € [0,2x], como mostrado na figura 4.9

De forma andloga ao experimento[4.2.1], foram considerados 629 pontos de colocagao
e 252 pontos de fonte.

Observe que, neste caso, como nao temos uma solugcao analitica para o problema,
nao foi possivel realizar uma comparacao entre as solugoes analitica e numérica,
como no experimento anterior.

Neste problema, consideramos o problema direto com dado de Dirichlet nulo. O
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Figura 4.2: Dominio do Problema - 7-Estrelado dentro da Elipse

centroide foi determinado como no ultimo experimento, onde consideramos que 0s
dados de Dirichlet e Neumann possuissem o mesmo ruido relativo. O resultado
obtido pode ser visto na tabela[4.4).

Centroide Calculado  Erro da Posicao
Ruido 0%  (0.300056, -0.0999748)  6.13069 x 10~°
Ruido 1% (0.300221, -0.100107) 0.000245237
Ruido 5% (0.298224, -0.100325) 0.00180583
Ruido 10%  (0.297488, -0.101851) 0.00312016

Tabela 4.4: Erro do Centroide - Caso 7-Estrelado

Experimento 4.2.3. Neste experimento foi considerado o dominio €2 como sendo
o circulo unitdrio, centrado na origem, e o suporte da fonte w como o interior do
quadrado, centrado em (x.,y.) = (0.4, —0.2), parametrizado por r(t) = (., y.) +
&(t)(cos(t), sen(t)),t € [0,27], onde

(0.3

T
—_— 0<t< —
Cos(st)’ v = 4’
0. T <t< 3
sen(t)’ 4 = 4’

; —-0.3 3T <t< 5T 411
= S€ — - .
() cos(tg’ 4 = 4 (4.11)

—v. se om <t< m
sen(t)’ 4 - 4"’
0.3 T
, se — <t <2,
| cos(?) 4

como mostrado na figura[4.3.

Neste experimento, novamente foi considerado dado de Dirichlet nulo no problema
direto. Entretanto, diferentemente dos outros experimentos, neste caso consideramos
200 pontos de colocagao e 100 pontos de fonte, tendo em vista que os resultados jd
foram satisfatorios.

Assim, o centroide foi determinado como mos ultimos experimentos, considerando

ruido relativo somente sobre o dado de Neumann. Os resultados obtidos estao mos-
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Figura 4.3: Dominio do Problema - Caso Quadrado dentro do Circulo

trados na tabela [].5

Centroide Calculado Erro da Posicao
Ruido 0%  (0.400002, -0.199989)  0.0000115749
Ruido 1%  (0.399996, -0.199778) 0.000221949
Ruido 5%  (0.401539, -0.201175) 0.0019363
Ruido 10% (0.397216, -0.196766) 0.00426754

Tabela 4.5: Erro do Centroide - Caso Quadrado

Experimento 4.2.4. Neste experimento, foi considerado o dominio €2 como
o interior do circulo unitdrio, centrado na origem, parametrizado por R(t) =
(cos(t), sen(t)),t € [0,27], e o suporte da fonte w como o conjunto estrelado,
com centroide (z.,y.) = (0.4,—0.2), cuja fronteira € parametrizada por r(t) =

(e, ye) + (0.3 — 0.15cos(3t))(cos(t), sen(t)),t € [0,27], como mostrado na figura
5. 17d

...........

-0

Figura 4.4: Dominio do Problema - 3-Estrelado dentro circulo, x complexo

Além disso, neste experimento, consideramos kK = v/ —1 = i, um nimero complexo.

Consequentemente, a solu¢ao fundamental considerada no método MFS, ver (2.8)),
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serd dada por

D, () = L (VR a]),

onde H(()l) € a funcao de Hankel do primeiro tipo de ordem zero e, entdo, os re-
sultados obtidos também serdo numeros complexos. Como no ultimo experimento,
consideramos 200 pontos de colocagao e 100 pontos de fonte, com dado de Dirichlet
nulo no problema direto.

Os resultados obtidos foram satisfatorios, como mostrado na tabela[4.6, onde o erro
entre o centroide exato e o calculado foi medido com a parte real destes valores,

tendo em wista que as partes imagindrias foram muito pequenas.

Centroide Calculado Erro da Posicao

Ruido 0% (0.400697 + 9.46942 x 10~ 72, -0.2 + 6.43473 x 107%) 0.000696922
Ruido 1%  (0.400715 + 9.52632 x 10774, -0.199901 + 1.10503 x 107%7) 0.000722001
Ruido 5%  (0.398665 + 7.72773 x 10774, -0.201086 - 3.34906 x 10~%7) 0.00172124
Ruido 10%  (0.396216 + 9.64432 x 10774, -0.198987 - 4.3447 x 10774) 0.00391735

Tabela 4.6: Erro do Centroide - Caso k complexo

Portanto, como pode ser observado nos experimentos, a nova férmula proposta para

determinacao do centroide mostrou-se bastante eficiente.

4.3 O Caso de Fontes Pontuais

Nesta secao vamos estudar o problema inverso de fonte para uma tinica fonte pontual
e para uma combinacao linear de fontes pontuais.

Considere o problema inverso de Helmholtz com a tunica fonte pontual do tipo

fol@) = ady(),

onde &,(x) é a distribui¢do delta de Dirac, centrada no ponto p € RY e a > 0

¢ a intensidade desta fonte. Desta forma, tomando v,(z) = " em (3.6) , com
e SN er =),

RIf)(9) == R[fo](v,) = ae™? Vo € SN,

Assim, como R[f,](—¢) = ae™™?, a intensidade da fonte pode ser determinada da

seguinte forma

o = /RN (0)RI)(—¢) > 0. (4.12)

Observe que a intensidade da fonte pontual ndao depende da direcao escolhida ¢ €
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SN=1 como esperado. Além disso, como

R[fp] (o) _ 2Kkpp

- =€

RN (=) ’

a posigao da fonte pontual pode ser determinada da seguinte forma

(Rl
o5 (R ) 1

onde ¢ € SN~ Note que a posicao desta fonte pode ser determinada tomando ¢
como os vetores da base canonica de RV,
Observe que estabelecemos os seguintes resultados de caracterizagao e unicidade de

uma unica fonte pontual.

Teorema 4.5. Suponha que o termo fonte do problema inverso (3.2)) ¢ dado por
f(z) = ady(z), com a >0 epe RN, Entao a intensidade da fonte, o, é dada por

(4.12) e a posi¢ao da fonte, p, é dada por (4.13]).

Corolario 4.2. Considere duas fontes pontuais para o problema inverso (3.2)), dadas
por fi(x) = a1d,,(x) e fo(z) = aady,(x). Se fi e fo geram o mesmo dado de Cauchy

sobre a fronteira, entao f1 = f.

Demonstracao. De fato, se fi e fo geram o mesmo dado de Cauchy sobre a fron-
teira, entao estas fontes geram o mesmo funcional de reciprocidade com fungao teste

exponencial, ou seja,

RIAI(®) = RIf](#),

para toda ¢ € SV~ Entdo, pelo teorema ,

RIAI@) RIAI(=¢) = Rf2(9) RS2l (—¢)

Y- P11 =@ P2,
para toda ¢ € SN-1. Portanto, a; = as e p1 = po. O

Observagao 4.5. Note que, por (4.13)) e (4.4), obtemos a mesma expressio de
caracterizacao tanto do centroide de fontes caracteristicas, quanto da posicao de

uma unica fonte pontual.

Considere, agora, o termo fonte definido como combinacao linear finita de fontes

pontuais da forma

fla) =Y ity (a).
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Para este tipo de fonte, é possivel estabelecer um resultado de unicidade, apresentado

abaixo. Este resultado foi mostrado por El Badia e Nara, [9.

Teorema 4.6. Considere as fontes para o problema inverso (3.2) dadas por fi(x) =
SM 6, (2) e folx) = Zj\g Bidq, (), onde p; e q; sao distintos entre si. Se fi e [
geram o mesmo dado de Cauchy sobre a fronteira, entao f; = fa, ou seja, My = Mo,

;=0 epi = q;, para i = 1,2, ..., M.

Demonstracao. Seja u; solugao do problema inverso (3.2]), com termo fonte f;, i =
1,2. Logo, considerando as fungoes u := u; — us € F := f; — fo, nds temos que u é

solugao de
(—A+k*)u=F, em

u =0, sobre 052,
a—u =0, sobre 0f2.
on

Assim, pelo teorema de Holmgren, a partir de

ou
= — e 0
ulaq 877|aQ ;

devemos ter u = 0 em Q\({p;;i = 1,2,..., M1} U{g;;7 = 1,2,..., M>}), ou seja, u
devera ser uma combinacao linear finita de deltas de Dirac centradas nos pontos
{pi;i =1,2,.., My} U{q;;j = 1,2,..., M>}) e de suas derivadas. Além disso, F' €
H~17%(Q), para s > 0, ver, por exemplo, [9].

Por outro lado, se F € H~'75(Q), para s > 0, entdo u € H'™*(Q), para s > 0.
Entretanto, u é combinacao linear finita de deltas de Dirac, pertencendo, portanto,
A mesma classe de F', ou seja, H 17%(2), com s > 0. Desta forma, isto somente é

possivel se F' = 0, ou seja,

M, Mo
Z @;0p, () — Z Bjbg; (x) = 0.
i=1 j=1

Portanto, como as posicoes sao distintas e as deltas de Dirac sao linearmente inde-

pendentes, obtemos
My =M, «;=p;, e pi=q,

para i = 1,2, ..., My, ou seja, f1 = fs. n
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Capitulo 5

A Reconstrucao da Fronteira de
Fontes Caracteristicas usando o
Método das Solucoes

Fundamentais

Ao estudarmos um problema inverso com fonte caracteristica, existem duas in-
formagoes importantes que esperamos reconstruir: O baricentro (centroide) do su-
porte da fonte e a funcao que parametriza a fronteira do suporte.

O problema de reconstrucao do centroide foi estudado no capitulo |4, onde foi forne-
cida uma nova féormula para a sua reconstrucao.

O problema de reconstrucao da fronteira do suporte vem sendo estudado por muitos
autores através de varios métodos numéricos para realizar uma estimativa deste
termo, tendo em vista que a unicidade é um problema em aberto.

Na secao .1}, é estudado o problema direto com fonte caracteristica para equacoes de
Helmholtz. Este problema é estudado através do método das solugoes fundamentais
(MFS) para determinagao de sua solugao numérica.

Na sec¢ao [5.2] é construido um funcional relacionado ao ”erro”cometido na apro-
ximacao do suporte original da fonte caracteristica.

Desta forma, a solugao numérica pelo MFS e o funcional ”erro cometido” serao utili-
zados na segao [5.3] onde sao realizados experimentos numéricos sobre reconstrugao
da fronteira do suporte do termo fonte, através de um método numérico ja estabe-

lecido.

5.1 O Problema Direto via MFS

Considere o problema direto associado a equacao de Helmholtz
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{ (“A+XNu=f, em Q, (5.1)

u =g, sobre 0f).

onde o termo fonte f = hy,, com h # 0 constante e w C €2 é aberto, conexo e
limitado, com fronteira de classe C*.
Pela secao , sabemos que o problema (5.1)) pode ser escrito como o seguinte

problema de transmissao

(A +XNu" =h, em w,
(—A+XNut =0, em Q\w, (5.2)
ut =g, sobre 012,

onde u~ e u™ denotam a parte interna e a externa da solucdo, respectivamente.

Além disso, se ¢ for uma solugao particular da equacao

(—A+X)¢ =h,
onde podemos tomar
h
-, se A #£ 0,
o(z) = ]2 (5.3)
h——, se A =0,
4
entao, pelo Teorema o problema ([5.2)) é equivalente ao problema de salto
([ ((“A+ X0 =0, em Q\dw,
[¥] = —0o, sobre Ow,
v 5.4
[Z_TI] = —g—i, sobre Jw, (5.4)
L V=g, sobre 0f2,
onde
9 — u't, em Q\w,
S u - ¢, em w.

Desta forma, vamos estudar o problema ([5.4) para determinar sua solugao através
do Método das Solugoes Fundamentais, ou seja, através deste método, vamos deter-
minar ¥+ e 97, supondo ¢ da forma (5.3), e, consequentemente, determinar u™t e

u .

Para isto, considere as seguintes expansoes em solucao fundamental

V() = Zoéiq)A(\/XW' —ail),
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com ¢; € 7, €
q r
I (@) =Y BIOAV Az —aj]) + Y BEOAV Az = bi]),
j=1 =1

coma; € I eb, € TP, onde @, ¢ uma solugao fundamental da equagao de Helmholtz,
ou seja, P, satisfaz

(A + NPy =5,

onde § é a distribuicao Delta de Dirac. Pelo capitulo [2] sabemos que as curvas

v, T e TP sao chamadas de fronteiras ficticias (ou curvas ficticias) do problema e

0S COHjUHtOS de pOHtOS
{C'hi = 17 2a 7p} - Y5
{a’jvj = 172a 7Q} - FI7
{b,l=1,2,...,r} cT'®

sao chamados pontos de fonte para o problema. As curvas ficticias para o problema
sao escolhidas de forma que:

e A curva 7 seja suave, externa a w, com vy C (Q\@);
e A curva I'! seja suave, externa a Q\w, com I'! C w;

e A curva I'F seja suave, externa & Q\w, com I'f C Q°.

De fato podemos ter a seguinte representacao:

Note que, neste momento, possuimos dois tipos de fronteiras: as fisicas, 02 e dw, e
as ficticias, v, I'! e I'F.
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As fronteiras fisicas sao as fronteiras reais do dominio onde o problema estd posto. As
fronteiras ficticias sao curvas escolhidas onde serao tomados os pontos de fonte para
a elaboracao, juntamente com os pontos de colocagao, do sistema linear associado.
Assim, para que 1 seja solucao de é necessario que 1 satisfaca as seguintes

condicoes de fronteira:

e [V] = —¢, sobre Jw:
S BVl — ay]) + 30 BFRA (VAL — bi) — 3 (VAT — )
j::1—gb(x), T € Jw; - -

| 0¢
° {0_} = _5_77 sobre Jw:

Z [@A (VA|lz = a;]) }+Zﬁz o [(I)A \/_|93—bl|)]

—Zaz [CID,\ VA|z — |)} = —g—i(x), x € Ow;

o U *g7 sobre 0€:
Zﬁl% (VAlz = a;]) +Zﬁl‘%A (VAz — b)) = g(x), €.

Desta forma, tomando pontos de colocagao z,,» € Ow, com m* = 1,2,....,m, e
Tpx € 0N, com n* = 1,2, ...,n, podemos encarar o problema de determinar a solucao
acima, ¥, como um sistema linear, onde o vetor solucao é o vetor formado pelos

coeficientes «y, ﬂf e BF, ou seja, temos o sistema

M- -«a=0b,
onde
[Oé']le [_a¢(xm*)]mx1
o= [/Bl]qxl 0= {—a—j(xm)]
mXx1
[ﬁl ]rxl (p4q+r)x1 [g(xn*ﬂnxl

(2m+n)x1

e a matriz M, (2m +n) x (p+ q + ), dos coeficientes do sistema linear é dada por

[ [ —o(VAlze — ) OA(VA T — ay]) PA(VA T — br])
Ty € Ow; c; € 7 Ty € Ow;a; € T Ty € Ow:; by € TF

— [ PA(VA[zme = ci))] ZPA(VA[ze — a])] B PA(V Az = bi])]
Ty € Ow;c; € 7 T € Ow;a; € TV Ty € Ow; by € TF

[ 0 ] [ BrA(VA|z0e — a) ] [ Or(VA|z0e = bi]) ]

Tpe € 00 ¢; € Ty € O a; € T T € O b € TF
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Em geral, considera-se 2m + n > 2(p + ¢ + r) na caracterizacdo da matriz M.

Note que esta abordagem é valida para :
e Equagao de Helmholtz modificada: A > 0
e Equacao de Laplace: A =0
e Equacao de Helmholtz: A < 0.

Portanto, ao resolvermos o sistema linear
M- -a=0b,

encontramos a solucao, 9, de (j5.4), através do MFS. Com esta solugao, geramos o

dado artificial,

8—19, sobre 0f2,
on

a ser usado no problema inverso.
Por meio deste dado artificial gerado, vamos determinar o conjunto w por meio
de um método numérico diferente do MFS. Neste trabalho, usaremos o Método de

Levenberg-Marquardt, apresentado no capitulo [2]

5.2 O Funcional a ser Minimizado

Como visto no capitulo[2, o método de Levenberg-Marquardt é um método numérico
usado para minimizar funcionais dependentes de um conjunto de parametros. Nesta
subsecao vamos definir qual funcional estaremos interessados em minimizar.
Considere r(t),t € [0,27] uma parametrizacao da fronteira dw, onde w C € é um
conjunto estrelado. A fungao r expressa a distancia da fronteira dw até seu centroide
(T Ye)-

Como mencionado no inicio da se¢ao, nosso objetivo é realizar um processo numérico
iterativo para obter uma representagao aproximada de 7(¢), no caso bidimensional.
Para isto, vamos supor que r(t) possua uma representacao em série de Fourier da

forma
r() = (2o ye) + (W + g o €08 (%t) i1 sen (%)) (cos(t), sen(t)), (5.5)

onde (x.,y.) é o centroide do conjunto w, obtido pela nova férmula apresentada no
teorema capitulo [, e ry; é a condicao inicial do processo, ou seja, a primeira
estimativa, dada pelo raio equivalente (raio médio), rys, determinado por (4.8)).

Assim, nosso objetivo agora é determinar os coeficientes da expansao acima.
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Considere o funcional de reciprocidade R[x,](v) relativo ao problema direto de
Helmholtz (5.1)), com termo fonte f(z) = xw.(z), resolvido pelo MFS. Este funci-

onal é dado por

ou ov
Rlxw](v) = o ua—nda,
onde u é a solugao, pelo MFS, do problema e v € H,(2). Considere, agora, o
funcional de reciprocidade R[xz], onde @ C 2 é uma aproximagao de w, onde Ow
pode ser parametrizada por . Este problema com suporte aproximado possui

como solucao, pelo MFS, a fungao 4. Além disso, o funcional R[xz|(v) é dado por

onde a—u|aQ ¢ calculada, pelo MFS, para o suporte aproximado, tomando pontos
de colocagao diferentes, pontos de fonte diferentes, nimero de pontos na fronteira
diferentes e espacamento diferentes, e @|gg = ulgq, ou seja, é utilizado o mesmo
dado de Dirichlet nos dois problemas.

Observe que o conjunto @ depende dos parametros {a,;n € N}. Assim, tomando
vp(z) = eVMeosbsend)x ¢ 9/ (O ¢ fixando NP como ndmero de parametros da
expansao, o objetivo é minimizar, dentre os parametros «,,n € {1, ..., NP}, o fun-

cional

E(vg) = Y (Rlxu](vs) — Rlxal(ve))”. (5.6)

0€l0,27]
Note que minimizar o funcional acima significa encontrar a melhor aproximagao para
o conjunto w, baseado nos parametros a,,n € {1,..., NP}.
Desta forma, tomando 0; = z’Mﬁ, i=1,...,M, obtemos M direcoes diferentes em S*

para as fungoes teste vp,, ou seja, o funcional acima torna-se

E(vg,) = ) (R[xu](vs,) = Rlxa)(va,))* (5.7)

1=0

Assim, o objetivo é determinar o melhor conjunto de parametros «,,n € {1, ..., NP},
tal que o funcional ”erro cometido” acima seja minimo. Com isto, o método numérico
escolhido para realizar este processo de minimizacao foi o Método de Levenberg-
Marquardt por possuir uma convergéncia mais rapida, sendo um intermediario entre
o método de Gauss-Newton e o método do Gradiente. Este método foi apresentado
de forma geral no capitulo [2|

De fato, observe que o problema de minimizagao estd na forma do problema
de Levenberg-Marquardt , onde vamos tomar A = {a,;n = 1,.... NP}y, =
Rxw](ve,), F(xi, A) = R[xa](ve,)-
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Como neste procedimento iterativo é necessario dar um valor inicial para o vetor

dos parametros A, escolhemos este como A® = (a£?))

raio médio (4.8)), que sera estudado posteriormente no capitulo .

= (ru,0,...,0), onde 7y é 0

Além disso, no nosso caso, o vetor Ji(k) = (9_A<x“ A®) é um vetor linha calculado

da seguinte forma:

J J

k) (k k k k) (k k k
S _ (F(azi,aé ),ag ) ol + €5, ...,a§V}3) - F(xi,a[() ),ag ) ool ...,a%%))
7 {‘:] ?

comj =1,..., NP. O valor do parametro de damping, p, no algoritmo de Levenberg-
Marquardt, pode ser tomado fixo ou variando a cada iteracao ou ainda variando de
acordo com algum critério estabelecido. Nos préximos experimentos foi tomado
g; = 107, para todo j = 1,..., NP, e foi escolhido o valor inicial de p = 0.001 e,
a cada iteragao, o valor de p ¢ multiplicado por 0.1. Este valor incial e a taxa de

decaimento foram escolhidos de forma empirica, apds varios experimentos.

5.3 Experimentos Numéricos de Reconstrucao da

Fronteira

5.3.1 Experimentos Numéricos - Caso \ > 0

Os experimentos numéricos desta subsegao foram feitos tomando o parametro A = 1,
ou seja, considerando a equagao de Helmholtz modificada. Em todos os experimentos
foi adotado o nimero de direcoes igual a 36, ou seja, M = 36.
Além disso, em todos os experimentos foi considerada também a acao de ruido, ou
seja, foi considerada uma margem de erro nos dados medidos. Os dois tipos de
ruidos considerados serao detalhados a seguir.
O ruido relativo é imposto sobre as medicoes na fronteira discretizada do dominio,
ou seja, sobre os pontos de colocagao, segundo o método das solugoes fundamentais.
Desta forma, o dado de Cauchy, em cada elemento desta lista, é multiplicado por
uma fungao randémica que possui uma variagdo (—&1,£1), ou seja, se g é o dado de
Cauchy na fronteira, entao

g=9(1+G)

é o dado de Cauchy com ruido relativo (; € (—&1,1).
Por outro lado, o ruido absoluto, apesar de também ser imposto sobre os pontos de
colocacao do dominio, o dado de Cauchy, em cada elemento desta lista, é somado a
uma fungao randémica que possui uma variagao (—e,£2), ou seja, se g é o dado de
Cauchy na fronteira, entao

g=9+C
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¢ o dado de Cauchy com ruido absoluto (s € (—¢e2,€3).

A seguir, foram realizados 3 experimentos. No experimento [5.3.1] foi considerada
somente a influéncia do ruido relativo, no experimento [5.3.2, foi considerada a in-
fluéncia dos dois tipos de ruidos expostos acima e no experimento foi conside-
rado que o suporte seja um quadrado, sem considerar ruido.

Além disso, todos os experimentos numéricos foram feitos no programa Mathematica,
versao 9, e rodados em um notebook com processador Intel core i7, 2.8 GHz, meméria
RAM 4 GB, 1333 MHz DDR3 em um sistema operacional OS X 10.9.5 .

Experimento 5.3.1. Neste experimento foi considerado que a fronteira do
suporte original, Ow, seja parametrizada por r(t) = (r,y.) + (1.1 —
0.6 cos(3t))(cos(t), sen(t)),t € [0,27], onde (xc,y.) = (0.3,—0.1), e que o dominio,
QQ, seja o interior da circunferéncia R(t) = (cos(t), sen(t)),t € [0, 2], como é mos-
trado na figura|b.1d, onde o dado de Dirichlet foir considerado identicamente nulo.

Além disso, foi considerado que o numero de parametros seja 7, ou seja, NP = T.
Isto significa que estaremos considerando 7 termos na expansao em série de Fourier
da fronteira.

Foi considerado também no problema original 200 pontos de colocagao e 100 pontos
de fonte e no problema aproximado 160 pontos de colocacao e 80 pontos de fonte.
O wvetor inicial dos parametros da reconstrucao foi A0 = (ry,0,0,0,0,0,0), onde
o raio equivalente, ry; = 0.321, foi calculado pela equagio (4.8)).

Apds Titeracoes, de aproximadamente 25s cada, foi obtida a reconstrucao sem ruido,

mostrada na figura|5. 10, onde a figura em vermelho € a original e a figura em verde

//w

02

. J |
/

é a reconstruida.

..........

(a) (b)

Figura 5.1: Dominio considerado (a) e reconstrucao, apds 7 iteragoes, sem ruido (b)

Além disso, foram considerados ruido relativo de 1%,5% e 10% no dado de Neu-
mann, dado correspondente a derivada normal da solugao, pelo MFS, do problema

direto para o suporte aproximado. Em todos os casos, obtemos boas reconstrucoes,
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pois a partir da quinta iteracdo, os conjuntos jd encontraram-se muito proximos uns
dos outros, como pode ser visto na figura[5.4. Novamente, a figura em vermelho € o
suporte original, a figura em verde é o suporte reconstruido (melhor aprorimagao) e

as figuras em cinza sao os suportes gerados em cada iteracao.

Figura 5.2: Ruido Relativo: 1% (a) , 5% (b) , 10% (c), 30% (d)

Qutro aspecto estudado foi a influéncia da variacao do valor de A na aprorimacgao
pelo método. Nos experimentos anteriores, foi considerado N\ = 1. A sequir, na
figura estao as recontrucoes relativas a X = 0.1, A = 0.55, A =4 e A = 10. E
importante notar que, a medida que o valor de A aumenta, o valor do raio equivalente
também aumenta, como pode ser observado na figura [5.3d, onde a reconstrugao
continuou mostrando-se bastante eficiente.

Além disso, também foram feitos experimentos com o mesmo tipo de dominio e fonte,
mas com tamanhos diferentes. Na figura , foi considerado o dominio como o
circulo centrado na origem com raio 2 e suporte da fonte possuindo parametrizac¢do
da fronteira dada por r(t) = (0.3,—0.1) + (0.8 — 0.4 cos(3t))(cos(t), sen(t)). A re-
construcao, sem ruido, foi bastante eficiente, pois a partir da terceira itera¢cao nao

hd alteragdao perceptivel, como pode ser visto na figura[5.40,
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Figura 5.4: Dominio considerado (a) e reconstrugao, apds 7 iteragoes, sem ruido (b)

Outro experimento feito foi considerando o mesmo dominio que o anterior, porém o
suporte da fonte possuindo parametrizag¢ao da fronteira dada por r(t) = (0.3, —0.1)+
(1.1 — 0.6 cos(3t))(cos(t), sen(t)). Neste experimento, existe uma parte da fronteira

do suporte da fonte que estd proxima da fronteira do dominio, como pode ser ob-
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servado na figura[5.5d, A ideia do experimento foi verificar se, apesar desta proxi-
midade, a reconstrucao pelo método continuaria eficiente. De fato esta proximidade
nao influenciou na reconstrucdo, sem ruido, como pode ser observado na figurald. 50,
Além disso, mesmo considerando ruido, a influéncia deste parece ter sido menor, em
comparag¢ao com o dominio anterior, como pode ser observado na figura 5.6, onde
foram considerados ruidos relativos de 1%, 5%, 10% e 50%.

2 // \
(a) (b)

Figura 5.5: Dominio considerado (a) e reconstrugao, apds 7 iteragoes, sem ruido (b)

Experimento 5.3.2. Neste experimento foi considerado que a fronteira do
suporte original, Ow, seja parametrizada por r(t) = (2ey.) + (0.3 —
0.1cos(5t))(cos(t), sen(t)),t € [0,2n], onde, novamente, (x.,y.) = (0.3,—0.1), e que
o dominio, Q, seja o interior da circunferéncia R(t) = (cos(t), sen(t)),t € [0, 27],
como € mostrado na figura onde o dado de Dirichlet foi considerado identica-
mente nulo.

Novamente foram consideradas 36 direcoes diferentes para a reconstrucdo, ou seja,
foi considerado M = 36. Além disso, foi considerado agora que o niumero de
parametros seja NP = 11, ou seja, foi considerada uma expansao com 11 termos na
série de Fourier, e que o valor inicial de i e sua taxa de decarmento permanecessem
0s mesmos como no experimento anterior.

Assim, o vetor inicial foi dado por A = (ru,0,0,...,0), onde o raio equivalente,
ry = 0.320988, foi calculado pela equacdo . Desta forma, apos 10 iteragoes,
com aproximadamente bds cada, foi obtida, sem ruido, a reconstrug¢ao que aparece

em verde na figura |5.70

onde a figura em vermelho € a original e os contornos em
cinza sao 0s suportes obtidos em cada iteragao.

Neste experimento também foram considerados dois tipos de ruidos, o relativo e o
absoluto.

Primeiramente, considerando apenas a influéncia do ruido relativo de 1%, 5% e

10%, as reconstrugoes mostraram-se mais sensiveis a este ruido do que aquelas do
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Figura 5.6: Ruido Relativo: 1% (a) , 5% (b) , 10% (c), 50% (d)

ol (\\

1

(a) (b)
Figura 5.7: Dominio considerado (a) e reconstrugao, apés 10 iteragoes, sem ruido

(b)

experimento anterior. FEste fato ocorre, provavelmente, devido aos sistemas a se-
rem resolvidos, tanto do método das solugoes fundamentais para obter a solu¢ao

do problema direto, quanto do método de Levenberg-Marquardt para minimizacao
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do funcional relativo ao erro cometido, estarem maiores, possuindo, possivelmente,
Maiores erros NuMeEricos.

Na figura[5.8, podem ser comparadas as reconstrucoes devido & agdo do ruido rela-
tivo, apos 10 iteracoes. Na ﬁgum referente ao ruido relativo de 10%, o suporte
em verde, correspondente a melhor aprorimacao, nao foi relativo a ultima iteracao,
como nos outros casos, e sim devido a penultima iteracao.

Por outro lado, considerando apenas a influéncia do ruido absoluto de 0.01%, 0.05%
e 0.1%, as reconstrucées mostraram-se mais sensiveis a este tipo de ruido do que
ao ruido relativo, como era esperado. Na figura podem ser comparadas as re-
construcoes devido ao ruido absoluto, apos 10 iteragoes. Observe que, considerando
ruido absoluto de 0.05% e 0.1%, o suporte aproximado divergiu do original, como
pode ser percebido nas figuras e respectivamente. A inica reconstru¢do
que convergiu e que estd proxima do original € a relativa ao ruido absoluto de 0.01%,
como pode ser observado na figura [5.9d,

\ ‘ y { \ / )

]
/'

Figura 5.8: Ruido Relativo: 1% (a) , 5% (b) , 10% (c)

Experimento 5.3.3. Neste experimento foi considerado que a fronteira do suporte

original, Ow, seja o quadrado dado porr(t) = (z¢, y.)+&(t)(cos(t), sen(t)),t € [0, 27],
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Figura 5.9: Ruido Absoluto: 0.01% (a) , 0.05% (b) , 0.1% (c)

onde, (z.,y.) = (0.4,-0.2), e

T
0<t< =
cos(t)’ ers 4’
0. T ; 3T
se — —
sen(t) 4 = 47’
; —0.3 3 <y 5% 58
¢t) cos(tg7 4 4’ (5-8)
—0- se — <t m
sen(t)’ 4 ~ 4’
0.3 by
—, se — <t < 27.
| cos(?)

que o dominio, Q, seja, movamente, o interior da circunferéncia R(t) =
(cos(t), sen(t)),t € [0,2m], como é mostrado na figura [5.10d, onde o dado de Di-
richlet foi considerado identicamente nulo.

Novamente foi considerado M = 36, NP = 11 e que o valor inicial de \ e sua taxa
de decaimento permanecessem os mesmos como nos experimentos anteriores. Desta

forma, apds 10 iteragoes, com aproximadamente 40s cada, a reconstrucao obtida,
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Figura 5.10: Dominio considerado (a) e reconstrugao, apds 10 iteragdes, sem ruido

(b)

sem ruido, € mostrada na figura|5.108.

5.3.2 Experimentos Numéricos - Caso \ <0

Os experimentos numéricos desta subsecao foram feitos tomando o parametro A\ =
—1. O valor de p, no algoritmo de Levenberg-Marquardt, foi tomado o mesmo
da subsecao anterior, ou seja, foi escolhido o valor inicial de u = 0.001 e, a cada
iteragdo, o valor de g é multiplicado por 0.1. Além disso, também foi mantido o

numero de direcoes igual a 36, ou seja, M = 36.

Experimento 5.3.4. Neste experimento foi considerado que a fronteira do
suporte original, Ow, seja parametrizada por r(t) = (xe,y.) + (0.3 —
0.15 cos(3t))(cos(t), sen(t)),t € [0,2x], onde (x,y.) = (0.4,—0.2), e que o dominio,
2, seja o interior da circunferéncia R(t) = (cos(t), sen(t)),t € [0, 2], como é mos-
trado na figura[5.11d, onde o dado de Dirichlet foi considerado identicamente nulo.
Além disso, foi considerado que o numero de parametros seja 7, ou seja, NP =17,
e que tenhamos no problema original 200 pontos de colocacdao e 100 pontos de fonte
e no problema aproximado 160 pontos de colocagao e 80 pontos de fonte. O wvalor
do raio equivalente, calculado pela equacao , € dado por ry; = 0.315357 —
8.14923 x 1078, onde consideramos o vetor inicial dos parametros da reconstrucao
como A = (Re(rn),0,0,0,0,0,0), onde Re(ry) representa a parte real de 7).
Por outro lado, devido ao valor de A < 0, devemos considerar solu¢do fundamental

e funcgoes teste diferentes. Neste caso, foram consideradas as funcoes teste
vi(@) = Ko(V=Allz — uil]),
onde y;,i = 1,2,...,100, sdo os pontos de fonte, e Ko(-) é a fungdo de Bessel mo-
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Figura 5.11: Caso A < 0: Dominio considerado (a) e reconstrucao, apds 7 iteragoes,
sem ruido (b)

dificada do sequndo tipo de ordem zero. Apds 7 iteragoes, de aproximadamente 65s
cada, foi obtida a reconstru¢ao sem ruido, mostrada na figura [5.11Y, onde a figura
em vermelho € a original e a em verde € a reconstruida. Neste experimento, todas
as iteracoes, a partir da terceira, estao muito prorimas, nao possuindo diferencas
significantes.

Apesar do tempo em cada iteracdao ser maior, em comparac¢ao com o caso X > 0,
a convergéncia do suporte € mais rapida, ou seja, a partir da terceira iteracao jd
obtemos informacdao suficiente.

Com relagao ao ruido, foram considerados os dois tipos de ruidos. Neste caso,
ruido relativo, no dado de Neumann, de 1%,10% e 30% e ruido absoluto, no dado
de Neumann, de 1% e 5%. De forma andloga aos experimentos anteriores, 0s ruidos
considerados foram impostos na medi¢ao da derivada normal da solucdo, pelo MFS,
do problema direto .

Nos testes relacionados ao ruido relativo, foram consideradas trés iteragoes, tendo
em vista sua rdpida convergéncia. Desta forma, considerando ruido relativo de 1%,
o suporte reconstruido esta muito prozimo do original, como pode ser visto na figura
onde a figura em vermelho é a original e a verde, a reconstruida.

De forma andloga, quando considerado ruido relativo de 10%, o suporte reconstruido,
apesar de apresentar maiores erros do que o teste anterior, ainda mantém o formato
do suporte original, como pode ser observado na figura onde, novamente, a
figura em vermelho € a original e a verde, a reconstruida.

Quando considerado ruido relativo de 30%), o suporte reconstruido continuou a man-
ter o formato original, porém apresentando erro maior do que o teste anterior de
10%. A diferenca entre estas reconstrugées nao é muito alta devido ao ruido nas

medicoes ser randomico, como pode ser observado na figura onde, novamente,
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a figura em vermelho € a original e a verde, a reconstruida.

0.2

/—Oz\j“

-04

-0.6

()
Figura 5.12: Caso x Complexo: Ruido Relativo: 1% (a) , 10% (b) , 30% (c)

Nos testes relacionados ao ruido absoluto, também foram consideradas 7 iteragoes.
No entanto, como anteriormente, o método convergiu a partir da terceira iteracao,
ou seja, 0s suportes reconstruidos, a cada iteragao, nao diferem um do outro.

No caso em que o ruido absoluto foi 1%, o suporte reconstruido manteve um formato
prozimo do original, mas apresentando um erro alto, onde a reconstrucao mostrou-se
pior do que aquela correspondente ao ruido relativo de 30%, como pode ser observado
na figura[5.13d, onde, novamente, a figura em vermelho € o suporte original e a em
verde € o suporte reconstruido.

Por outro lado, ao considerar o ruido absoluto de 5%, o suporte reconstruido divergiu
completamente do original jd na sequnda itera¢ao, como pode ser observado na figura
onde, novamente, a figura em vermelho € o suporte original e a em verde € o

suporte reconstruido.
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Figura 5.13: Caso k complexo: Ruido Absoluto: 1% (a) , 5% (b)
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Capitulo 6

O Problema de Estabilidade
Condicional para Equacoes de
Helmholtz

Neste capitulo, estudamos a estabilidade de problemas inversos de fonte, onde na
secao (6.1, apresentamos uma ideia geral do problema inverso de estabilidade para
equacoes de Helmtoltz.

Na secgao (6.2, apresentamos um novo resultado sobre estabilidade condicional para
problemas inversos de fonte para o operador de Helmholtz.

Por fim, na secao [6.3] sao realizados alguns experimentos numéricos relacionados
com a comparacao entre a solucao real e a solucao considerando ruidos na medigao
dos dados de Cauchy.

6.1 A Estabilidade em Problemas Inversos

Nesta secao, estaremos interessados em estudar a estabilidade de problemas inversos
de fonte para equagao de Helmholtz, supondo a existéncia e a unicidade na recons-
trugao de fontes caracteristicas. Para isto, considere o problema direto (3.1]), dado

por

{ (—A+Nu=f, emQ, (6.1)

u=g, sobre 0f).

O objetivo deste problema é calcular

Gy = g—z sobre 0f2.

Na secao [5.1] capitulo este problema foi resolvido pelo Método das Solugoes
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Fundamentais (MFS) para determinar a solugdo u e depois calcular sua derivada
normal.

Além disto, no problema inverso, o ruido foi imposto sobre este dado de Neumann
e, através do algoritmo de Levenberg-Marquardt, minimizamos a diferenca de dois
funcionais de reciprocidade, onde o objetivo foi obter um suporte @ que melhor
aproximava o suporte original w.

O problema de estabilidade para fontes caracteristicas é formulado de forma um
pouco diferente.

Dadas duas fontes caracteristicas f = x,, e f = X para o problema . Suponha
que estas fontes geram o mesmo dado de Dirichlet. O probema de estabilidade direto

consiste em verificar se

In = Gns

quando w = @.

Por outro lado, o problema de estabilidade inverso, a priori, poderia consistir em
verificar se w ~ w, quando g, ~ ¢,, supondo existéncia e unicidade do problema
inverso de fonte.

A questao central no problema de estabilidade direto é que, em um problema

pratico/real, ndo temos informagao sobre o dado original de Neumann g,. Na ver-

art

> que é um

dade, temos somente informacao sobre o dado artificial de Neumann g
dado com erro de medigao.

Na subsegao 5.2} foi mostrado que, a partir deste dado, podemos determinar, através
do algoritmo de Levenberg-Marquardt, os parametros na expansao de Fourier da
fronteira que minimiza o erro cometido e que, consequentemente, melhor aproxima
a fronteira original através do suporte aproximado w. Este suporte esta relacionado
ao dado de Neumann aproximado g,fM . Este dado aproximado é determinado a
partir da solugao do problema direto, usando MFS, com suporte da fonte @.

O problema de estabilidade inverso consiste em verificar se, mesmo partindo de um

dado ”errado” (com erros de medigao), gg™*

7‘;” por g#M . Além disso, também ¢ interessante verificar se podemos
art

apoximar o dado original g, pelo calculado g#M , Ou seja, se g#M — gy =~ 0, entao

, podemos aproximar o suporte w por w,

ao aproximar g

- LM ~
devemos verificar se g, — g, ~ 0.
Desta forma, se g#M —gy ~ 0, entao, supondo existéncia e unicidade para o problema
inverso de fonte, temos que w ~ w.

Observe que, pela identidade de Green, temos a seguinte relacao

(gn — 95 0) 200) = (F"Y = fL0) 120) = 0,

para toda v € H,(2), onde f = x,, é a fonte com suporte original e f*M(x) = yz(z) é

a fonte com suporte aproximado pelo algoritmo de Levenberg-Marquardt que gera o
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mesmo dado de Dirichlet. Desta forma, se f“M, determinado pelo algoritmo, estiver
proximo de f, entao g, estard préoximo de g#M . Na subsecao , apresentamos

alguns experimentos numéricos relacionados a este problema de estabilidade inverso.

6.2 A Estabilidade Condicional em L' e em L*®

Nesta secao apresentaremos dois novos resultados de estabilidade do problema in-
verso de fonte caracteristica para equagoes de Helmholtz, supondo a existéncia e a
unicidade deste problema.

O termo estabilidade condicional surge quando temos que fazer hipéteses adicionais
para conseguir estabelecer um resultado de estabilidade. Muitos trabalhos se envol-
vem nesta drea de estabilidade condicional, onde podemos citar [22], [23], [34], [35],
[36].

No nosso caso, vamos estudar dois problemas inversos de fonte, onde iremos definir
uma condicao de separacao sobre os dados de Neumann, supondo o mesmo dado
de Dirichlet para ambos os problemas. Com isto, iremos estudar a estabilidade na

reconstrucao das fronteiras de fontes caracteristicas.

Definigao 6.1. Sejam fi = xu, € fo = Xw, duas fontes para o problema inverso
(13.2). Suponha que fi e fo geram os dados de Neumann sobre a fronteira g% € g%,
em H=Y2(0Q) respectivamente, com dado de Dirichlet nulo. Dizemos que os dados

de Neumann estao separados, ou satisfazem uma condicao de separacao, se

||9717 - 92||H—1/2(8Q) > 0. (6.2)

Observagao 6.1. Note que, por (3.4), o dado de Neumann ser separado em
H=Y2(0Q), € equivalente ao funcional de reciprocidade ser separado em L'(SN~1)

ou em L>®(SN71), com funcao teste do tipo exponencial. De fato, como os espagos
HY2(082) e HA(Q) sdo homeomorfos, ver [5], entdo

R [Xwr)(v) = Rlxea) (V)] = gy — gy ) 2200 | = g — 9y V) 172000 11/2(00)| > 0,

para toda v € H\(2). Em particular, tomando as fungoes teste como v,(x) = e,
com ¢ € SN e o funcional de reciprocidade como R[x.](¢) := R[x.](v,), temos

que

IR [Xen ] () = RlXwol(0)] >0,

SN=1. Consequentemente,

para toda ¢ €

R[Xwr] = RiXwollrgv-1) > 0
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IR D] = RXwoll Lo sv-1) > 0.

Teorema 6.1 (Estabilidade Condicional em L'). Considere duas fontes carac-
teristicas f1(x) = Xuw, () € fa(x) = Xuw,(x) para o problema inverso (3.2), onde
Wi e wy sdo subconjuntos abertos, conexos e limitados de Q C RY, possuindo o
mesmo centroide. Sejam Ry, Ry : SN™1 — R} parametrizacoes de Ow, e Ows, res-
pectivamente, com Ry, Ry € LY(SN71). Se o dado de Neumann gerado pelas fontes

estao separados, entdo existe uma constante C' = C(N) > 0, tal que

1Rz — Rl L1y < ClIR[Xwr] = RIXwo] vy (6.3)
onde
| Ry — R1HL1(SN—1) = / |R1(0) — Ro(6)]d
SN-1
e

[RIXwr] = RIXwoll L1 sv-1) = /SN IRIXewr 1 (#) = RlXwn ()] dep.

Demonstra¢ao. Em primeiro lugar, como w; e ws possuem o mesmo centroide e Ry

e Ry parametrizam as fronteiras dw; e Ows, respectivamente, entao temos, por (3.4]),

Ri(9)
/ / v(r0)rN tdrdfd = Rx.,](v), i =1,2.
sN-1 Jo

Logo,
R2(0)
Lo et dnds = Ria)w) - Rl 0)
SN—1 R1(0)

para toda v € H,(Q2). Considere a seguinte mudanca de coordenadas para a integral

acima

= pN (R (0) — Ry (0)) + Ry (0).

Logo, definindo 7(p, 8) = (RN (0) + p™ (RY (0) — RN (0)))~, temos

[ w0 o) [t 000 s

= RXwn) (v) = RXer ] (v)-

Defina a funcao K, : S¥~! — R como

26



Desta forma, temos a seguinte igualdade

[ (B ©) = RYO)E.0) = Rix)0) = Rix o).

para toda v € H,(€2). Em particular, tomando a fungao teste v,(z) = €"*, com
eSSV er=1vVA\,
[ (B0~ B0 = Ril0) - Rwal(e). (60

para toda ¢ € SY! onde R[xw,](¢) == RlXw,](vy), i = 1,2, €
K, (0) = K., (6) = / " Y O (R O @) e N1
0
Afirmacgao 6.2.
Lo [ IR = RYGI(6) dodp < CxRI] = Rbxllers. (65

Demonstragao da Afirmagao[6.9 Note que, por (6.4), como K, > 0,

IR[Xer](0) = Rxen] (0)] =

/SN_I(RQV(‘)) — RN (0))K.,(6)df

< [, m©-ROIK0) o

para toda ¢ € S¥~!. Assim, como o dados de Neumann gerados sio separados,
entdo pela observagao [6.1], obtemos

/SNl R [Xei J(9) = Rlxwo] (0)]dip > 0

e, consequentemente,

0< /S - RDal(0) = Rlxea(9)lde < /S . /S . |RY () — RN (0)|K () dode.

Note que

/ / IRY(0) — RN (0)|K,(0) dode < / / 2diam(Q)N K, (0) dody,
§N-1 JgN-1 §N-1 JgN-1

pois R;(6) < diam(2), para i = 1,2, onde diam(f2) denota o diametro do conjunto
Q.
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Além disso, também temos que
(RY(0) + p™ (B3 (6) — RY (9)))Y < 3Y/Vdiam().
Logo, como p<leyp-0<1,

1
K, (0) = / en(R{V(6)+pN(RéV<6)—R{V<6)>)1/Nsa-0pN—1dp < en?’l/Ndiam(m,
0

ou seja,

/ / 2diam ()N K, (0) dfdgp < 2diam (©) e dmm@) (V12
SN—-1 J§N-1

Assim, é possivel tomar uma constante Cy > 0 tal que

Qdiam(Q)Nensl/Ndiam(Q)M(SN—l)Q
IR [Xewr] — R[Xwg]HLl(SN*l)
fstl fSN—l |Rév(9) - R{V<9)|Kw(9) dfdyp > 1
B IR [Xewr] = RXws [l L1gv-1) -

Cn

na qual é independente de . Logo

/S o /S _IBS(0) = R (0)|Kp(0) dbdip < On|R[xer) = Rlxeslll sy,

o que prova a Afirmacao [6.2

Agora considere os seguintes conjuntos
Ty ={0€S" R (0) = Ry(0)},
[y = {0 € SY 1 Ri(60) > Ry(6)}

Ty = {0 € S" 1 Ry(0) > Ry(6)}.

Como I'; c SV=1, i =1,2, onde Ty UT'; UTy = SV~ temos que

| Y6 - B o). <

/F (RY(6) — RY (6))K,,(6)d6

IA
E
“Z

(0) — Ry (0)| K, (6)do

< [, RO - B OIK @),
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para toda ¢ € S¥~1. Desta forma,

/S o /F (R (6) — Ry (6)) K(0)dbdp < /S . /S IR (0) - B (0)| K, (0)d0dyp.
| (6.7)

e, de forma andloga para ',

[ [ @©-rerodmio< [ [ e - ROk O,
SN=1 JTy SN-1 JgN-1

(6.8)
Desta forma, por (6.7)), e pela afirmacao , obtemos, usando Teorema de

Fubini, que

CrIRlxa]) = Rl vy = [

'

(RY(0) — RY(0)) ( K¢<9>cz¢) a0

gN-1

CrIR ] = Rlenllonsy = [

T2

(RY(6) — RY(0)) ( m(e)dw) &,

gN-1

Assim, nosso objetivo é aplicar o seguinte teorema, conhecido como Desigualdade

Reversa de Holder, ver [47], no lado direito das desigualdades acima.

Teorema 6.3 (Desigualdade de Hélder Reversa). Seja 0 < p < 1 de modo que

p = Ll < 0. Suponha que f € LP(Q) e0 < / |g(:v)|p/d:1: < 00. Entao
p— Q

[t { [ If(x)|”dx}1/p { |g<x>|ﬁ’dx}l/p/.

Vamos aplicar a desigualdade reversa de Holder para 0 < p := 1/N < 1. Para isto,

precisamos mostrar somente que

pl
0< / < Kw(e)cﬁp) df < oo,
gN-1 gN-1

pois como Ry, Ry € L*(SV™1), temos que RY, RY € LP(SN1),

Afirmagao 6.4. Dados 0 <p<1lep = z% < 0, entao

p/
0< / < KAO)CZQ@) df < oo,
SN-1 gN-1

onde K, (0) := K, (0), com vy(x) = "7, o e SN~

Ve

Demonstragao da Afirmagao[6.4} Considere 0 < p < 1, com p’ := £ < 0. Em
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primeiro lugar, observe que tomando x = p"

L p0)ed N1 e RN (0)—RN (0))+RN (0)) N -0
K@(@):/ (P00, _dp:N/ B O-RY @ RY @)V 00, <
0 0

para todo ¢, 0 € SV~ Logo, se a integral existir,

K,(8)de > 0.

SN-1

para todo # € S¥71, e, entdo,

p/
/ ( Kg,(@)dap) do > 0.
SN-1 SN-1

Em segundo lugar, como R;(#) < diam(2), para i = 1,2, temos que RY (8)—RY (0) <

2diam(Q2)V, e, entao
(x(RY(8) — RY(9)) + RN (9))~ < 3Y/Ndiam((),

pois x < 1. Além disso, como ¢ - > —1, temos que

1
K, 0) > — / R (=(RY (0)~RY (0)+RY (0) ¥ 4 (6.9)
N Jo
1 .
Z N6—31/Nﬁdlam(9)’ (610)
para todo ¢, € SV,
Assim,
1 .
K@(Q)dsp > _631/N/id1am(ﬂ)lu(SN—l)7
SN*I N
ou seja, como p' = —— < 0,
p —
4 L 51/8 cdiam(@ N-1 4
([, ma0) < (o)’
SN*I N
Portanto,

/

v 1 . p
/ ( Kw(e)dsp) de S (_631/Nnd1am(Q)M(SN_1)) ,U(SN_1> < o0,
sV=1 \JsN—1 N

para todo 0 < p < 1, com p' = Ll < 0, o que prova a afirmacao . ]
p _—

Observe que a afimacao [6.4] é valida para qualquer 0 < p < 1, em particular,
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p =1/N. Logo, pela desigualdade de Holder reversa e pela afirmacao obtemos

Cx Rl = Ry > [ <R¥<0>—R§<0>>( K@(f))dw) a0

> {/Fl(R{V(e) - Rgv(e))pde}l/p {/F ( .~ K@(e)dgp)p, d@}l/p/ (6.11)

(RY(6) — RY(9)) (

gN-1

ON R[] = Rl 3 1) = / K@(H)dgo) 16

FQ SN—l

1/p'

> {/FQ(RQ’(@) —Rf’(@))pde}l/p{/FQ ( - K@(Q)chp)p/ d@} . (6.12)

Portanto, por (6.11]) e (6.12), como

S

-1 =1 —p, temos

S|

| R © - R @pra

- [ ww-moros [ @o-moys

1)

< CKTHR[XM] - R[X:a&]”il(SN—l)
v 1-p v 1-p
Ao ] 7 [ ose) o] 7}
I SN-1 Iy SN-1
i 1=p
< 20%[I R[] = R[szmil(gNﬂ) [/SNl ( - Kw(e)d@) d@]

Assim, baseado na demonstracao da afirmacao (tomando p = 1/N), é possivel
definir uma constante C'= C(N) > 0 de forma que

1-p

/Sm ( . K¢(9>dso)p/ d&] > 0.

C > 2C",

Portanto
[, 1RO = RYOPdO < ORI~ Rballerye (613
Agora note que, para 0 < p < 1, (a + b)? < a” + b", com a,b > 0. Logo

Ry (O) < |RY(0) — Ry () + | Ry (0]
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R (O)1" < |RY'(0) — Ry (O)I” + | Ry (0)[.

Assim, como Ry > 0e Ry > 0,
|Ry7(0) — Ry"(0)] < |RY (0) — RY'(0)]".

Consequentemente,

/SN1 [Ry7(0) — Ry"(6)]d6 < /

SN=

Ry (0) — Ry (0)[Pab.
Logo, por [6.13]
[ IR0 = B(©)1db < ClRx] = Rbllf ooy

Finalmente, como 0 < p=1/N < 1,

1
[ 1a(0) = Ra0)18 < CIR ] = Rl o
e, entdo, obtemos a seguinte desigualdade de estabilidade em L!'(SV-1)
1
1Ry~ Rall o) < CIR{er] = Rl P ovosy (6.14)
o que prova o teorema [6.1]

O

Observagao 6.2. Observe que o teorema [{.4) € uma versio particular do teorema

onde foi considerado somente uma fonte caracteristica.

Observacao 6.3. Através de algumas modificacoes na demonstracao do teorema
¢ possivel estabelecer um resultado de estabilidade similar em L>®°(SV71).

Teorema 6.5 (Estabilidade Condicional em L*). Considere duas fontes carac-
teristicas f1(x) = xu, (z) € fa(T) = xw,(T) para o problema inverso onde wy e
wy sdo subconjuntos abertos, conexos e limitados de Q C RY, possuindo o mesmo
centroide. Sejam Ry, Ry : SN~ — R} parametrizagoes de 0w, e Owy, respectiva-
mente, com Ry, Ry € LY(SN71). Se o dado de Neumann gerado pelas fontes sdo

separados, entdo existe uma constante C' = C(N) > 0, tal que
1
1Bz = Ry < CIRDan) = Rl e g1y (6.15)

onde

Hm—mmwﬂzf IR1(6) — Ra(6)|d6
SN-1
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IR[Xeor] = RlXwollloosv-1) = ess - sup  [R[xun](0) = Rxwn] ()]

90681\771

6.3 Experimentos Numéricos de Estabilidade do

Problema Inverso de Fonte

Nesta secao, estaremos interessados em estudar o seguinte problema direto

{ —Au+ k*u =y, em €, (6.16)

u =0, sobre 02,

onde w C 2 é o suporte estrelado da fonte, cuja fronteira é parametrizada por
r(t) = (e, ye) + (b1 + by cos(3t))(cost, sent), t € [0, 27],

com (z¢,vy.) = (0.4,-0.2),by = 0.3 e by = —0.15, e 2 é a bola unitaria aberta em
R?, centrada na origem, cuja fronteira ¢ parametrizada por R(t) = (cost, sent),t €
[0, 27], como mostrado na figura [6.1a]
Este problema foi resolvido usando MFS, considerando 200 pontos de colocacao e
100 pontos de fontes. Assim, obtemos o dado de Neumann original
ou
gole) = 22 (a), @ € 00,

n an
como pode ser visto na figura[6.1b] onde 9Q2* é a fronteira 92 discretizada no MF'S,
ou seja, sao os valores R(t;) = (cos(t;), sen(t;)), com t; € [0, ,27].
Nos experimentos abaixo, consideramos o ruido como uma proporcao do valor ab-

soluto de g, ou seja, definindo

Vinae := max |g,(R(t
e 1= e [,(R(O),
o ruido considerado é uma porcentagem de V... Além disso, as fungoes teste
consideradas sao do tipo exponencial e foram considerados NP = 7 parametros na

expansao de Fourier no algoritmo de Levenberg-Marquardt e M = 36 direcoes.

Experimento 6.3.1. Neste experimento foi considerado somente um ruido absoluto
de 1%, gerando um dado artificial gg’”t, como mostrado na ﬁgum onde foram
considerados 200 pontos de colocacdo sobre 0S). Este dado foi utilizado no processo
de otimizacao.

Assim, depois de 7 iteracoes de 25s cada, em média, o suporte reconstruido estd

prézimo do original, como pode ser visto na figura[0 2l Além disso, na figura[0.24
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Figura 6.1: Dominio Considerado (a) e dado de Neumann original, g, (b)

o dado de Neumann em vermelho, calculado pelo algoritmo de Levenberg-Marquardt,

LM P -
gy, esta prozimo do dado de Neumann original em azul, g,.

50 100 150 200 A /\

Figura 6.2: Ruido Absoluto 1%: Dado Artificial (a), Suporte Reconstruido (b),
Dado Original e o Calculado (c)

Experimento 6.3.2. Neste experimento foi considerado somente um ruido absoluto
de 5%, gerando um dado artificial gg"t, como mostrado na ﬁgum onde foram
considerados 200 pontos de coloca¢do sobre O0f).

Assim, depois de 7 iteracoes de 25s cada, em média, o suporte reconstruido nao estd
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tao prozimo do original quanto o suporte do exemplo anterior, como pode ser visto
na figura[6.53Y Apesar desta diferenca entre os suportes, na figura[06.3d, o dado de
Neumann calculado g#M, em vermelho, estd relativamente préoximo do original gy,

em azul.

Figura 6.3: Ruido Absoluto 5%: Dado Artificial (a), Suporte Reconstruido (b),
Dado Original e o Calculado (c)

Experimento 6.3.3. Neste experimento foi considerado somente ruido absoluto de
10%, gerando um dado artificial gg"”t, como mostrado na figura onde foram
considerados 200 pontos de colocacdo sobre Of).

Logo, depois de 7 iteracoes, o suporte reconstruido estd mostrado na figura €
na ﬁgum estao mostrados os dados de Neumann calculado g#M, em vermelho,
e o original g,, em azul, com erro maior em comparac¢ao com o exemplo anterior de

5%, como esperado.

Experimento 6.3.4. Neste experimento foi considerado somente ruido absoluto de
20%, gerando um dado artificial gf,’"t, como mostrado na figura onde foram
considerados 200 pontos de colocacio sobre 0.

Logo, depois de 7 iteracoes, o suporte reconstruido estd mostrado na figura [6.50 e
na ﬁgum sao mostrados os dados de Neumann calculado g#M, em vermelho, e
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Figura 6.4: Ruido Absoluto 10%: Dado Artificial (a), Suporte Reconstruido (b),
Dado Original e o Calculado (c)

o original g,, em azul, com erro maior em compara¢do com os experimentos de 1%,

5% e 10%, como esperado.

Experimento 6.3.5. Neste experimento foi considerado somente ruido absoluto
de 30%, gerando um dado artificial gg”, onde foram considerados 200 pontos de
colocagao sobre 9, como mostrado na figura[6.06d.

Logo, depois de 7 iteragies, o suporte reconstruido estd mostrado na figura[6.6Y e na
figura o dado de Neumann calculado ggM, em vermelho, e o original g,, em
azul, sao comparados, com erro maior em compara¢cao com todos os erperimentos

anteriores, tendo em vista que o dado calculado diverge totalmente do dado original.
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Figura 6.5: Ruido Absoluto 20%: Dado Artificial (a), Suporte Reconstruido (b),
Dado Original e o Calculado (c)
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Figura 6.6: Ruido Absoluto 30%: Dado Artificial (a), Suporte Reconstruido (b),
Dado Original e o Calculado (c)
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Capitulo 7

O Problema Inverso de Fonte para

Equacoes Elipticas

Neste capitulo, vamos estudar o problema inverso de fonte para equagcoes elipticas
de segunda ordem com coeficientes constantes.

Na segao[7.1], é apresentado o operador eliptico mais geral, onde o objetivo é reduzir
este ao operador de advecgao-difusao.

Na segao [7.2] vamos apresentar os problemas direto e inverso relacionados ao ope-
rador de adveccao-difusao. Além disso, também vamos estudar o problema de
Helmholtz associado, onde, na segao [7.3] vamos estabelecer alguns resultados so-
bre o funcional de reciprocidade relacionado a este problema.

Por fim, na secao |7.4], estabeleceremos novos resultados acerca da determinacao do

centroide para o problema eliptico modificado.

7.1 O Operador Eliptico de Segunda Ordem

Nesta secao vamos considerar um operador diferencial de segunda ordem eliptico e
mostrar que um problema posto sobre este operador pode ser reduzido a um novo
problema relativo ao operador de difusao-adveccao, através de uma mudanca de
coordenada, ver [54] e [55].

Vamos definir o seguinte operador eliptico de segunda ordem com coeficientes cons-

tantes.

Definicao 7.1. Sejam A uma matriz real N x N, simétrica e positiva definida,

b e RN eceR. Definimos o operador diferencial L como
L:HY (Q) = L*Q)

Lu = — div (AVu) +b - Vu + cu,
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onde - representa o produto interno usual em RY . Além disso, assumimos que
0< /\min S )\max < e,

onde Apin € Amax G0 0 menor e o maior autovalor da matriz A, respectivamente.

Observacao 7.1. Se A = al, onde I representa a matriz identidade N X N, e a > 0
entdo o operador L reduz-se ao operador de difusao-adveccao que serd tratado na

proxima secao.

Observagao 7.2. Note que se A = (Ajx), 7,k =1,2,..., N, entao

Como comentado no inicio desta secao, vamos definir uma mudanca de coordenada
para o operador acima.
Note que como a matriz A é simétrica, positiva definida, entao, pelo Teorema Es-

pectral, temos que A admite uma decomposicao da seguinte forma
A=QDQ", (7.1)

onde D é uma matriz diagonal N x N, formada pelos autovalores de A, e ) é uma
matriz unitdria N x N, isto é, QQT = I, se as entradas da matriz A sao nimeros
reais, entao () é ortogonal. Logo, um elemento Aj; da matriz A pode ser escrito
como
N N
Ajg =YY QiDpaQry = > Qi Doy Qpe,
r'=1s'=1 rl.s

onde Q) = (Qjr), D = (Dji), com j, k = 1,2,..., N, onde o somatério acima foi
simplificado para a notacao nao ficar carregada.

Vamos definir uma mudanca de varidvel da seguinte forma. Considere uma matriz

simétrica N x N, positiva definida, B, dada por

B:=QEQ",

onde () é a matriz unitaria dada em e /' é uma matriz diagonal N x N cujos
elementos serao determinados posteriormente.

Assim, se B = (B,;), com r,l =1,2,..., N, entao podemos definir uma nova variavel
y € RV, da seguinte maneira:

y:B":Ea
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ou seja,
N
Yr = E Brlxla
I=1

comr =1,2,...,N, de forma que

Oy,
ai] Z Brl Z Brldl] — BT‘_]?

com j =1,2,...,N, onde d;; ¢ a funcao delta de Kronecker.

Entao, com isso, temos que

ou &gT al ou

0%u 0 [~ Ou Y9 [ Ou
Gndr, ~ on (ZB%_>_;B”6_% (51.)

0%*u
- ZB”ayr (ZBS'“ )IZB”BS’“M'

r=1
com j,k=1,2,....,N . Assim,

0*u

A Br Bs A B’f’ BS *
Z”@x@xk Zﬁkzﬂk Dy, Z kﬂkagys
Jsk g,k J,k;r,s
Como, dados j, k, 7 € {1,2,..., N},
Ajk = Zer’Dr’s’ka’a
Br] = Z QrmEanjn
(§]
Bsk: = Z Qsm’ m’n’an’a
temos que
0?u 0%u
A, r/Drs s'drm mn n'«'sm/ m/n’! n’
jzk Gy kZ Qire Dt Qus Qe Brnn Qi Qo Bt Qo 55
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Observe que, como QQT = I, temos
N N
Z er’an = Opyr € Z ka’@kn’ - 65’77/-
j=1 k=1

Logo,
0%u

82
ZAJ a Z D’rm Qrm ansm’Emn a rays.

wﬂaxk rsmn

m',n’
Como as matrizes D e E sao diagonais, suponha que D, = D,,0nn » Ern = Endmn

e Epy = EpOpne , onde m,n,m’,n’ =1,2,..., N . Assim,

82 ) 2
Z Ajk 8x]8xk Z D E anana ays

r,8n

Portanto, definindo E,, := (D,)~"/?, paran = 1,2,..., N, obtemos

0%*u d%u 0%*u N 92y
Ap——— = ™Y sn = 57’5 = =A ’
%; 9,01y, ZLQ ? Oy, dys 4= 0y, Dy 2 o~ v

onde Aju representa o Laplaciano de u na nova variavel y.

Por outro lado, note que

N ou N N
Zb]a_l’j - ; Z 7“]8 Zb 7“]8 Z erm an_jn y

7=1 J,rsm,n

5 ou . _1/2 ou
(mn Qrm ) 1/2Q3n> a_yr — ;b]A g 8%

r

Assim, se 3, := Zj:l bjAT_jl/Q, parar =1,2,..., N, entao

N

Z J 893 Z /Br Oyr Vit

j=1 r=1

onde = (B1, B2, ..., Bn) € V,u representa o vetor gradiente da funcéo v na nova
variavel y.
Portanto, através da mudanca y = B -z, com B = QEQ”, onde os elementos da

matriz diagonal E sdo iguais a Ep, = |Dp| ™28, 0 operador

Lu = —div(AVu) + b - Vu + cu,
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escrito na varidvel z, torna-se, na variavel y, o operador
Du=-Ayu+ - Vu+ cu,

conhecido como operador de difusao-advecgao, que serd estudado nas proximas
secoes.

Desta forma, mostramos que se A é uma matriz N x N simétrica, positiva definida,
entao ao invés de estudarmos o problema geral para o operador Lu, é suficiente

estudarmos o problema para o operador de difusao-adveccao.

7.2 O Problema de Adveccao-Difusao Esta-
cionario

Nesta secao vamos apresentar os problemas direto e inverso relacionados ao operador
de adveccao-difusao, como mostrado na secao anterior.

Sejam 2 C RY um subconjunto aberto, limitado e conexo com fronteira, 052, regular
e os parametros a € R, com a > 0, b = (by, by, ...,bn) € RY e c € R.

Dados os parametros, o termo fonte f € L?(2) e o dado de Dirichlet g € HY2(99),

considere o seguinte problema

{ —aAu+b-Vu+cu=f, em () (72)

u=g, sobre 0€2,

O problema (7.2)) admite uma tnica solugao em H'(2), ver [48]. De forma andloga

a secao [3.1] definimos problema direto para o operador de advecgao-difusdao como
U

sendo o problema de determinar an e H™Y2(0Q), a partir do termo fonte f e do
n

dado de Dirichlet g.
Por outro lado, o problema inverso de fonte associado a ([7.2)), é posto da seguinte
maneira: Dados os parametros a,b e ¢, a condigao de Cauchy {g, g,} € HY?(99Q) x

H~/2(09), encontrar o termo fonte f e uma funcdo u € H'(f2), tal que

—aAu+b-Vu+cu=f, em

u =g, sobre 0€); (7.3)
ou
3_77 = G, sobre 0f2,

onde 7 denota o vetor normal unitario exterior a 0f).
Quando consideramos que a solugao e os dados de Cauchy estao nos espagos de
fungoes usuais utilizados na formulacao do problema direto, o problema acima é

mal posto no sentido de Hadamard, [7]. De fato, podemos considerar o seguinte
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problema para exemplificar a nao unicidade da solucao.

Exemplo 7.1. Considere o conjunto Q = {z € R? |jz|| < 1} e os pardametros
a=c=1eb=(1,1) € R%. Suponha que o dado de Cauchy seja nulo, ou seja, que
g =0 eg, =0, sobre 0. Logo, observe que as fungoes uy,usy : Q — R, definidas
por

un (@) = =2l + e =2 e ua(@) = —]°+ 3]zl - 2,

satisfazem
—alAu; +b-Vu; +cu; = f;,  em

u; = 0, sobre 0§2; (7.4)
Ou, =0, sobre 052,
on

para 1= 1,2, onde

filw) = =2||z]|* + 36]|2[* + 8(1 — [l=[*)z - (1,1) - 18,

Folw) = =lla]l® + 36]lz]* + 3]l * + 6(1 — 2] *)a - (1,1) — 14,

para todo x € €). Portanto, as fontes fi e fo sao duas solucoes distintas do problema
inverso de fontes (7.4), além da solugdo trivial.

Um caminho para obter boa colocacao do problema inverso [7.3| seria supor in-
formagoes a priori do termo fonte que esperamos reconstruir. Esta suposicao é
feita restringindo o espaco onde estamos supondo que a fonte pertenca, como feito

nos capitulos anteriores.

Observagao 7.3. Outro caminho para contornar esta deficiéncia consiste geral-
mente na reformulacao do problema inverso através de problemas aprorimados bem
postos. FEstes tipos de métodos sao conhecidos como métodos de regularizagcao. Um
método de regularizacao bem conhecido é o método de regularizacao de Tikhonov.

Este método entre outros podem ser encontrados em [11)].

No capitulo 4] foi demonstrada uma nova equacao para a obtencao do centroide para
equacoes de Helmholtz, quando o termo fonte consistia de uma tnica fonte pontual
e quando o termo fonte consistia de uma fungao caracteristica da forma x,(x), onde
w C 2 era estrelado.

Neste capitulo vamos generalizar esta equacao para a equacao de adveccao-difusao
e, consequentemente, para equacoes elipticas de segunda ordem, com coeficientes

constantes, tendo em vista a secao [7.1}
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7.2.1 A Formulagao Variacional para o Problema Eliptico
Modificado

Nesta secao vamos mostrar que o problema inverso posto sobre o operador de ad-
veccao-difusao pode ser reduzido ao problema posto sobre o operador de Helmholtz,
ou seja, vamos fazer uma mudanga de varidvel no problema [7.3] para que possamos
reescrever este problema como um problema de reconstrugao de fonte para a equagao
de Helmholtz. Além disso, vamos definir um espaco de fungoes adequado para estu-
dar a formulacao variacional deste problema modificado, ou seja, do problema para
o novo operador.

Como visto no capitulo [I existem varias referéncias sobre o problema inverso de
reconstrucao de fontes para a equacao de Helmholtz, que pode ser visto como um
caso particular do problema de Dirichlet e também como o caso particular da equagao
de adveccao-difusao com b = ﬁ

Considere, entao, a mudanca de variavel
u(z) = e (), (7.5)

para todo # € Q. Desta forma, temos que a equacdo em ([7.3) pode ser reescrita

Ccomo

2
—aAu+b-Vu+ cu = e” (—aAﬂ(x) + (c + ||4b—H> ﬂ(m)) :
a

Logo, denotando
c  [bf?
A=—+—, 7.6
a  4a? (7.6)
temos que o problema [7.3| pode ser reescrito como o seguinte problema, tomando
u = u, por simplicidade:
Dados o parametro A € R e a condigao de Cauchy g, g, : 92 — R, encontrar o termo

fonte f: 2 — R, tal que

(A + N = %f(x)efib-x, em (2;

= ge-dbe sobre 0€; (7.7)
1

3—33 = gye” 2" — o-g(b- eI, sobre 90

Portanto, é suficiente estudarmos o problema acima.

Observacao 7.4. Como ¢ € R, podemos obter 3 problemas distintos, ou seja, temos

a sequinte configura¢ao:

b 2
o c< —Hlli = A < 0 : Equacao de Helmholtz;
a
_ g 0. . .
c= 1 = A =0 : Fquacao de Laplace,
a
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b 2
® > —Hlli = A > 0 : Equac¢ao de Helmholtz Modificada;
a

Observagao 7.5. Sequindo as ideias de [J], € possivel mostrar que é suficiente
estudar o pmblema ou ainda o problema ([7.7)), considerando o dado de Dirichlet
nulo, ou seja, considerando g = 0, sobre ). De fato, suponha que f seja solucdo

do problema tnverso associado ao sistema

—aAw+b-Vw+cw=f, em ¢

w =0, sobre 0€2; (7.8)
a_w =g, — @ sobre Of
an - g77 877’ )

onde v € solucao do problema direto

(7.9)

—aldv+b-Vo+cv=0, em§
v=g, sobre 0f).

Assim, como a fonte f é conhecida em ([7.8]), pode-se encontrar a solugao w. Desta
forma, definindo u := w + v, obtemos que f também é solugcdo do problema (7.3)).
De forma andloga, é possivel mostrar que se f € solu¢ao do problema (7.3)), entdo f

também serd solugdo do problema inverso ([7.8)).

De forma andloga ao capitulo [3, vamos definir o espaco das fungoes teste, seguindo
as ideias de [5]
HA(Q) = {v € L*(Q); (—A + \)v = 0}.

Assim, dada v € H,(€2), supondo que f seja solu¢do do problema (|7.7)), multipli-

cando a fonte f pela funcao teste v e integrando em €2, obtemos que

/Q (~A+ Ao do =~ /Q (@) da.

Note que se v € H,(2), entdo Av = Av, em Q. Logo, pela segunda identidade de

ov
uAv — vAu dx:/ U— — v— do
/Q oo On on

fib-xav —Lba 1 —Lbx
— 2a R 2a _— b . 2a d .
/89 ge 877 (Y (gne 2ag ne > g

Portanto, como a fungao teste v € H,(2) foi arbitréaria, obtemos que se f é solugao

Green, obtemos

do problema [7.7], entao f é solugao do seguinte problema variacional:

Dada a condigao de Cauchy g, g, : 92 — R, encontrar o termo fonte f : Q@ — R, tal
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que

1 9 1
E /Q f(l‘)e_ﬁb.mv(l') dr = /aQ ge_;ab'xa_:; —v (gne—;abﬂ: o %gb ) 7’]6_2111(”6) do,
(7.10)
para toda fungao v € H, () .

Observagao 7.6. A volta também € verdadeira, ou seja, se f € solucao do problema
variacional[7.10, entao f também é solugdo do problema|7.7 supondo uma condi¢ao
adicional, [52]. Além disso, em [H] também é mostrado que Hx(S2) é homeomorfo a
HY2(000).

7.3 O Funcional de Reciprocidade para o Pro-
blema Eliptico Modificado

Nesta se¢ao, estaremos interessados em definir alguns operadores integrais relacio-

nados a formulagao variacional e estudar algumas propriedades destes.

Definicao 7.2. O Funcional de Reciprocidade associado ao problema eliptico modi-

ficado (7.7) € definido por

ov ou
R[fml(v) = U— — v—do
[ (et L) o,
B an an o 2777 o

onde v € H () e g, g, s@o os dados de Cauchy relacionados ao problema eliptico

(7.3) e fm € a fonte modificada dada por
1 —_Llpg
fm(z) = af(a:)e 2a%,

Observacao 7.7. Note que este funcional relaciona o termo fonte f,, com o dado
de Cauchy na fronteira do problema eliptico . Neste caso, como temos uma
equacao de Helmholtz, através da identidade de Green, foi possivel “transmitir’a
informagao relativa ao coeficiente b-Vu, do problema eliptico , para a fronteira
do dominio do problema modificado , gerando mais termos no funcional de

reciprocidade.

Observagao 7.8. Note que, pela Identidade de Green, podemos reescrever o pro-

blema variacional como o problema de determinar o termo fonte f, tal que
1 —Lbg
Rlfm](v) == [ f(z)e 2" v(z) da, (7.12)
aJo
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para toda funcdo v € Hy (), onde R|[fm](v) € dado por (7.11)).

Considere a fungao teste v, (z) = "7 onde x € Q, p € S¥~! é arbitrdrio e k := VA,
onde Kk € R*; se A > 0,ex € C\R, se A < 0. No caso em que £ é um nimero
complexo (A < 0), v é conhecida como onda plana.

Logo, o funcional de reciprocidade para a equagao de Helmholtz com termo fonte
fm, calculado na funcao teste v, () é dado por R|[f,,](e"*), onde, por simplicidade,

vamos denotar este funcional por R|[f,](¢), onde R|[f.](¢) é dado por
1
Rlfml(p) = / g/f(so-n)e”(“"ﬁ””—gne“(“"ﬁ”)'”g_g(b-n)eW—ﬁb)“da. (7.13)
o0 a
Observacao 7.9. Note que se b = 6>, entao

RUfu(p) = /a el 1) = gy

€ o funcional de reciprocidade do problema

1
(—A + K*)u = af, em €;

u=g, sobre 0S; (7.14)
g_:; = G, sobre 092,

considerando fungao teste do tipo exponencial vy,(x) = €.

— . . . . .
Por outro lado, se b # 0, entdo podemos associar o funcional de reciprocidade

R[fm](p), dado por (7.13)), ao problema de Helmholtz

(—A+K)u= fn, em§,

%: 9, sobre 05, (7.15)
u
= = In sobre 02,
on In

onde

! 1

fu= —fe Bt §=gemnbT ¢ G = ge WIT _ b eIy,

a 2a

Observe que se f,, = X, em (7.15]), entdo sabemos determinar o centroide do

suporte, w, a partir de medigoes na fronteira do dominio 2, conforme teorema [4.2]
Entretanto, se considerarmos f = Y., ou seja, que a fonte do problema inverso de
difusao-adveccao seja caracteristica, entao temos que estudar um pouco mais sobre

a determinacao do centroide desta nova fonte no problema de Helmholtz.
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7.4 A Foérmula do Centroide para o Problema
Eliptico Modificado

Nesta secao, vamos estabelecer novos resultados sobre a determinagao e unicidade
do centroide de fontes caracteristicas e da posicao de uma unica fonte pontual para
o problema eliptico modificado . Este resultado é mais geral em comparagao
com os teoremas eldnl

7.4.1 Caso Fonte Caracteristica

Nesta subsecao vamos estudar o caso em que temos uma fonte caracteristica para o

problema eliptico ([7.3]), da forma

f(@) = Xu(2),

onde w é um subconjunto aberto, conexo e limitado w C 2. Com isto, o termo fonte,
fm, relacionado ao problema modificado (7.7)) serd da forma

1 Ly

() = xola)e (716

onde, neste caso, vamos denoté-lo por f.(z) := f.(z).

Note que tomando a funcio teste vl (z) = e @=P) em (7.11)), onde p € SV~1 e

p € RY sdo arbitrarios e K = V) # 0, temos que o funcional de reciprocidade

relacionado sera dado por

RILJ(D) = e 37 / gr(p - m)erE TR ) _ g slomgizh ()
o0

1 1
—a(b-n)e Pt @=P) 15
+5,9(b-n)e o

Logo, definindo o funcional de reciprocidade centrado no ponto p € RV como

1
RP[£.)(¢) ::/ g/i(go-n)e“(‘p’ﬁb)'(z’p)—gne”(“”’ﬁb)'(‘”’p)+%g(bw)e”(wﬁb)'(’f’p)do,
1)

temos que

RIf)(02) = e 2 P RP[£.] (). (7.17)

- —
Observagao 7.10. Note que se p= 0, temos que

RO[fJ(@) = RIS (9),

onde R[f.](p) é dado por (7.13).
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Por outro lado, por (3.4)), temos que

e‘ib'pRp[fC] (@) = R[fc] (USIZ’)

— / "o @D f dx
Q

a w

B / o= b)-(a=p) g
a w

ou seja,

1 1
RILI() = 5 [ et s e, (7.18)

Observacao 7.11. Note que substituindo v(z) = "7 e f(x) = xu,(x) em ,
obtemos uma expressao similar a , porém centrada na origem, ou seja, p = 0 .
Desta forma, € possivel determinar uma mudanca de varidvel, cujo determinante
Jacobiano € igual a 1 (translagio), de tal forma que p € RY seja a origem do

sistema de coordenadas.

A seguir, vamos supor que a origem do sistema de coordenadas seja o centroide de
um conjunto estrelado, ou seja, vamos supor que p € RV, a principio arbitrério, seja
o centroide de um subconjunto estrelado de 2.

Assim, por (3.5) e ([7.18)), podemos definir o seguinte operador integral centrado no
ponto p

1 !
FPfI) = g [ e e

Além disso, como estamos supondo p como o centroide do conjunto w C €2, entao
podemos parametrizar dw por uma funcao R : S¥~1 — R* .| que mede a distancia

entre o centroide e o ponto correspondente em dw, de forma que

1 o) Lb)6 N—1
PG = PRI =5 [ [ et g

De forma analoga ao capitulo [4, é possivel estabelecer os seguintes teoremas equi-

valentes sobre o operador FP:

Teorema 7.1. Se w C €2 € um conjunto estrelado com fronteira parametrizada
por uma fungio R € L*(SN™1), entdo FP[R] € L'(SN™1). Além disso, existe uma
constante C' = C(N) > 0, tal que

||FP[R]||L1(SN*1) Z CHR”iVl(SN—l)-
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Teorema 7.2. Dados Ry, Ry € L*(SV™1), entdo existe uma constante C = C(N) >
0, tal que
[ FP[R1] = FP[Ro]||prgv-1) < Cf[Ry — Rol[pisnv-1y,

ou seja, o operador FP é continuo em L*(SV71).

Entretanto, com relagao a proposigao temos um resultado semelhante para o

operador FP, que serda importante para estabelecer a nova formula do centroide.
Proposicao 7.3. Seja w C Q um conjunto estrelado, cuja fronteira, Ow, € parame-
trizada pela funcio R € L*(SV™'). Entao

FP[R)(p) = FP[R] (—gp + ib) , Vo e SV

Demonstracao. A demonstracao é analoga ao teorema . De fato, seja ¢ € SN—!

uma dire¢ao arbitraria. Defina

. 1

=p— —10
14 14 2ak

e 0s conjuntos

ST ={0esSV 156> 0}

SE={0ecSVLp-0=0}.

Logo, S¥~1 =S? US? US? e, entio,

1 RO)
F[R)(¢) = = /SN_1 /0 0?0 N1 pdf

1 R(9) 3 1 R(9)
- = / / "0 N1 dpdf + — / / N tdpd
a Jsg Jo a Jsg Jo

1 R(9) B
+- / / "0 N =1dpdh.
a Js? Jo
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Por outro lado, note que

oy
=
5
=

1 1 1
Fp[R] (_()0 + &b) = eK’p(f‘P“er*mb)oprldpde

7

()
elip(_%@‘f'ﬁb)-@p]\f—ldpde

oy
=
5
=

e—npcﬁ-@pN—ldpde

?

%%cg\m\,
c\;\mc\

LI~ Q= 2~ 2|

) 1 R(0)
e P20 N1 padh + —/ ] / N tdpdh
sy ? Jo

a
R(6) )
/ / e P20 N1 pag.
s=? Jo

: 6 _ P QP _ P iz
Assim, como S;¥ = S% e S57 = Sf, entao

R(6) ) RO)
/ . / e P70 pNdpdl) = / . / "0 pN 1 dpdo),
Sjr 0 s¥ Jo

R(0) . RO)
/ - / e P90 N Ldpdf = / ] / ™20 YN =1dpdh.
sZ¥ Jo s¥ Jo

PIR) = IR (—o+ oob).

©
o\

=2

S

+ 1
f

+
Q|

Portanto,

Desta forma, como ¢ é arbitrario, temos que F?[R](¢) = FP[R] (—¢ + Lb), para
todo ¢ € SN, O

Assim, pelo teorema [7.3|e por ([7.18), temos que
p p 1
akK
ou seja,

/ gr(p - n)eﬁ(w—ﬁb)(w—p) _ gneﬁ(so—ﬁb)'(x—l)) + Qig(b . n)eﬁ(sa—ﬁb)(x—p)dg
o0 a

_ / g,.@(_wib).neff»(—sou;b)-(r—p)_gnefe(—w2;b>~(r—p>+%g(b.n)en(—wﬁb)-(m—p)d(,_
o0 ar a

Logo, tendo em vista ((7.16)), temos que, por ((7.13)

1 1 1
e BIIRILI() = e RIE] (<ot 1ob),
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Portanto, temos que

29— 30 RIf](#)
RIf] (o + 2xb)
ou seja,
LN R
(gp — ﬂb) p= 251 (R[fc] (—90 n ib)) , (7.19)

para todo ¢ € SV,
Assim, observe que estabelecemos o seguinte teorema de caracterizagao do centroide

do suporte de uma fonte caracteristica no problema inverso de difusao-advecgao

3.

Teorema 7.4. Sejam w C Q um subconjunto estrelado e o termo fonte f(x) = x,(x)

para o problema inverso (7.3), onde os parametros a,b e ¢ devem satisfazer

N
Zbi # \/4ca + ||b]|2. (7.20)

Entao o centroide, p, do conjunto w pode ser determinado por

LY (R

onde R[f.](¢) € dado por (7.13)), fazendo f,, = f., com ¢ € SN~1.

Demonstracao. Note que a férmula (7.21)), obtida anteriormente, pode ser vista

como um sistema linear. De fato, como b = (by, by, -+ ,by) € RY é um vetor

conhecido, para determinarmos a posicao da fonte pontual, podemos tomar ¢ =
e; € SV71 i =1,2,...,N, vetores da base canonica de RY, e resolver o seguinte

sistema linear

( 1 1 1
1——0b — —bopy — - — —D = B
( Yak 1)p1 5a 2D2 2%;1 NDPN 1
L 1 —b)py — oo — —— b - B
S 1P + Sar 2)P2 S VPN 2 (7.22)
1 1 1 '
——bipr — —byps — -+ (1 — —b = B
| T ogr P T 5 2P + ( Sar N)PN N
onde pi,pa, -+ ,pn sao as coordenadas que devemos determinar do centroide p e

_ i n R[fc](ez)
Bi=g.1 <R[fc] (—ei + ib)) ’

com i = 1,2,..., N. Este sistema possui solucao se, e somente se, a matriz N x N
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relativa aos coeficientes,

1 1 1 1
1——9b ———bs ———b; ——by
%aﬁ 20K 2%/@' 2%/1
1
———b 1——b ——b; ——by
2%11 %a/@' 2a/1<¢ 2%/1
A= ———p by 1= —phs e ——p 7.23
2ak 2ak 2ak ° 2aK N ( )
1 1 1 1
——b ——b ——b 1——%b
2ak ! 2ak 2 20k 3 2ak N

é tal que det A # 0 .
Desta forma, substituindo cada linha ¢ pelo resultado da subtracao da linha i pela

linha i+ 1, parat=1,2,3,--- , N — 1, obtemos a seguinte matriz N x N, denotada

por A[I:N]7

1 -1 0 0 0 0

0 -1 0 0 0

0 1 -1 0 0
A[l:N] _ 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 —1

1 1 1 1 1 1

—b; - by — by — by -+ ——by_y 1——0b
2ak ! 2ak 2 20k 3 2ak 4 2ak N=1 2ak N

De maneira geral, definimos a matriz Ap.nj, (N =i+ 1) x (N =i+ 1), com i =

1,2,3,---, N — 1, como sendo a matriz
Az =
1 -1 0 0 0 0
0 -1 0 0 0
0 1 -1 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 -1
1 1 1 1 1 1
——b, ——0b; ——0b; ——0; coi ——by_qy 1——b
2ak 2ak 1 2ak +2 2ak +3 2ak Nt 2ak N
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e a matriz Cy_1, como sendo a matriz (N — 1) x (N — 1),

-1 0 0 0 0 0
1 -1 0 0 0 0
-1 0 0 0
Cn_q = 0 0 1 -1 0 0 , (7.24)
10
1 -1
cujo determinante é det Cy_y = (—1)N "1,

Assim, para determinar o valor de det A, podemos calcular o determinante de Aj;.n

utilizando o métodos dos cofatores, ou seja,

det A[I:N}

Agora, observe que

det A[2:N]

Logo,

det App.y = det Ay (—1)

det Ap.ny(—1)"*" + <—ﬁb1> (det Cy_y) (—=1)N+!

det Ay (—1)*" + (—ﬁm) (det Cy—o) (—1)N*2.

1
det Aps, —— by | (1)
et Ay + ( San 2) (—1)

1
det A[3:N] — Rbg

1 1
— ——by — —bs.
20K ! 2ak 2
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Desta forma, por inducao finita, obtemos que

detA[lzN} = detA[N 1N( N 2+ (N=2)
N-3 1
<——bN ) (det Cy) (—1)V+v-2 _ 3 Ly
— QCLIQ
N-3
1 1
= det A — —1“ﬁ- —b;
b AN -1:N] < 2ak ) ) — 2ak
-3
1 1
= 1——9b ——b ——b —0b;
20K N 20K Nt N=2— — 26m
N

1

i=

Assim, como & = v/, temos que, por (7.6),

] N
detA=1— —n—— b;.
4ca + ||b]|? ;

Portanto, para que o sistema linear possua solucao, ou seja, para que det A # 0,

precisamos que os parametros do problema de difusao-adveccao ([7.3) satisfacam

N
Zbi # \/4ca + ||b|2. (7.25)

O

- —
Observacao 7.12. No caso em que b= 0, temos que

N
D b =0#1=detA,
=1

onde o sistema linear sempre possui uma unica solugao.

Desta forma, podemos estabelecer o seguinte resultado de unicidade da reconstrugao

do centroide pela nova férmula proposta.

Corolario 7.1 (Unicidade do Centroide). Sejam x., € Xw, duas fontes carac-
teristicas para o problema (7.3)), com wy, wy C Q subconjuntos estrelados, onde
0s parametros o problema satisfazem a condigdo (7.20)). Se estas fontes produzem o

mesmo dado de Cauchy na fronteira, entao estas possuem o mesmo centroide.

Demonstragao. Considere as fontes x,,, € X, para o problema (|7.3). Suponha que

estas fontes geram o mesmo dado de Cauchy sobre a fronteira. Logo, estas fontes
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geram o mesmo funcional de reciprocidade com funcao teste do tipo exponencial

Kp-x

vo(T) = € Assim, se p; e py denotarem os centroides das fontes x,, € Xw, ,

respectivamente, entao observe que, pelo Teorema [7.4] obtemos que

1 1
—— b)) = ——p)-
(90 Yuk > P1 (SD Yk ) P2,

para todo ¢ € SV,
Por outro lado, temos

Apy = Apo,

onde A é a matriz inversivel dada por (7.23]). Logo, A(p; — p2) = 0, e, portanto,
p1 = Dp2. O

7.4.2 Caso Fonte Pontual

Nesta subse¢ao vamos estudar o caso em que temos uma fonte pertencente a classe
de fontes pontuais.
Primeiramente, considere que o termo fonte é composto por somente uma fonte

pontual no problema eliptico ((7.3), ou seja, que

fpe(x) = 555(:5)7

onde dg(z) é a distribui¢ao delta de Dirac centrada no ponto S € RY ¢ >0 ¢ a

intensidade desta fonte. Logo, tomando v,(z) = €™ em (7.12)) , com ¢ € SV e

K=V,

Ca—— ;
Rifpel (i) = —e#7 a5, o € SV,

Assim, como

1
Riful (ot gb) = oo a0
ar a

temos que, a intensidade da fonte pontual pode ser determinada da seguinte forma

E \/ RUM ORI (=4 2-b) (7.26)

Observe que a intensidade da fonte pontual ndao depende da direcao ¢ € SN—!
escolhida, como esperado. Além disso, tendo em vista que

Y oo
Rl fpel(¥) I N WO T

= - = = 22z t)S

Rl o+ )~ eerains ~ o
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a posicao da fonte pontual pode ser determinada da seguinte forma

1 _ i n R[fpe](@)
(gp — ﬂb> .S = 2/4:1 (R[fpe] (_90 n ib)> , (7.27)

onde ¢ € SV,
Note que estabelecemos o seguinte resultado de caracterizacao e unicidade de fontes

pontuais para o problema inverso de difusao-advecgao (7.3).

Teorema 7.5. Suponha que o termo fonte do problema inverso (7.3|) seja da forma

fpe(z) = Bds(x), onde os parametros a,b e ¢ devem satisfazer

N
Zbi # \/4ca + ||b]|2. (7.28)

Entao sua intensidade € dada por (7.26) e sua posi¢ao é dada por (7.27)).

Observacao 7.13. Note que o sistema linear que define a posicao desta fonte pon-
tual € o mesmo que define o centroide do suporte no caso de fontes caracteristicas.
Assim, para garantirmos a existéncia (relacionada com a resolugao deste sistema)

e a unicidade na determinagao da fonte pontual precisamos supor a condi¢cdo sobre

0s parametros (7.28)) no problema eliptico ([7.3]).

Corolario 7.2. Considere as fontes pontuais para o problema (7.7), onde os
parametros satisfazem (7.28)), dadas por fi(x) = [1ds,(z) e fa(x) = P2is,(x). Se fi

e fo geram o mesmo dado de Cauchy na fronteira, entao f1 = fs.

Considere, agora, que o termo fonte para o problema inverso ([7.3|) é composto por

uma combinacao linear de fontes pontuais da forma

fpe() = Z @;0s,().

Com este termo fonte, é possivel estabelecer um resultado de unicidade de com-

binacao de fontes pontuais andlogo ao teorema [4.6]

Teorema 7.6. Considere as fontes para o problema (7.3), onde o0s pardametros sa-
tisfazem (7.28), dadas por fi(z) = Y10 Bids,(x) € fo(x) = Y12 Aoz, (x), onde S;

e Z; sao distintos entre si. Se fi e fo geram o mesmo dado de Cauchy na fronteira,
entdo f1 = fo, ou seja, My = My, B; =\, € S; = Z;, para i = 1,2, ..., M.

Demonstragao. Seja u; solu¢ao do problema ((7.7)) com termo fonte f;, i = 1,2. Logo,

considerando as funcoes u := u; — ug € F := %e’ib'w(fl (x) — fa(x)), temos que u é
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solucao do problema
—Au+r*u=F, em (,

u =0, sobre 0f),

% =0, sobre 0f).

A partir deste ponto, a demonstracao é analoga a do teorema [4.6|
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Capitulo 8
Conclusoes e Trabalhos Futuros

Neste capitulo, sao apresentadas as conclusoes do trabalho desenvolvido nesta tese,
conforme consta na se¢ao [8.1l Além disso, na segao [8.2] sdo apresentadas propostas

de trabalhos que poderao ser desenvolvidos futuramente.

8.1 Conclusoes

Neste trabalho estudamos o problema inverso de fonte para equagoes de Helmholtz.
Em primeiro lugar, provamos que o problema inverso para fontes caracteristicas é
equivalente ao problema inverso de salto. Esta equivaléncia foi usada na formulagao
do problema direto em termos do método das solugdes fundamentais (MFS).

Além disso, considerando um subconjunto aberto, conexo e limitado do dominio, w,
como o suporte do termo fonte, estabelecemos um novo resultado de reconstrucao do
centroide deste conjunto, através de uma férmula simples. Experimentos numéricos
relacionados com a determinacao do centroide para alguns suportes diferentes foram
realizados, onde esta férmula provou ser bastante eficiente.

A reconstrucao da fronteira do suporte da fonte caracteristica foi estudada através
do MF'S para o problema direto para gerar um dado de Neumann que foi usado no
problema inverso. Este dado gerado foi usado nos experimentos numéricos usando
o algoritmo de Levenberg-Marquardt para minimizagao do funcional "erro come-
tido”entre dois funcionais de reciprocidade. Estes funcionais estavam relacionados
com o suporte da fonte original e com o suporte da fonte aproximado R[x.](v) e
R[xaz](v), respectivamente.

Por outro lado, através de uma condicao de separacao dos dados de Neumann,
estabelecemos um novo resultado de estabilidade para o problema inverso de fonte
caracteristica, supondo a existéncia e a unicidade deste problema. Este resultado
apresenta uma desigualdade envolvendo parametrizagoes das fronteiras dos suportes
e o funcional de reciprocidade para cada fonte. Experimentos numéricos relacionados

a estabilidade da fronteira reconstruida foram apresentados, onde podemos perceber
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que através de dados de Neumann préximos do original (dados com erro de medigao),

conseguimos reconstruir um suporte proximo do suporte original.

8.2 Trabalhos Futuros

No capitulo 2| foi apresentado o método das solugdes fundamentais (MFS), ao passo
que na segao foi apresentada uma aplicagao deste método ao problema direto
de fonte caracteristica para a equacao de Helmholtz. Como um trabalho futuro,
pretendemos aplicar o MFS em outros tipos de modelos, como aqueles baseados em
operadores do tipo divergente, para o estudo de reconstrucao de fonte e parametros,
como a condutividade.

No capitulo [6] foi apresentado um resultado sobre estabilidade condicional para
problemas inversos de fonte para o operador de Helmholtz. Como trabalho futuro,
pretendemos nos aprofundar neste assunto para publicar este resultado em uma
revista de circulacao internacional, tendo em vista de que se trata de um resultado
novo, seguindo uma linha de pesquisa paralela ao trabalho de Blasten, Imanuvilov
e Yamamoto, [23].

No capitulo [7], apresentamos um operador diferencial de segunda ordem eliptico,
com coeficientes constantes e mostramos que este pode ser reduzido ao operador
de difusao-adveccao. Através de uma nova mudanca de varidavel, mostramos um
resultado de reconstrucao do centroide para esta equagao analogo a equacao de
Helmholtz. Como um trabalho futuro, pretendemos fazer experimentos numéricos
sobre reconstrucao do centroide (através da férmula andloga proposta) e recons-
trucao da fronteira (usando o algoritmo de Levenberg-Marquardt), considerando
variacao dos parametros da equacao de difusao-advecgao.

Por fim, dada a ligacao existente entre a teoria de problemas inversos de fonte e a
teoria de controle em equacoes diferenciais parciais, pretendemos estudar técnicas
que sejam de intersecao entre estes dois campos de conhecimento. Como exemplo
de técnicas utilizadas em ambas as teorias podemos citar: Estimativas de Carleman,
ver [49]; Método de Controle, ver [36]; Teoria de Semigrupos, ver [37], [38], [39], [40].
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