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1. Problema Inverso. 2. Reconstrução de Fonte.
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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessários

para a obtenção do grau de Doutor em Ciências (D.Sc.)

PROBLEMA INVERSO DE RECONSTRUÇÃO E IDENTIFICAÇÃO DE

FONTES EM EQUAÇÕES ELÍPTICAS

Roberto Mamud Guedes da Silva

Março/2016

Orientadores: Nilson Costa Roberty

Carlos José Santos Alves

Programa: Engenharia Nuclear

Neste trabalho estamos interessados em estudar o problema inverso de fonte

para Equações de Helmholtz. Supondo que o termo fonte seja dado por uma função

caracteŕıstica, apresentamos um novo resultado de reconstrução do centro de gravi-

dade (centroide) do suporte da fonte a partir de medições na fronteira. A recons-

trução da fronteira deste suporte é feita através de um método numérico computa-

cional.

Além disso, através de uma nova classe de dados de Neumann, é estabelecido um

resultado de estabilidade condicional.

Experimentos numéricos relacionados com reconstrução do centroide e da fronteira

do suporte e com estabilidade na reconstrução de fontes são apresentados.
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Doctor of Science (D.Sc.)

INVERSE SOURCE RECONSTRUCTION AND IDENTIFICATION PROBLEM

IN ELLIPTIC EQUATIONS

Roberto Mamud Guedes da Silva

March/2016

Advisors: Nilson Costa Roberty

Carlos José Santos Alves

Department: Nuclear Engineering

In this work, we are interested in study the inverse source problem for Helmholtz

Equations. Supposing that the source term is given by a characteristic function,

we present a new result about the reconstruction of gravity center (centroid) of

the source support from boundary measurements. The reconstruction of boundary

support is obtained by a computational numerical method.

Furthermore, through a new class of Neumann data, a conditional stability result is

established.

Numerical experiments related to centroid and boundary support reconstruction and

to stability of source reconstruction are presented.
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5.1 Domı́nio considerado (a) e reconstrução, após 7 iterações, sem rúıdo
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5.9 Rúıdo Absoluto: 0.01% (a) , 0.05% (b) , 0.1% (c) . . . . . . . . . . . 48

5.10 Domı́nio considerado (a) e reconstrução, após 10 iterações, sem rúıdo
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6.3 Rúıdo Absoluto 5%: Dado Artificial (a), Suporte Reconstrúıdo (b),
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Dado Original e o Calculado (c) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

x



Lista de Tabelas

4.1 Erro do Centroide - Caso Circular . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

4.2 Erro do Centroide - Caso Circular - Rúıdo Dirichlet fixo 1% . . . . . 29
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Caṕıtulo 1

Revisão Bibliográfica

Neste caṕıtulo apresentamos uma revisão bibliográfica dos temas estudados nesta

tese.

Nas últimas três décadas, a teoria de problemas inversos tem se tornado cada dia

mais presente na pesquisa cient́ıfica. Uma das razões do porquê esta área vem

ganhando mais visibilidade é a grande quantidade de aplicações em diversas áreas

como a matemática, a engenharia e a medicina.

Essencialmente, podemos separar os problemas inversos em duas categorias: proble-

mas inversos de reconstrução de fonte e reconstrução de parâmetros.

Em problema inverso de reconstrução de fonte, estamos interessados em determi-

nar ou reconstruir o termo fonte a partir de informações já conhecidas. Em geral,

queremos determinar a partir do dado de Cauchy sobre a fronteira do domı́nio em

questão. Dependendo do modelo estudado, estamos lidando com aplicações diferen-

tes, onde podemos citar alguns exemplos como a detecção não-destrutiva de objetos,

a identificação de falhas materiais ou até mesmo a detecção de tumores através de

exames não-invasivos, como a tomografia computadorizada, [1].

Em problemas inversos de reconstrução de parâmetros, estamos interessados em

determinar alguns parâmetros a partir de medições (dado de Cauchy) na fronteira

do domı́nio. Estes parâmetros informam sobre caracteŕısticas materiais, como por

exemplo, a condutividade, a viscosidade, seções de choque de espalhamento e cisa-

lhamento. Como exemplo, podemos citar a identificação de propriedades materiais,

como a condutividade, através de medições externas e de algoritmos computaci-

onais. Estas propriedades podem, imediatamente, reportar falhas, anomalias ou

caracteŕısticas de materiais, [2], [3]. Além disso, várias técnicas utilizadas podem

ser aplicadas em diferentes contextos, com as devidas modificações, e por conta disso

esta é uma área em expansão. Outros exemplos podem ser encontrados em [4].

A questão central ao estudarmos problemas inversos de fontes para modelos com

operadores fortemente eĺıpticos e com dado de Cauchy na fronteira é a unicidade.

Em [5] e [6], é mostrado que somente um dado sobre a fronteira (dado de Dirichlet
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nulo) contém toda informação espećıfica a ser usada na reconstrução do termo fonte

para as equações de Helmholtz e de Poisson, respectivamente. Logo, a falta de

unicidade é uma consequência disto.

Desta forma, o problema inverso de fonte é mal-posto, no sentido de Hadamard,

[7], não só por questões associadas à regularidade do operador inverso (questão

relacionada à estabilidade), mas também pela não unicidade da fonte obtida com

os dados na fronteira. Um exemplo desta situação é mostrado no caṕıtulo 7, para

a equação de difusão-advecção. Podemos citar outros 2 exemplos de não-unicidade

da reconstrução do termo fonte: No problema inverso de fonte para o modelo de

EEG - electroencephalography, El Badia e Ha Duong, [8], mostraram um exemplo

de não unicidade para fontes dipolares equivalentes. No problema inverso de fonte

para equação de Helmholtz, El Badia e Nara, [9], mostraram que para fontes da

forma λχω, onde a intensidade λ e o subcojunto ω são desconhecidos, não é posśıvel

reconstruir estas duas informações a partir do mesmo dado de Cauhcy, com o mesmo

número de onda.

Ao estudarmos a implementação numérica destes modelos, também encontramos um

problema relacionado com unicidade. Se a fonte não pertencer a uma classe especial

de funções, obteremos um sistema algébrico com posto deficiente, ver [10]. Por outro

lado, se a fonte pertencer a alguma classe especial, os valores singulares do sistema

algébrico de dimensão finita que aproxima o operador decai gradualmente a zero.

As principais ferramentas de regularização a serem usadas nesta segunda situação, e

consequentemente neste problema, são trucamento, método de Tikhonov e métodos

iterativos do tipo Landweber, ver [10] e [11], e métodos semi iterativos baseados em

espaço de Krilov, ver também [12].

Logo, para contornar a falta de unicidade, podemos restringir a classe de funções

que esperamos reconstruir. Desta forma, com esta informação a priori sobre o termo

fonte, o problema inverso torna-se bem-posto. As principais classes de funções, F ,

consideradas são:

• Fontes pontuais dadas por distribuições do tipo delta de Dirac, δ: Neste caso,

temos uma classe de fontes da forma

A =

{
F =

m1∑
j=1

λjδSj +

m2∑
k=1

pk · ∇δCk

}
.

Podemos citar, por exemplo, [8], onde El Badia e Ha Doung consideraram

como termo fonte uma combinação de fontes mono e dipolar para equação que

modela EEG,

−∇ · (σ∇u) = F.

Além disso, em [13] foi considerado este tipo de fonte para a equação linear de
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difusão-dispersão-reação unidimensional para o estudo de difusão de poluentes.

A equação considerada foi

∂tu(x, t)−D∂xxu(x, t) + V ∂xu(x, t) +Ru(x, t) = λ(t)δ(x− S),

para 0 < x < l e 0 < t < T , onde u é a concentração de poluente, V é a

velocidade do rio, D é o coeficiente de dispersão, R é o coeficiente de reação,

0 < S < l e λ(t) ∈ L2(0, T ). Em [9] , foi considerada a equação de Helmholtz

com fonte sendo uma combinação linear de fontes monopolares.

• Fontes caracteŕısticas de subsconjuntos do domı́nio do problema: Neste caso,

temos a classe

A = {F = λχω} .

Podemos citar, por exemplo, [14], onde Roberty e Alves consideraram o pro-

blema inverso de Poisson de reconstrução numérica de fonte a partir dos dados

de Cauchy. Por outro lado, em [15], Sousa e Roberty consideraram o problema

de difusão-advecção estacionário e propuseram um método numérico, baseado

na discretização das variáveis do problema e na resolução de um sistema linear

associado, para determinar uma aproximação do subconjunto ω.

Em um trabalho clássico de 1938, Novikov, [16], estabeleceu unicidade na

reconstrução de fontes caracteŕısticas a partir dos dados na fronteira para

a equação de Poisson. A fonte considerada foi uma função caracteŕıstica

de um subconjunto estrelado do domı́nio. Se consideramos a equação de

Helmholtz, Novikov também estabeleceu unicidade na reconstrução de fon-

tes caracteŕısticas de subconjuntos convexos do domı́nio.

Também podemos citar [17], [18], [19];

• Fontes regulares que pertençam a classes lineares do tipo

C(λ, F ) =
{
f ∈ H1(Ω); (∆− λ)f = F

}
,

onde em [20], Alves et al. mostraram que se o termo fonte do problema de Pois-

son pertence a esta classe linear, então este pode ser unicamente identificado

pelo dado de Cauchy sobre a fronteira;

• Fontes f que podem ser escritas separando as variáveis, ou seja, como um

produto de funções de variáveis diferentes, onde podemos citar, por exemplo,

[6], que considerou este tipo de fonte para o problema de Poisson, supondo o

conhecimento de observações em parte da fronteira do domı́nio;

• Fontes acústicas, onde são considerados vários números de onda na equação

3



de Helmholtz, por exemplo, como feito em [5]. Em [21], foi considerado que o

termo fonte pudesse ser escrito como um produto de uma função do número

de onda (frequência), κ, por uma função da variável espacial, com isto um

resultado de identificação completa foi estabelecido usando a formulação fraca

do problema de valor de contorno{
∇ · (a∇u) + κ2bu = −h(κ)f(x), em Ω

∂νu− Λu = 0, sobre ∂Ω

onde a, b ∈ L∞(Ω), além de supor algumas condições adicionais sobre a, b para

trabalhar com um problema uniformemente eĺıptico.

Outro aspecto que podemos estudar do problema inverso é a estabilidade. O

problema inverso de estabilidade seria verificar se partindo de dados de Cauchy

”próximos”, em um certo sentido, conseguimos determinar fontes ”próximas”, em

um certo sentido.

Em [22], Yamamoto considerou a equação do calor em um retângulo

∂tu(x1, x2, t) = ∆u(x1, x2, t) + σ(t)f(x1, x2), (x1, x2) ∈ (0, 1)× (0, 1), 0 < t < T,

com condição inicial nula e condição de Neumann nula, e provou que se σ é conhe-

cido, com σ(0) 6= 0, então f pode ser determinada unicamente a partir da fronteira

da base u(x1, 0, t), com 0 < x1 < 1 e 0 < t < T . Além disso, se f estiver em um

determinado espaço, então foi provada uma desigualdade entre a norma L2 de f e a

norma H1 de u(·, 0, ·), com 0 < x1 < 1 e 0 < t < T .

Chamamos um resultado de estabilidade de ”condicional”se este resultado depende

de hipóteses adicionais sobre os dados iniciais, dados de fronteira ou classe de funções

consideradas.

Em [23], Blasten et al. consideraram problemas de valor de contorno para operadores

de Schrödinger bidimensionais da forma

Lq(x,D)u = ∆u+ qu,

onde q ∈ Lp(X), p > 2, é a função potencial, com X ⊂ R2, subconjunto limitado

com fronteira regular. Considerando uma classe de potenciais menos regulares, neste

mesmo trabalho, Blasten et al. provaram uma estimativa de estabilidade condicional

de ordem logaŕıtmica. Além disso, provaram um resultado de unicidade na classe

de potenciais LP , para p > 2.

Desta forma, este trabalho possui o interesse de estudar o problema inverso de fon-

tes para equações eĺıpticas de segunda ordem, com coeficientes constantes. Para

a equação de Helmholtz, vamos estabelecer um novo resultado de reconstrução
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do centro de massa (centroide) para o problema inverso de fonte caracteŕıstica.

Para reconstruir a fronteira deste suporte, vamos utilizar o algoritmo de Levenberg-

Marquardt para minimizar o funcional ”erro cometido”, que será definido de forma

adequada posteriormente. Além disso, através de uma nova classe de dados de Neu-

mann considerada, vamos apresentar um novo resultado de estabilidade condicional

para o problema inverso de fonte posto para equação de Helmholtz.

Parte dos resultados novos desta tese podem ser encontrados em [24].

Desta forma, esta tese está organizada da seguinte maneira:

No caṕıtulo 2 são apresentados dois métodos numéricos que serão usados neste

trabalho. A saber, o método das soluções fundamentais, a ser usado para determinar

solução numérica de problemas eĺıpticos e o algoritmo de Levenberg-Marquardt, a

ser usado na minimização de um funcional a partir de um conjunto de parâmetros.

No caṕıtulo 3, são apresentadas as equações de Helmholtz, e os respectivos pro-

blemas direto e inverso relacionados a esta equação. Neste caṕıtulo, também são

definidos alguns operadores integrais que serão importantes para os resultados que

serão apresentados posteriormente.

No caṕıtulo 4, estabelecemos um novo resultado sobre reconstrução do centro de

massa (centroide) do suporte de uma fonte caracteŕıstica no problema inverso de

fonte para equações de Helmholtz. Experimentos numéricos para a verificação da

eficácia desta fórmula proposta também são apresentados.

No caṕıtulo 5, estudamos o problema de reconstrução da fronteira do suporte de

fontes caracteŕısticas. Para isto, será estudado o problema direto com fonte carac-

teŕıstica para a equação de Helmholtz através do método das soluções fundamentais,

apresentado no caṕıtulo 2. Com esta solução numérica e através de um novo funcio-

nal definido, são realizados experimentos numéricos para a reconstrução da fronteira

de suportes de fontes caracteŕısticas

No caṕıtulo 6, supondo a existência e a unicidade do problema inverso de fonte

caracteŕıstica para o operador de Helmholtz, apresentamos um novo resultado sobre

estabilidade condicional para problemas inversos de fonte. Experimentos numéricos

relacionados ao problema de estabilidade, comparando suportes dos termos fontes e

dados de Cauchy, são apresentados.

No caṕıtulo 7, estudamos o problema inverso de fonte para equações eĺıpticas de

segunda ordem com coeficientes constantes e mostramos que, através de duas mu-

danças de variáveis apropriadas, é suficiente estudar as equações de Helmholtz.

Neste caṕıtulo, também é estabelecida uma versão da fórmula para reconstrução

do centroide para este tipo de equação.

Por fim, no caṕıtulo 8, apresentamos as conclusões sobre o trabalho desenvolvido e

algumas propostas para trabalhos futuros.
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Caṕıtulo 2

Métodos Numéricos

Computacionais

Neste caṕıtulo, vamos apresentar dois métodos numéricos utilizados ao longo deste

trabalho.

Na seção 2.1, será apresentado o Método das Soluções Fundamentais para determinar

solução numérica do problema direto considerado posteriormente.

Na seção 2.2, será apresentado o Método de Levenberg-Marquardt para minimização

de funcional a partir de um conjunto de parâmetros. Este método será usado para

reconstrução da fronteira do suporte da fonte caracteŕıstica.

2.1 Método das Soluções Fundamentais

O método das soluções fundamentais (method of fundamental solution - MFS ), é

uma técnica usada para determinar solução numérica de certos problemas de valor

de fronteira, [28]. Este método foi proposto por Kupradze e Alekside na década de

60, por exemplo, nos trabalhos [29], [30] e [31]. Além disso, este método é associado

à classe dos métodos de contorno. Um dos métodos de contorno mais conhecidos é o

método de elemento de contorno (boundary element method - BEM ), onde podemos

citar, por exemplo, [32] e [33]. O MFS tem sido utilizado recentemente para resolver

vários tipos de problemas inversos, [43].

2.1.1 Objetivo Geral

Conforme comentado na introdução do caṕıtulo, vamos definir o método das soluções

fundamentais para determinar uma solução numérica para certas equações eĺıpticas

homogêneas. Vamos seguir as ideias de [28].

Definição 2.1. Chamamos Φ(x, P ) de solução fundamental para o operador dife-
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rencial parcial eĺıptico linear, L, se

LΦ(x, P ) = δ(x, P ),

onde δ(x, P ) denota a função delta de Dirac, centrada no ponto P . Desta forma, a

função Φ(x, P ) está definida em R2, ou R3, exceto no ponto P , onde esta é singular.

O ponto P é chamado de singularidade para a solução fundamental Φ.

O método das soluções fundamentais é definido a seguir.

Definição 2.2. Considere o problema em Ω, subconjunto de R2 ou R3,

Lu = 0, (2.1)

onde L é um operador diferencial eĺıptico linear. A solução aproximada pelo Método

das Soluções Fundamentais (MFS) para o problema (2.1) é dada por

uA(x) =
M∗∑
i=1

ciΦ(x, Pi), x ∈ Ω,

onde as singularidades Pi, com i = 1, 2, . . . ,M∗, são consideradas fora do domı́nio

Ω.

Observação 2.1. Podemos supor que o conjunto de pontos singulares {Pi}, também

chamados de conjunto de fontes pontuais ou de pontos de fonte, pertencem à fronteira

de um conjunto Ω̂, com Ω ⊂ Ω̂. A fronteira ∂Ω̂ é chamada de fronteira fict́ıcia do

problema MFS, ao passo que ∂Ω é chamada de fronteira f́ısica do problema MFS.

Observação 2.2. Kupradze e Alekside foram os primeiros a propor uma formulação

para o MFS acima , na década de 60, [29], [30] e [31].

Observação 2.3. A posição dos pontos de fonte são pré-assumidas ou são deter-

minadas junto com os coeficientes ci, i = 1, 2, . . . ,M∗, de tal forma que a solução

fundamental também satisfaça, em algum sentido, às condições de fronteiras, quando

houver. Este ”sentido”é usando método de colocação sobre a fronteira f́ısica, ∂Ω,

com os respectivos dados sobre esta fronteira e resolvendo um sistema linear associ-

ado.

Neste trabalho vamos considerar que os pontos de fonte tenham suas posições pré-

assumidas.

Em [60], Alves e Chen consideraram um problema de valor de contorno não ho-

mogêneo da forma: {
Lu = f, em Ω

Bu = g, sobre ∂Ω,
(2.2)
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onde L, novamente, é um operador diferencial eĺıptico linear, Ω um domı́nio limitado

e conexo de R2, ou R3, com fronteira, ∂Ω, suficientemente regular, e B um operador

linear de fronteira.

Em geral, para determinar solução do problema (2.2) procedemos da seguinte forma:

1. Encontrar uma solução particular, up, para equação Lu = f , em Ω;

2. Resolver o problema homogêneo{
Luh = 0, em Ω

Buh = g − Bup, sobre ∂Ω.
(2.3)

3. A função u := up + uh é solução de (2.2).

O passo 1 nem sempre é fácil, dependendo do operador L. Desta forma, Alves e

Chen, [60], consideraram L = ∆ − µ, onde µ ∈ C, e Bu = u. Com isto, o passo 1

foi resolvido usando MFS-D, ou seja, usando o MFS considerando pontos de fonte

ao longo de todo o domı́nio Ω, com o objetivo de aproximar a função f . O passo 2

foi resolvido usando MFS-B, ou seja, usando o MFS usual, considerando os pontos

de fonte ao longo de uma fronteira fict́ıcia.

Observação 2.4. Também é posśıvel considerar uma expansão da solução variando

a frequência µ.

Nesta tese, vamos estudar o problema de valor de contorno posto para a equação

de Helmholtz, onde estaremos seguindo as ideias de [60]. Este problema envolvendo

MFS será definido de forma adequada no caṕıtulo 5, seção 5.1.

De maneira geral, vamos apresentar como é posto para a equação de Helmholtz o

problema de valor de contorno usando MFS.

Considere o seguinte problema: Dados λ ∈ R, f ∈ L2(Ω) e g ∈ H1/2(∂Ω), encontrar

u ∈ H1(Ω), tal que {
(−∆ + λ)u = f, em Ω

u = g, sobre ∂Ω.
(2.4)

Observação 2.5. No caṕıtulo 5 será visto que o problema (2.4) está relacionado

com a resolução numérica do problema direto para a equação de Helmholtz.

Seja Φλ solução fundamental para o operador L = −∆ + λ e, então, suponha que u

possa ser escrita como

u(x) =

p∑
i=1

q∑
j=1

αi,jΦλj(
√
λj|x− yi|), (2.5)
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onde λi 6= λj, se i 6= j, e {yj} são pontos colocados sobre uma fronteira fict́ıcia,

também chamada de conjunto de fontes admisśıveis Γ̂, ver [63] e [60], e αi,j são

constantes a serem determinadas.

Neste caso, substituindo (2.5) em (2.4), obtemos

f(x) =

p∑
i=1

q∑
j=1

αi,j(λj + λ)Φλj(
√
λj|x− yi|), (2.6)

para x ∈ Ω, e

g(x) =

p∑
i=1

q∑
j=1

αi,jΦλj(
√
λj|x− yi|), (2.7)

para x ∈ ∂Ω.

Desta forma, tome pontos de colocação {xl} e {xm} em Rd, d = 2 ou d = 3, tais que

f(xl) =

p∑
i=1

q∑
j=1

αi,j(λj + λ)Φλj(
√
λj|xl − yi|),

para xl ∈ Ω ⊂ Rd e

g(xm) =

p∑
i=1

q∑
j=1

αi,jΦλj(
√
λj|xm − yi|),

para xm ∈ ∂Ω ⊂ Rd. Neste sistema de colocação, devemos ter #{xl} + #{xm} ≥
p+ q, onde #{·} representa a medida discreta ou a cardinalidade do conjunto. Em

geral, considera-se #{xl}+ #{xm} = 2(p+ q)

Além disso, a solução fundamental, Φλ, pode ser tomada como

Φλ(x) =


1

2π
K0(
√
λ|x|), se λ > 0,

− 1

2π
log(|x|), se λ = 0,

i

4
H

(1)
0 (
√
−λ|x|), se λ < 0,

(2.8)

onde K0 é a função de Bessel modificada do segundo tipo, de ordem zero, H
(1)
0 =

J0 + iY0 é a função de Hänkel do primeiro tipo, de ordem zero, e J0, e Y0 são as

funções de Bessel do primeiro e segundo tipo, respectivamente.

Portanto, nosso objetivo é resolver um sistema de colocação como o exposto acima

para determinar os coeficientes αi,j e, então, determinar a aproximação da solução

particular de (2.4). Além disso, observe que estamos utilizando o Método das

Soluções Fundamentais no interior do domı́nio Ω e na fronteira do domı́nio ∂Ω.

Observação 2.6. Note que nas expansões (2.5), (2.6) e (2.7), estão sendo conside-

radas múltiplas frequências, ou seja, múltiplos valores para λj (autovalores do La-
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placiano). Desta forma, quando consideramos múltiplas frequências, obtemos apro-

ximações mais precisas do termo fonte f e da solução do problema direto u, ver [5]

e [60]. Estas aproximações são mais precisas devido aos seguintes resultados.

Teorema 2.1. Sejam Ω ⊂ Rd, d = 2, 3, um conjunto aberto, {y1, y2, ..., yn} /∈ Ω e

λj ∈ I, para j = 1, 2, ..., p, com I ⊂ R. Então as funções

Φλ1(x− y1),Φλ2(x− y2), ...,Φλp(x− yn)

são linearmente independentes.

Demonstração. Ver [60].

Teorema 2.2. Sejam Γ̂ um conjunto de fontes admisśıveis e I um intervalo aberto

em (−∞, 0]. Então o espaço

span
{

Φλ(x− y)|Ω; y ∈ Γ̂, λ ∈ I
}

é denso em L2(Ω).

Demonstração. Ver [60].

No caṕıtulo 5, vamos aplicar este método para resolução de um problema de salto,

também conhecido como problema de crack, de detecção de falhas materiais ou ainda

problema de interface entre duas estruturas de mesma densidade.

Existem vários trabalhos na literatura relacionada a MFS. Dentre eles podemos ci-

tar [41] e [42]. Em [46], Chen, Karageorghis e Yan Li estudam sobre a escolha da

melhor localização dos pontos fontes no MFS que levam a uma melhor aproximação

a um baixo custo computacional. Com uma aplicação direta na engenharia, po-

demos citar [45], onde Colaço e Alves propuseram uma metodologia para estimar

condutância térmica sem medições intrusivas, através do funcional de reciprocidade

e do MFS. Em 2015, Colaço, Alves e Orlande, [44], estenderam esta metodologia

para problemas transientes.

2.2 O Algoritmo de Levenberg-Marquardt

Nesta subseção, vamos fazer um breve resumo do algoritmo de Levenberg-Marquardt

para otimização de funcionais.

Este algoritmo pode ser encontrado com maiores detalhes em [3] e [53], por exemplo.

O algoritmo de Levenberg-Marquardt é um método usado para resolver problemas

de minimização por mı́nimos quadrados não-linear.
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Este método foi desenvolvido por Kenneth Levenberg em 1944, ver [57], e, em 1963,

foi aprimorado por Donald Marquardt, ver [58]. Além disso, é uma variação do

método de Newton, onde é considerado peso.

Um dos objetivos principais deste método é resolver o seguinte problema:

Dados M pares de dados obtidos empiricamente (xi, yi), com y = y(x), o problema

consiste em otimizar o conjunto de parâmetros A da curva F (x,A), tal que o erro

cometido (ou o desvio cometido)

E(A) =
M∑
i=1

(yi − F (xi,A))2 (2.9)

seja mı́nimo.

Neste procedimento iterativo é necessário dar um valor inicial para o vetor dos

parâmetros A.

Observação 2.7. Este valor inicial representa uma desvantagem no uso deste al-

goritmo, pois dependendo da estimativa inicial, o algoritmo pode demorar mais a

convergir.

Em cada passo de iteração, o vetor dos parâmetros A(k) é substitúıdo por um novo

vetor A(k+1) = A(k) + δ(k), onde o vetor ”incremento” δ(k) é calculado em cada

iteração.

Desta forma, para determinar o vetor δ(k), as funções F (xi,A
(k+1)) são aproximadas

por suas linearizações

F (xi,A
(k+1)) ≈ F (xi,A

(k)) + J
(k)
i δ(k),

onde J
(k)
i =

∂F

∂A
(xi,A

(k)) é o vetor gradiente com respeito a A.

Observação 2.8. Esta aproximação é feita tomando o polinômio de Taylor de grau

1 de F .

Com isso, temos a seguinte aproximação

E(A(k+1)) ≈
M∑
i=0

(
yi − F (xi,A

(k))− J (k)
i δ(k)

)2

.

Como estamos interessados em buscar os parâmetros que minimizam a função E(·),
então a derivada, com respeito a δ, de E(·) deve ser zero e, portanto, devemos ter

J (k).δ(k) = Y − F(A(k)),

onde J (k) é a matriz Jacobiana cuja i-ésima linha é o vetor J
(k)
i , Y = (yi) e F(A(k)) =

(F (xi,A
(k))). Logo, temos o seguinte sistema de equações lineares, que pode ser
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resolvido para δ(k),

[(J (k))TJ (k)].δ(k) = [J (k)]T [Y − F(A(k))],

onde (J (k))T é a matriz transposta de J (k). O método de Levenberg-Marquardt

consiste em adicionar um termo de amortecimento µ > 0 no sistema acima, ou seja,

[(J (k))TJ (k) + µL].δ(k) = [J (k)]T [Y − F(A(k))],

onde L pode ser a matriz identidade ou ainda a matriz diagonal formada pelos

elementos da diagonal da matriz (J (k))TJ (k).

O valor do parâmetro µ é ajustado em cada iteração de forma emṕırica.

Além disso, se a função erro E está diminuindo rapidamente, então podemos tomar

µ cada vez menor, donde o método se aproxima do método de Gauss-Newton. Por

outro lado, se a função erro E diminui mais lentamente, então podemos tomar valores

de µ maiores, donde o método se aproxima do método do Gradiente.
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Caṕıtulo 3

O Problema Inverso de Fonte para

Equações de Helmholtz

Neste caṕıtulo faremos uma introdução ao tema estudado nesta tese, onde na seção

3.1, vamos apresentar os problemas direto e inverso relacionados às equações de

Helmholtz.

Na seção 3.2, apresentamos o funcional de reciprocidade relacionado ao problema

inverso de fonte posto para as equações de Helmholtz. Além disso, também apre-

sentamos outro operador integral que será usado para estabelecer, nos próximos

caṕıtulos, a nova fórmula do centroide.

Por fim, na seção 3.3, estabeleceremos um resultado que garante a equivalência entre

o problema inverso de fonte caracteŕıstica e o problema inverso de salto.

3.1 Apresentação dos Problemas Direto e Inverso

Nesta seção vamos apresentar os problemas direto e inverso associados à equação de

Helmholtz.

Seja Ω ⊂ RN um conjunto aberto, conexo e limitado com fronteira, ∂Ω, de classe

C1. Dado o termo fonte f ∈ L2(Ω) e o dado de Dirichlet g ∈ H1/2(∂Ω), considere o

seguinte problema {
(−∆ + λ)u = f, em Ω,

u = g, sobre ∂Ω,
(3.1)

onde estamos considerando os casos λ = 0 (equação de Laplace), λ = κ2 > 0

(equação de Helmholtz modificada), e o operador de Helmholtz usual com λ =

−κ2 < 0, com κ denotando o número de onda (ou frequência, no caso de ondas com

velocidade de propagação unitária).

O problema (3.1) admite uma única solução u ∈ H1(Ω), a menos de alguns valores
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de λ < 0 que são autovalores do operador de Dirichlet-Laplace para Ω. Além disso,

pelo Teorema do Traço, [47], determinamos
∂u

∂η
∈ H−1/2(∂Ω).

Desta forma, definimos problema direto para o operador de Helmholtz como sendo

o problema de encontrar
∂u

∂η
∈ H−1/2(∂Ω), com u ∈ H1(Ω), a partir do termo fonte

f e do dado de Dirichlet g.

Por outro lado, o problema inverso de fonte para este operador é posto da seguinte

forma: Dada a condição de Cauchy {g, gη} ∈ H1/2(∂Ω) × H−1/2(∂Ω), encontrar o

termo fonte f e uma função u ∈ H1(Ω), tal que
(−∆ + λ)u = f, em Ω,

u = g, sobre ∂Ω,
∂u

∂η
= gη, sobre ∂Ω,

(3.2)

onde λ ∈ R.

Podemos estudar este problema inverso através de alguns operadores. A seguir

vamos definir um destes, associado ao Funcional de Reciprocidade.

3.2 O Funcional de Reciprocidade

Nesta seção, estaremos interessados em definir um operador integral relacionado ao

problema variacional e estudar algumas propriedades deste.

Para isto, vamos definir o espaço das funções teste. Considere o seguinte espaço:

Hλ(Ω) = {v ∈ H1(Ω); (−∆ + λ)v = 0},

com λ ∈ R, onde Ω ⊂ RN é um conjunto aberto, conexo e limitado com fronteira

de classe C1.

Lema 3.1. Se λ e λ2 não são autovalores dos operadores de Laplace e Bilaplace,

respectivamente, então,

L2(Ω) = Hλ(Ω)⊕ (−∆ + λ)(H2
0 (Ω)).

Demonstração. Note que, pela Identidade de Green,∫
Ω

fvdx = −
∫
∂Ω

gηvdσ,

∀v ∈ Hλ(Ω), e, se f ∈ (Hλ(Ω))⊥, então
∫

Ω
fvdx = 0. Desta forma, podemos consi-

derar a seguinte decomposição, L2(Ω) = Hλ(Ω)⊕ (Hλ(Ω))⊥.
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Em [5], é mostrado que (Hλ(Ω))⊥ = (−∆ + λ)(H2
0 (Ω))L

2(Ω), ou seja, que (Hλ(Ω))⊥

é o fecho uniforme, em L2(Ω), do espaço (−∆ + λ)(H2
0 (Ω)).

Definimos o Funcional de Reciprocidade associado ao problema (3.2) como

R[f ](v) :=

∫
∂Ω

u
∂v

∂η
− v∂u

∂η
dσ =

∫
∂Ω

g
∂v

∂η
− vgηdσ, (3.3)

para toda função teste v ∈ Hλ(Ω).

Observação 3.1. O conceito deste funcional tem sido bastante estudado nos últimos

anos em trabalhos de identificação e reconstrução de fontes, ver [56], [14], [52] e [5].

Além disso, pela Identidade de Green,

R[f ](v) =

∫
∂Ω

g
∂v

∂η
− vgηdσ =

∫
Ω

vfdx, (3.4)

para toda v ∈ Hλ(Ω). Desta forma, é posśıvel definir também o seguinte operador

F [f ](v) :=

∫
Ω

vfdx, (3.5)

com v ∈ Hλ(Ω). Assim, a formulação variacional para o problema inverso de fonte

consiste em determinar uma função f tal que

F [f ](v) = R[f ](v), (3.6)

para toda v ∈ Hλ(Ω).

O operador F será estudado com mais detalhes no caṕıtulo 4.

Observação 3.2. No caso em que λ = κ2 > 0 (Helmholtz modificado), também

escrevemos Hκ2(Ω) = H−∆+κ2(Ω).

No próximo resultado estabelecemos uma equivalência entre a reconstrução do termo

fonte a partir do dado de Cauchy (considerando dado de Dirichlet nulo) e a partir

do funcional de reciprocidade.

Teorema 3.1. O dado de Cauchy unicamente determina a fonte f se, e somente

se, f é unicamente determinada pelo funcional R[f ](v), para toda v ∈ Hλ(Ω).

Demonstração. De fato, considere as fontes f1(x) e f2(x) para o problema (3.2),

com dado de Dirichlet nulo. Então, por definição,

R[f1](v)−R[f2](v) =

∫
∂Ω

(u1 − u2)
∂v

∂η
− v

(
∂u1

∂η
− ∂u2

∂η

)
dσ.
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Desta forma, se f1 e f2 geram o dado de Dirichlet nulo na fronteira , então

R[f1](v)−R[f2](v) =

∫
∂Ω

(g2
η − g1

η)vdσ,

para toda v ∈ Hλ(Ω). Note que para u ∈ H1(Ω), pelo teorema do traço, γ1u = gη ∈
H−1/2(∂Ω). Logo, a integral ∫

∂Ω

gηγ0vdσ

define um produto de dualidade entre H−1/2(∂Ω) × H1/2(∂Ω), tendo em vista que

Hλ(Ω) é homeomorfo a H1/2(∂Ω), ver [5]. Assim, temos

R[f1](v)−R[f2](v) =
〈
g2
η − g1

η, γ0v
〉
H−1/2(∂Ω)×H1/2(∂Ω)

.

Portanto, R[f1] = R[f2], em Hλ(Ω), é equivalente a g2
η = g1

η, em H−1/2(∂Ω).

Observação 3.3. Este teorema não garante a unicidade da reconstrução de fonte.

Este resultado garante que o problema de determinação de fonte, f , a partir do

dado de Neumann ou a partir do funcional de reciprocidade são equivalentes.

3.3 A Equivalência com o Problema Inverso de

Salto

Nesta seção, mostramos que o problema inverso de fonte caracteŕıstica é equivalente

a um problema inverso de salto.

Definição 3.1. Considere um conjunto aberto ω ⊂ Ω. Dizemos que ω é um suporte

de fonte admisśıvel se ω e Ω \ ω são conexos e regulares.

Considere o problema (3.1) com fonte da forma

f(x) = hχω(x) =

{
0, se x /∈ ω
h, se x ∈ ω,

onde h 6= 0 é constante e ω ⊂ Ω um suporte admisśıvel. Dizemos, neste caso, que

temos uma fonte caracteŕıstica com intensidade h. Note que podemos reescrever

este problema como o seguinte problema de transmissão
(−∆ + λ)u− = h, em ω,

(−∆ + λ)u+ = 0, em Ω\ω,
u+ = g, sobre ∂Ω,

(3.7)
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onde u− e u+ denotam a parte interna e a externa da solução, respectivamente. Seja

φ uma solução particular da equação

(−∆ + λ)φ = h.

Observe que se λ 6= 0, podemos tomar φ = h/λ e se λ = 0, podemos tomar

φ(x) = h‖x‖2/4. Logo, podemos dividir (3.7) em dois problemas com condições

adicionais sobre a fronteira ∂ω

(−∆ + λ)u+ = 0, em Ω\ω,
u+ = u−, sobre ∂ω,
∂u+

∂η
=
∂u−

∂η
, sobre ∂ω,

u+ = g, sobre ∂Ω

e 
(−∆ + λ)(u− − φ) = 0, em ω,

u− − φ = u+ − φ, sobre ∂ω,
∂

∂η
(u− − φ) =

∂u+

∂η
− ∂φ

∂η
, sobre ∂ω.

Assim, considerando

ϑ =

{
u+, em Ω\ω
u− − φ, em ω

(3.8)

temos que, a menos de φ, o problema (3.7) é equivalente ao problema inverso de

salto 

(−∆ + λ)ϑ = 0, em Ω\∂ω,
[ϑ] = −φ, sobre ∂ω,[
∂ϑ

∂η

]
= −∂φ

∂η
, sobre ∂ω,

ϑ = g, sobre ∂Ω,

(3.9)

onde [·] denota o salto sobre ∂ω, representando a diferença entre a parte interna e a

parte externa da função.

Portanto, denotando o funcional de reciprocidade deste problema como R[∂ω](·),
estabelecemos o seguinte resultado.

Teorema 3.2. Se Ω\ω é conexo, então R[χω] = R[∂ω]. Logo, o problema inverso

de fonte caracteŕıstica (3.1) é equivalente ao problema inverso de salto (3.9).

Demonstração. O funcional de reciprocidade para o problema inverso de salto, com
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v ∈ Hλ(Ω), aplicando a fórmula de Green ao conjunto conexo Ω \ ω̄, é dado por

R[∂ω](v) =

∫
∂Ω

(
ϑ+∂v

∂η
− v∂ϑ

∂η

+)
dσ =

= −
∫
∂ω+

(
ϑ+∂v

∂η
− v∂ϑ

∂η

+)
dσ +

∫
Ω\ω̄

=0︷ ︸︸ ︷(
ϑ+∆v − ϑ∆u+

)
dσ.

Observe que a orientação do vetor normal muda tomando ∂ω− como a fronteira de

ω, ao invés de ∂ω+ como parte da fronteira de Ω \ ω̄. Além disso, temos que

∫
∂ω−

(
ϑ−

∂v

∂η
− ϑ∂u

∂η

−)
dσ =

∫
ω

=0︷ ︸︸ ︷(
ϑ−∆v − v∆ϑ−

)
dσ = 0.

Logo, para toda v ∈ Hλ(Ω),

R[∂ω](v) =

∫
∂ω+

(
ϑ+∂v

∂η
− v∂ϑ

∂η

+)
dσ = −

∫
∂ω

(
[ϑ]

∂v

∂η
− v

[
∂ϑ

∂η

])
dσ

=

∫
∂ω

(
φ
∂v

∂η
− v∂φ

∂η

)
dσ =

∫
ω

(φ∆v − v∆φ) dx

=

∫
ω

fv dx = R[ω](v)

por (3.4).

Observação 3.4. Se Ω\ ω̄ não fosse conexo, esta equivalência não seria verdadeira,

tendo em vista que ∂ω+ 6= ∂ω−(= ∂ω).
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Caṕıtulo 4

A Reconstrução do Centroide de

Fontes Caracteŕısticas para

Equações de Helmholtz

Neste caṕıtulo, vamos estudar o problema inverso de fonte para equações de

Helmholtz, onde estaremos interessados em estudar fontes caracteŕısticas e fontes

pontuais.

Na seção 4.1, estabelecemos um resultado sobre uma nova fórmula proposta para

reconstruir o centro de massa (centroide) do suporte de uma fonte caracteŕıstica de

um subconjunto aberto, conexo e limitado do domı́nio considerado.

Na seção 4.2, apresentamos uma solução anaĺıtica, no caso circular, para a equação

de Helmholtz modificada, onde esta função será usada para realizarmos experimentos

numéricos de reconstrução do centroide.

Por fim, na seção 4.3, estudamos o problema inverso de fonte para equações de

Helmholtz para o caso de fontes pontuais.

4.1 O Teorema de Caracterização do Centroide

Nesta seção, apresentamos um novo resultado de determinação de centroide de um

conjunto estrelado. Este conjunto é considerado como o suporte de uma fonte carac-

teŕıstica no problema inverso posto para a equação de Helmholtz modificada (λ > 0)

ou para a equação de Helmholtz (λ < 0). Além disso, também mostramos que a

nova fórmula também é válida para fontes pontuais.

Considere κ =
√
λ 6= 0, onde κ ∈ R∗, se λ > 0, e κ ∈ C \ R, se λ < 0, onde Re(κ)

representa a parte real do número complexo κ. Considere também o termo fonte

f(x) = χω(x), onde χω é a função caracteŕıstica de um conjunto aberto, conexo,

limitado ω ⊂ Ω, cuja fronteira , ∂ω, é de classe C1, para o problema inverso (3.2),
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onde SN−1 denota a fronteira da bola aberta unitária em RN .

Logo, tomando a função teste vϕ(x) = eκϕ·(x−p) ∈ Hλ(Ω), onde ϕ ∈ SN−1 e p ∈ RN

são arbitrários, o funcional de reciprocidade para o problema (3.2) é dado, por

definição,

R[χω]
(
eκϕ·(x−p)

)
=

∫
∂Ω

gκ(ϕ · η)eκϕ·(x−p) − gηeκϕ·(x−p)dσ.

Por outro lado, por (3.4), temos que

R[χω]
(
eκϕ·(x−p)

)
=

∫
ω

eκϕ·(x−p)dx. (4.1)

Observação 4.1. Note que

R[χω]
(
eκϕ·(x−p)

)
= e−κϕ·pR[χω] (eκϕ·x) .

Desta forma, é posśıvel determinar uma mudança de variáveis tais que p ∈ RN seja

a origem de um novo sistema de coordenada. Logo, definimos, para ϕ ∈ SN−1,

R[χω](ϕ) := R[χω] (eκϕ·x) .

No que se segue, vamos supor que a origem do sistema de coordenadas, p, é o

centroide de um conjunto estrelado ω ⊂ Ω, cuja fronteira, ∂ω, é parametrizada por

uma função R : SN−1 → R+
∗ , em L1(SN−1).

Assim, por (4.1),

R[χω]
(
eκϕ·(x−p)

)
=

∫
ω

eκϕ·(x−p)dx =

∫
SN−1

∫ R(θ)

0

eκρϕ·θρN−1dρdθ.

Por outro lado, por (3.5), podemos reescrever o operador F como

F [R](ϕ) =

∫
SN−1

∫ R(θ)

0

eκρϕ·θρN−1dρdθ.

Logo, temos que

F [R](ϕ) = R[χω]
(
eκϕ·(x−p)

)
= e−κϕ·pR[χω] (ϕ) , (4.2)

para toda ϕ ∈ SN−1.

Proposição 4.1. Seja ω ⊂ Ω um conjunto estrelado, cuja fronteira, ∂ω, é parame-

trizada pela função R ∈ L1(SN−1). Então

F [R](ϕ) = F [R](−ϕ), ∀ϕ ∈ SN−1.
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Demonstração. De fato, seja ϕ ∈ SN−1 uma direção arbitrária. Considere os con-

juntos

Sϕ± := {θ ∈ SN−1;±ϕ · θ > 0}

e

Sϕ0 := {θ ∈ SN−1;ϕ · θ = 0}.

Logo, SN−1 = Sϕ− ∪ Sϕ0 ∪ Sϕ+ e, então,

F [R](ϕ) =

∫
SN−1

∫ R(θ)

0

eκρϕ·θρN−1dρdθ

=

∫
Sϕ+

∫ R(θ)

0

eκρϕ·θρN−1dρdθ +

∫
Sϕ0

∫ R(θ)

0

ρN−1dρdθ

+

∫
Sϕ−

∫ R(θ)

0

eκρϕ·θρN−1dρdθ.

Por outro lado, note que

F [R](−ϕ) =

∫
SN−1

∫ R(θ)

0

eκρ(−ϕ)·θρN−1dρdθ

=

∫
SN−1

∫ R(θ)

0

e−κρϕ·θρN−1dρdθ

=

∫
S−ϕ+

∫ R(θ)

0

e−κρϕ·θρN−1dρdθ +

∫
S−ϕ0

∫ R(θ)

0

ρN−1dρdθ

+

∫
S−ϕ−

∫ R(θ)

0

e−κρϕ·θρN−1dρdθ.

Assim, como S−ϕ± = Sϕ∓ e S−ϕ0 = Sϕ0 , então∫
S−ϕ+

∫ R(θ)

0

e−κρϕ·θρN−1dρdθ =

∫
Sϕ−

∫ R(θ)

0

eκρϕ·θρN−1dρdθ,

e ∫
S−ϕ−

∫ R(θ)

0

e−κρϕ·θρN−1dρdθ =

∫
Sϕ+

∫ R(θ)

0

eκρϕ·θρN−1dρdθ.

Portanto,

F [R](ϕ) = F [R](−ϕ).

Desta forma, como ϕ é arbitrário, temos que F [R](ϕ) = F [R](−ϕ), para todo

ϕ ∈ SN−1.

Observe que, pela proposição 4.1 e por (4.2),

e−κϕ·pR[χω](ϕ) = eκϕ·pR[χω](−ϕ).
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Portanto,

e2κϕ·p =
R[χω](ϕ)

R[χω](−ϕ)
,

ou seja,

ϕ · p =
1

2κ
ln

(
R[χω](ϕ)

R[χω](−ϕ)

)
. (4.3)

Desta forma, estabelecemos o seguinte resultado novo de caracterização e identi-

ficação do centroide de suportes estrelados no problema inverso de fonte.

Teorema 4.2. Seja ω ⊂ Ω um conjunto estrelado e seja f(x) = χω(x) o termo fonte

para o problema inverso (3.2). Então o centroide, p, de ω pode ser determinado por

ϕ · p =
1

2κ
ln

(
R[χω](ϕ)

R[χω](−ϕ)

)
, (4.4)

onde ϕ ∈ SN−1 .

Corolário 4.1. Sejam f1 = χω1 e f2 = χω2 duas fontes caracteŕısticas para o

problema inverso (3.2), com ω1, ω2 ⊂ Ω subconjuntos estrelados. Se estas fontes

geram o mesmo dado de Cauchy sobre a fronteira, então estas fontes possuem o

mesmo centroide determinado por (4.4).

Demonstração. De fato, sejam p1 e p2 centroides dos conjuntos ω1 e ω2, respectiva-

mente. Se χω1 e χω2 geram o mesmo dado de Cauchy sobre a fronteira, então estas

fontes geram o mesmo funcional de reciprocidade com função teste exponencial, ou

seja,

R[χω1 ](ϕ) = R[χω2 ](ϕ),

para toda ϕ ∈ SN−1. Então, pelo teorema, ϕ · p1 = ϕ · p2, para toda ϕ ∈ SN−1.

Portanto, p1 = p2.

Observação 4.2. Note que a volta do teorema 4.2 não é verdadeira. De fato, se

as fontes χω1 e χω2 possuem o mesmo centroide, então não é verdade que estas

fontes geram o mesmo dado de Cauchy sobre a fronteira ou o mesmo funcional de

reciprocidade. Se estas fontes possuem o mesmo centroide, então é verdade que

R[χω1 ](ϕ)

R[χω2 ](ϕ)
=
R[χω1 ](−ϕ)

R[χω2 ](−ϕ)
,

para toda ϕ ∈ SN−1.

No caso em que duas fontes caracteŕısticas χω1 e χω2 possuem o mesmo centroide,

com R1 e R2 parametrizando as fronteiras ∂ω1 e ∂ω2, respectivamente, então temos

o seguinte resultado sobre o comportamento do operador F [·].
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Teorema 4.3. Dados R1, R2 ∈ L1(SN−1), então existe uma constante C =

C(N,R1, R2) > 0, tal que

‖F [R1]− F [R2]‖L1(SN−1) ≤ C‖R1 −R2‖L1(SN−1),

ou seja, o operador F é cont́ınuo em L1(SN−1).

Demonstração. Sejam R1, R2 parametrizações L1(SN−1) das fronteiras dos conjuntos

ω1 ⊂ Ω e ω2 ⊂ Ω, respectivamente, com o mesmo centroide. Note que

|F [R1](ϕ)− F [R2](ϕ)| =

∣∣∣∣∣
∫
SN−1

∫ R1(θ)

R2(θ)

eκrϕ·θrN−1drdθ

∣∣∣∣∣ .
Considerando a seguinte mudança de coordenadas para a integral acima

r = ρ(R1(θ)−R2(θ)) +R2(θ),

temos

|F [R1](ϕ)− F [R2](ϕ)| =

∣∣∣∣∫
SN−1

(R1(θ)−R2(θ))Gϕ(θ)dθ

∣∣∣∣
≤

∫
SN−1

|R1(θ)−R2(θ)||Gϕ(θ)|dθ,

onde

Gϕ(θ) :=

∫ 1

0

eκ(ρ(R1(θ)−R2(θ))+R2(θ))ϕ·θ[ρ(R1(θ)−R2(θ)) +R2(θ)]N−1dρ.

Como |R1(θ) − R2(θ)| < diam(Ω) e ρ ≤ 1, onde diam(Ω) denota o diâmetro de Ω,

temos que

|ρ(R1(θ)−R2(θ)) +R2(θ)|N−1 ≤ (2diam(Ω))N−1,

tendo em vista que R2 < diam(Ω) e |R1(θ) − R2(θ)| < diam(Ω). Analogamente,

como ϕ · θ ≤ 1, temos que

κ(ρ(R1(θ)−R2(θ)) +R2(θ))ϕ · θ ≤ 2κdiam(Ω).

Desta forma,

|Gϕ(θ)| ≤ (2diam(Ω))N−1e2κdiam(Ω),

e, então,

‖F [R1]− F [R2]‖L1(SN−1) ≤ ‖R1 −R2‖L1(SN−1)

(
(2diam(Ω))N−1e2κdiam(Ω)

)
µ(SN−1),
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onde µ(SN−1) denota a medida de Lebesgue de SN−1.

Portanto, denotando C := (2diam(Ω))N−1e2κdiam(Ω)µ(SN−1) > 0, obtemos

‖F [R1]− F [R2]‖L1(SN−1) ≤ C‖R1 −R2‖L1(SN−1).

O próximo resultado é sobre a coercividade do operador F [·].

Teorema 4.4. Se ω ⊂ Ω é um conjunto estrelado com fronteira parametrizada por

uma função R ∈ L1(SN−1), então F [R] ∈ L1(SN−1). Além disso, vale a seguinte

desigualdade

‖F [R]‖L1(SN−1) ≥ C‖R‖NL1(SN−1),

onde a constante C é dada por C = e−κdiam(Ω)/N > 0.

Demonstração. De fato, observe que a função h(x) := eκϕ·(x−p) é cont́ınua. Como

ω ⊂ Ω, com Ω limitado, então ω é compacto, além de conexo, por ser estrelado.

Logo, h assume, pelo menos, um máximo e um mı́nimo em ω.

Desta forma, considerando um caminho cont́ınuo γ(t), t ∈ [0, 1], com γ([0, 1]) ⊂ ω,

ligando estes dois pontos, então, pelo teorema do valor médio para integrais, ver

[59], existe x ∈ γ((0, 1)), tal que

F [R](ϕ) = eκρϕ·θ
∫
SN−1

∫ R(θ)

0

ρN−1dρdθ. (4.5)

Assim, obtemos

F [R](ϕ) = eκρϕ·θ
∫
ω

1dx = µ(ω)eκρϕ·θ > 0,

ou seja,

‖F [R]‖L1(SN−1) =

∫
SN−1

|F [R](ϕ)|dϕ = µ(ω)

∫
SN−1

eκρϕ·θdϕ <∞.

Por outro lado, por (4.5),

F [R](ϕ) = eκρϕ·θ
∫
SN−1

∫ R(θ)

0

ρN−1dρdθ

=
eκρϕ·θ

N

∫
SN−1

(R(θ))Ndθ. (4.6)

Logo, como a função a 7→ aN é convexa, visto que N = dim(RN) ∈ Z+
∗ , pela
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desigualdade de Jensen, obtemos

F [R](ϕ) ≥ eκρϕ·θ

Nµ(SN−1)

(∫
SN−1

R(θ)dθ

)N
=

eκρϕ·θ

Nµ(SN−1)
‖R‖NL1(SN−1) . (4.7)

Desta forma, como −1 ≤ ϕ · θ̄ e ρ̄ ≤ diam(Ω), então por (4.7),

‖F [R]‖L1(SN−1) ≥
e−κdiam(Ω)

Nµ(SN−1)
‖R‖NL1(SN−1)

∫
SN−1

1dσ =
e−κdiam(Ω)

N
‖R‖NL1(SN−1).

Portanto, definindo a constante C = C(N) :=
e−κdiam(Ω)

N
> 0, obtemos

‖F [R]‖L1(SN−1) ≥ C‖R‖NL1(SN−1).

Observação 4.3. Note que, pelo teorema 4.4 e por (4.1), temos que

‖R[χω]‖L1(SN−1) ≥ C‖R‖NL1(SN−1),

ou seja,

‖R‖L1(SN−1) ≤
1

C1/N
‖R[χω]‖1/N

L1(SN−1)
.

Desta forma, dependendo do valor da constante C, é posśıvel estabelecer um ar-

gumento do tipo ponto-fixo, tendo em vista que é posśıvel calcular numericamente

o funcional de reciprocidade e queremos determinar uma aproximação da parame-

trização da fronteira ∂ω, R.

Observação 4.4. Outra caracteŕıstica que é posśıvel obter é o raio efetivo ou raio

médio, rM . Este raio é obtido aproximando a função teste do problema de Helmholtz

modificado pela função teste do problema de Laplace identicamente igual a 1. Desta

forma,

v ' 1⇒ R[χω](v) ' RL[fp](1),

onde R[χω](v) é o funcional de reciprocidade para o problema inverso de fonte para

a equação de Helmholtz modificada, com função teste v, e RL[fp](1) é o funcional de

reciprocidade para o problema inverso de fonte pontual para equação de Laplace, com

função teste identicamente igual a 1. O problema com fonte pontual será estudado

melhor na seção 4.3. Logo,

R[χω](v) ' −
∫
ω

1dx = −µ(ω) ' −α = RL[fp](1),
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onde µ(ω) é a medida de Lebesgue do conjunto ω ⊂ Ω. Desta forma, obtemos a

seguinte aproximação para o caso bidimensional

µ(ω) ≈ πr2
M ' α =⇒ rM '

√
α

π
. (4.8)

O raio médio, rM , é importante porque com esta informação e com o centroide do

conjunto estrelado é posśıvel determinar uma estimativa inicial para o processo ite-

rativo que busca a melhor aproximação para o conjunto estrelado como foi abordado

no caṕıtulo 5.

4.2 Experimentos Numéricos para Determinação

do Centroide

Nesta seção vamos apresentar uma solução particular da equação de Helmholtz

modificada, na qual será usada para comparar com a solução numérica obtida pelo

método das soluções fundamentais. A seguir, vamos apresentar alguns experimentos

numéricos no qual será determinado o centroide para diferentes tipos de suportes

para a fonte caracteŕıstica.

4.2.1 Experimento, via MFS, com solução anaĺıtica no caso

circular

Nesta subseção vamos estudar o problema de determinação do centroide no caso

circular. Considere, para λ = κ2 > 0, com κ > 0, a equação de Helmholtz com uma

fonte caracteŕıstica χω, onde ω ⊂ Ω ⊂ R2, dada por

(−∆ + κ2)u = χω, em Ω. (4.9)

Vamos estudar o caso em que ω seja um ćırculo, centrado em um ponto (xc, yc), com

raio r̃, e que o domı́nio Ω seja também dado por um ćırculo, centrado na origem, de

raio R > r̃. Note que, neste caso, o centro de massa (centroide) de ω coincide com

o centro (xc, yc).

Considere a função radial Q, dada por

Q(x, y) = Q(r) =


I1(r̃κ)K0(κr) + I0(κr)K1(r̃κ)

κ2(I1(r̃κ)K0(r̃κ) + I0(r̃κ)K1(r̃κ))
, se r > r̃,

1/κ2, se r ≤ r̃,
(4.10)

onde r =
√

(x− xc)2 + (y − yc)2 e Iα e Kα são as funções de Bessel modificadas do

primeiro e segundo tipo de ordem α, respectivamente.
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Lema 4.1. A função Q(x, y) = Q(r), dada por (4.10), é uma solução particular da

equação (4.9).

Demonstração. De fato, se r ≤ r̃, então 1/κ2 satisfaz (−∆ + κ2)u = 1. No caso em

que r̃ < r < R, podemos usar coordenadas polares e as propriedades das funções de

Bessel modificadas, [65], [66], [55], para concluir que

∆I0(κr) =
∂2I0

∂r2
(κr) +

1

r

∂I0

∂r
(κr) +

1

r2

∂2

∂θ2
I0(κr) = κ2I0(κr)

e

∆K0(κr) =
∂2K0

∂r2
(κr) +

1

r

∂K0

∂r
(κr) +

1

r2

∂2

∂θ2
K0(κr) = κ2K0(κr).

Logo, −∆Q+ κ2Q = 0, se r̃ < r < R. Além disso,

lim
r→r̃+

Q(r) = 1/κ2 = lim
r→r̃−

Q(r)

e

lim
r→r̃+

∂Q

∂η
(r) = lim

r→r̃+

dQ

dr
(r) = 0 = lim

r→r̃−

dQ

dr
(r).

A função Q, dada por (4.10), será utilizada no experimento a seguir para comparação

com a solução do problema direto obtida pelo método das Soluções Fundamentais.

Experimento 4.2.1. Neste experimento bidimensional foi considerado que λ = 1

em (7.2) e, além disso, foi considerado Ω = B1(0, 0) e ω = B0.3(−0.3,−0.2), ou

seja, ω é a bola aberta, centrada no ponto (−0.3,−0.2), com raio 0.3. Neste caso,

o centroide do conjunto ω coincide com seu centro, ou seja, o centroide é o ponto

(−0.3,−0.2).

Note que , pelo lema 4.1, temos uma solução anaĺıtica radial Q, dada por (4.10),

considerando r̃ = 0.3, R = 1 e (xc, yc) = (−0.3,−0.2). Além disso, foram considera-

dos 629 pontos em cada fronteira f́ısica e 252 pontos de fonte (fronteiras fict́ıcias).

Assim, foi resolvido o problema direto, usando o método das soluções fundamentais,

ver seções 2.1 e 5.1, considerando como dado de Dirichlet a projeção de Q em ∂Ω,

i. e., γ0Q, em ∂Ω.

Portanto, como mostrado na figura 4.1 , a solução obtida pelo MFS, u(x, y),

mostrou-se muito próxima da solução anaĺıtica Q, tendo em vista que o erro foi

da ordem de 10−6 .

Para determinação do centroide, o funcional de reciprocidade foi calculado consi-

derando o dado de Cauchy em função da representação em série da solução do

problema direto, u. Assim, definimos o dado de Dirichlet e de Neumann como γ0u

e γ1u, sobre ∂Ω, respectivamente.
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Figura 4.1: Erro entre a solução anaĺıtica, Q, e a solução pelo MFS

Com isto, o centroide determinado está bem próximo do original, conforme tabela

4.1, onde o erro da posição foi calculado pela norma euclideana da diferença entre

o centroide original e o calculado. Nesta tabela também foi considerada a ação de

rúıdo relativo de 1%, 5% e 10% no dado de Cauchy. Neste caso, foi considerado o

mesmo rúıdo tanto no dado de Dirichlet, quanto no dado de Neumann.

Centroide Calculado Erro da Posição
Rúıdo 0% (-0.3,-0.2) 3.06719× 10−9

Rúıdo 1% (-0.309532, -0.190297) 0.0136012
Rúıdo 5% (-0.324528, -0.144536) 0.0606459
Rúıdo 10% (-0.368817, -0.135365) 0.0944107

Tabela 4.1: Erro do Centroide - Caso Circular

Na tabela 4.2, foi fixado rúıdo de 1% sobre o dado de Dirichlet e feito o rúıdo sobre

o dado de Neumann variar até 10%.

Por outro lado, na tabela 4.3, foi fixado rúıdo de 10% sobre o dado de Dirichlet e

feito o rúıdo sobre o dado de Neumann variar até 10%. Este resultado foi pior do

que quando considerado rúıdo de 1% no dado de Dirichlet.

Desta forma, aparentemente, o dado de Dirichlet parece ter uma influência maior

sobre a determinação do centroide.
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Centroide Calculado Erro da Posição
Rúıdo 0% (-0.296432, -0.209535) 0.0101805
Rúıdo 1% (-0.316809, -0.183237) 0.0237395
Rúıdo 5% (-0.332893, -0.181616) 0.0376822
Rúıdo 10% (-0.343313, -0.181448) 0.0471187

Tabela 4.2: Erro do Centroide - Caso Circular - Rúıdo Dirichlet fixo 1%

Centroide Calculado Erro da Posição
Rúıdo 0% (-0.238834, -0.206423) 0.0615019
Rúıdo 1% (-0.33233, -0.126357) 0.0804273
Rúıdo 5% (-0.335185, -0.118567) 0.0887092
Rúıdo 10% (-0.264065, -0.0816816) 0.123655

Tabela 4.3: Erro do Centroide - Caso Circular - Rúıdo Dirichlet fixo 10%

4.2.2 Experimentos Numéricos para Obtenção do Centroide

- Caso Não-Circular

Nesta subseção vamos estudar o problema de determinação do centroide para dife-

rentes tipos de suportes estrelados, não circulares. O objetivo é verificar a eficiência

da nova fórmula apresentada no teorema 4.2.

Nos experimentos 4.2.2 e 4.2.3, foi considerado λ = 1 (equação de Helmholtz). No

experimento 4.2.4, foi considerado λ = −1 (equação de Helmholtz modificada).

Além disso, foi imposto rúıdo relativo sobre os pontos de colocação do domı́nio, ou

seja, a fronteira ∂Ω foi discretizada e o funcional de reciprocidade, agora discreto,

foi determinado com o dado de Dirichlet em cada elemento desta lista de pontos e

multiplicado por uma função randômica do tipo (1 + ε1), onde ε1 é o rúıdo conside-

rado. Esta função randômica é uma função pré-definida no software Mathematica,

onde a entrada dela é o intervalo onde será tomado ε1.

Experimento 4.2.2. Neste experimento foi considerado o domı́nio Ω como sendo

o interior da elipse parametrizada por R(t) = (cos(t), 0.5 sen(t)), t ∈ [0, 2π], e o

suporte da fonte como o conjunto estrelado ω, com centroide (0.3,−0.1), cuja fron-

teira, ∂ω, é parametrizada por r(t) = (0.3 + (0.2− 0.1 cos(7t)) cos(t),−0.1 + (0.2−
0.1 cos(7t))( sen(t)), t ∈ [0, 2π], como mostrado na figura 4.2.

De forma análoga ao experimento 4.2.1, foram considerados 629 pontos de colocação

e 252 pontos de fonte.

Observe que, neste caso, como não temos uma solução anaĺıtica para o problema,

não foi posśıvel realizar uma comparacão entre as soluções anaĺıtica e numérica,

como no experimento anterior.

Neste problema, consideramos o problema direto com dado de Dirichlet nulo. O
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Figura 4.2: Domı́nio do Problema - 7-Estrelado dentro da Elipse

centroide foi determinado como no último experimento, onde consideramos que os

dados de Dirichlet e Neumann possúıssem o mesmo rúıdo relativo. O resultado

obtido pode ser visto na tabela 4.4.

Centroide Calculado Erro da Posição
Rúıdo 0% (0.300056, -0.0999748) 6.13069× 10−5

Rúıdo 1% (0.300221, -0.100107) 0.000245237
Rúıdo 5% (0.298224, -0.100325) 0.00180583
Rúıdo 10% (0.297488, -0.101851) 0.00312016

Tabela 4.4: Erro do Centroide - Caso 7-Estrelado

Experimento 4.2.3. Neste experimento foi considerado o domı́nio Ω como sendo

o ćırculo unitário, centrado na origem, e o suporte da fonte ω como o interior do

quadrado, centrado em (xc, yc) = (0.4,−0.2), parametrizado por r(t) = (xc, yc) +

ξ(t)(cos(t), sen(t)), t ∈ [0, 2π], onde

ξ(t) =



0.3

cos(t)
, se 0 ≤ t <

π

4
,

0.3

sen(t)
, se

π

4
≤ t <

3π

4
,

−0.3

cos(t)
, se

3π

4
≤ t <

5π

4
,

−0.3

sen(t)
, se

5π

4
≤ t <

7π

4
,

0.3

cos(t)
, se

7π

4
≤ t ≤ 2π,

(4.11)

como mostrado na figura 4.3.

Neste experimento, novamente foi considerado dado de Dirichlet nulo no problema

direto. Entretanto, diferentemente dos outros experimentos, neste caso consideramos

200 pontos de colocação e 100 pontos de fonte, tendo em vista que os resultados já

foram satisfatórios.

Assim, o centroide foi determinado como nos últimos experimentos, considerando

rúıdo relativo somente sobre o dado de Neumann. Os resultados obtidos estão mos-
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Figura 4.3: Domı́nio do Problema - Caso Quadrado dentro do Ćırculo

trados na tabela 4.5.

Centroide Calculado Erro da Posição
Rúıdo 0% (0.400002, -0.199989) 0.0000115749
Rúıdo 1% (0.399996, -0.199778) 0.000221949
Rúıdo 5% (0.401539, -0.201175) 0.0019363
Rúıdo 10% (0.397216, -0.196766) 0.00426754

Tabela 4.5: Erro do Centroide - Caso Quadrado

Experimento 4.2.4. Neste experimento, foi considerado o domı́nio Ω como

o interior do ćırculo unitário, centrado na origem, parametrizado por R(t) =

(cos(t), sen(t)), t ∈ [0, 2π], e o suporte da fonte ω como o conjunto estrelado,

com centroide (xc, yc) = (0.4,−0.2), cuja fronteira é parametrizada por r(t) =

(xc, yc) + (0.3 − 0.15 cos(3t))(cos(t), sen(t)), t ∈ [0, 2π], como mostrado na figura

5.11a.
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Figura 4.4: Domı́nio do Problema - 3-Estrelado dentro ćırculo, κ complexo

Além disso, neste experimento, consideramos κ =
√
−1 = i, um número complexo.

Consequentemente, a solução fundamental considerada no método MFS, ver (2.8),
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será dada por

Φκ(x) =
i

4
H

(1)
0 (
√
−κ2|x|),

onde H
(1)
0 é a função de Hänkel do primeiro tipo de ordem zero e, então, os re-

sultados obtidos também serão números complexos. Como no último experimento,

consideramos 200 pontos de colocação e 100 pontos de fonte, com dado de Dirichlet

nulo no problema direto.

Os resultados obtidos foram satisfatórios, como mostrado na tabela 4.6, onde o erro

entre o centroide exato e o calculado foi medido com a parte real destes valores,

tendo em vista que as partes imaginárias foram muito pequenas.

Centroide Calculado Erro da Posição
Rúıdo 0% (0.400697 + 9.46942× 10−7i, -0.2 + 6.43473× 10−8i) 0.000696922
Rúıdo 1% (0.400715 + 9.52632× 10−7i, -0.199901 + 1.10503× 10−8i) 0.000722001
Rúıdo 5% (0.398665 + 7.72773× 10−7i, -0.201086 - 3.34906× 10−8i) 0.00172124
Rúıdo 10% (0.396216 + 9.64432× 10−7i, -0.198987 - 4.3447× 10−7i) 0.00391735

Tabela 4.6: Erro do Centroide - Caso κ complexo

Portanto, como pôde ser observado nos experimentos, a nova fórmula proposta para

determinação do centroide mostrou-se bastante eficiente.

4.3 O Caso de Fontes Pontuais

Nesta seção vamos estudar o problema inverso de fonte para uma única fonte pontual

e para uma combinação linear de fontes pontuais.

Considere o problema inverso de Helmholtz com a única fonte pontual do tipo

fp(x) = αδp(x),

onde δp(x) é a distribuição delta de Dirac, centrada no ponto p ∈ RN e α > 0

é a intensidade desta fonte. Desta forma, tomando vϕ(x) = eκϕ·x em (3.6) , com

ϕ ∈ SN−1, e κ =
√
λ,

R[fp](ϕ) := R[fp](vϕ) = αeκϕ·p,∀ϕ ∈ SN−1.

Assim, como R[fp](−ϕ) = αe−κϕ·p, a intensidade da fonte pode ser determinada da

seguinte forma

α =
√
R[fp](ϕ).R[fp](−ϕ) > 0. (4.12)

Observe que a intensidade da fonte pontual não depende da direção escolhida ϕ ∈
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SN−1, como esperado. Além disso, como

R[fp](ϕ)

R[fp](−ϕ)
= e2κϕ·p,

a posição da fonte pontual pode ser determinada da seguinte forma

ϕ · p =
1

2κ
ln

(
R[fp](ϕ)

R[fp](−ϕ)

)
, (4.13)

onde ϕ ∈ SN−1. Note que a posição desta fonte pode ser determinada tomando ϕ

como os vetores da base canônica de RN .

Observe que estabelecemos os seguintes resultados de caracterização e unicidade de

uma única fonte pontual.

Teorema 4.5. Suponha que o termo fonte do problema inverso (3.2) é dado por

f(x) = αδp(x), com α > 0 e p ∈ RN . Então a intensidade da fonte, α, é dada por

(4.12) e a posição da fonte, p, é dada por (4.13).

Corolário 4.2. Considere duas fontes pontuais para o problema inverso (3.2), dadas

por f1(x) = α1δp1(x) e f2(x) = α2δp2(x). Se f1 e f2 geram o mesmo dado de Cauchy

sobre a fronteira, então f1 = f2.

Demonstração. De fato, se f1 e f2 geram o mesmo dado de Cauchy sobre a fron-

teira, então estas fontes geram o mesmo funcional de reciprocidade com função teste

exponencial, ou seja,

R[f1](ϕ) = R[f2](ϕ),

para toda ϕ ∈ SN−1. Então, pelo teorema 4.5,

R[f1](ϕ).R[f1](−ϕ) = R[f2](ϕ).R[f2](−ϕ)

e

ϕ · p1 = ϕ · p2,

para toda ϕ ∈ SN−1. Portanto, α1 = α2 e p1 = p2.

Observação 4.5. Note que, por (4.13) e (4.4), obtemos a mesma expressão de

caracterização tanto do centroide de fontes caracteŕısticas, quanto da posição de

uma única fonte pontual.

Considere, agora, o termo fonte definido como combinação linear finita de fontes

pontuais da forma

f(x) =
M∑
i=1

αiδpi(x).
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Para este tipo de fonte, é posśıvel estabelecer um resultado de unicidade, apresentado

abaixo. Este resultado foi mostrado por El Badia e Nara, [9].

Teorema 4.6. Considere as fontes para o problema inverso (3.2) dadas por f1(x) =∑M1

i=1 αiδpi(x) e f2(x) =
∑M2

j=1 βjδqj(x), onde pi e qj são distintos entre si. Se f1 e f2

geram o mesmo dado de Cauchy sobre a fronteira, então f1 = f2, ou seja, M1 = M2,

αi = βi e pi = qi, para i = 1, 2, ...,M1.

Demonstração. Seja ui solução do problema inverso (3.2), com termo fonte fi, i =

1, 2. Logo, considerando as funções u := u1 − u2 e F := f1 − f2, nós temos que u é

solução de 
(−∆ + κ2)u = F, em Ω,

u = 0, sobre ∂Ω,
∂u

∂η
= 0, sobre ∂Ω.

Assim, pelo teorema de Holmgren, a partir de

u|∂Ω =
∂u

∂η
|∂Ω = 0,

devemos ter u = 0 em Ω\({pi; i = 1, 2, ...,M1} ∪ {qj; j = 1, 2, ...,M2}), ou seja, u

deverá ser uma combinação linear finita de deltas de Dirac centradas nos pontos

{pi; i = 1, 2, ...,M1} ∪ {qj; j = 1, 2, ...,M2}) e de suas derivadas. Além disso, F ∈
H−1−s(Ω), para s > 0, ver, por exemplo, [9].

Por outro lado, se F ∈ H−1−s(Ω), para s > 0, então u ∈ H1−s(Ω), para s > 0.

Entretanto, u é combinação linear finita de deltas de Dirac, pertencendo, portanto,

à mesma classe de F , ou seja, H−1−s(Ω), com s > 0. Desta forma, isto somente é

posśıvel se F ≡ 0, ou seja,

M1∑
i=1

αiδpi(x)−
M2∑
j=1

βjδqj(x) ≡ 0.

Portanto, como as posições são distintas e as deltas de Dirac são linearmente inde-

pendentes, obtemos

M1 = M2, αi = βi, e pi = qi,

para i = 1, 2, ...,M1, ou seja, f1 = f2.
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Caṕıtulo 5

A Reconstrução da Fronteira de

Fontes Caracteŕısticas usando o

Método das Soluções

Fundamentais

Ao estudarmos um problema inverso com fonte caracteŕıstica, existem duas in-

formações importantes que esperamos reconstruir: O baricentro (centroide) do su-

porte da fonte e a função que parametriza a fronteira do suporte.

O problema de reconstrução do centroide foi estudado no caṕıtulo 4, onde foi forne-

cida uma nova fórmula para a sua reconstrução.

O problema de reconstrução da fronteira do suporte vem sendo estudado por muitos

autores através de vários métodos numéricos para realizar uma estimativa deste

termo, tendo em vista que a unicidade é um problema em aberto.

Na seção 5.1, é estudado o problema direto com fonte caracteŕıstica para equações de

Helmholtz. Este problema é estudado através do método das soluções fundamentais

(MFS) para determinação de sua solução numérica.

Na seção 5.2, é constrúıdo um funcional relacionado ao ”erro”cometido na apro-

ximação do suporte original da fonte caracteŕıstica.

Desta forma, a solução numérica pelo MFS e o funcional ”erro cometido”serão utili-

zados na seção 5.3, onde são realizados experimentos numéricos sobre reconstrução

da fronteira do suporte do termo fonte, através de um método numérico já estabe-

lecido.

5.1 O Problema Direto via MFS

Considere o problema direto associado à equação de Helmholtz
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{
(−∆ + λ)u = f, em Ω,

u = g, sobre ∂Ω.
(5.1)

onde o termo fonte f = hχω, com h 6= 0 constante e ω ⊂ Ω é aberto, conexo e

limitado, com fronteira de classe C1.

Pela seção 3.3, sabemos que o problema (5.1) pode ser escrito como o seguinte

problema de transmissão
(−∆ + λ)u− = h, em ω,

(−∆ + λ)u+ = 0, em Ω\ω,
u+ = g, sobre ∂Ω,

(5.2)

onde u− e u+ denotam a parte interna e a externa da solução, respectivamente.

Além disso, se φ for uma solução particular da equação

(−∆ + λ)φ = h,

onde podemos tomar

φ(x) =


h

λ
, se λ 6= 0,

h
‖x‖2

4
, se λ = 0,

(5.3)

então, pelo Teorema 3.2, o problema (5.2) é equivalente ao problema de salto

(−∆ + λ)ϑ = 0, em Ω\∂ω,
[ϑ] = −φ, sobre ∂ω,[
∂ϑ

∂η

]
= −∂φ

∂η
, sobre ∂ω,

ϑ = g, sobre ∂Ω,

(5.4)

onde

ϑ =

{
u+, em Ω\ω,
u− − φ, em ω.

Desta forma, vamos estudar o problema (5.4) para determinar sua solução através

do Método das Soluções Fundamentais, ou seja, através deste método, vamos deter-

minar ϑ+ e ϑ−, supondo φ da forma (5.3), e, consequentemente, determinar u+ e

u−.

Para isto, considere as seguintes expansões em solução fundamental

ϑ−(x) =

p∑
i=1

αiΦλ(
√
λ|x− ci|),
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com ci ∈ γ, e

ϑ+(x) =

q∑
j=1

βIjΦλ(
√
λ|x− aj|) +

r∑
l=1

βEl Φλ(
√
λ|x− bl|),

com aj ∈ ΓI e bl ∈ ΓE, onde Φλ é uma solução fundamental da equação de Helmholtz,

ou seja, Φλ satisfaz

(−∆ + λ)Φλ = δ,

onde δ é a distribuição Delta de Dirac. Pelo caṕıtulo 2, sabemos que as curvas

γ,ΓI e ΓE são chamadas de fronteiras fict́ıcias (ou curvas fict́ıcias) do problema e

os conjuntos de pontos

{ci, i = 1, 2, ..., p} ⊂ γ,

{aj, j = 1, 2, ..., q} ⊂ ΓI ,

{bl, l = 1, 2, ..., r} ⊂ ΓE

são chamados pontos de fonte para o problema. As curvas fict́ıcias para o problema

são escolhidas de forma que:

• A curva γ seja suave, externa à ω, com γ ⊂ (Ω\ω);

• A curva ΓI seja suave, externa à Ω\ω, com ΓI ⊂ ω;

• A curva ΓE seja suave, externa à Ω\ω, com ΓE ⊂ Ωc.

De fato podemos ter a seguinte representação:

Ω

ω

ΓI

ΓE

γ

Note que, neste momento, possúımos dois tipos de fronteiras: as f́ısicas, ∂Ω e ∂ω, e

as fict́ıcias, γ,ΓI e ΓE.
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As fronteiras f́ısicas são as fronteiras reais do domı́nio onde o problema está posto. As

fronteiras fict́ıcias são curvas escolhidas onde serão tomados os pontos de fonte para

a elaboração, juntamente com os pontos de colocação, do sistema linear associado.

Assim, para que ϑ seja solução de (5.4) é necessário que ϑ satisfaça às seguintes

condições de fronteira:

• [ϑ] = −φ, sobre ∂ω:
q∑
j=1

βIjΦλ(
√
λ|x− aj|) +

r∑
l=1

βEl Φλ(
√
λ|x− bl|)−

p∑
i=1

αiΦλ(
√
λ|x− ci|)

= −φ(x), x ∈ ∂ω;

•
[
∂ϑ

∂η

]
= −∂φ

∂η
, sobre ∂ω:

q∑
j=1

βIj
∂

∂η

[
Φλ(
√
λ|x− aj|)

]
+

r∑
l=1

βEl
∂

∂η

[
Φλ(
√
λ|x− bl|)

]
−

p∑
i=1

αi
∂

∂η

[
Φλ(
√
λ|x− ci|)

]
= −∂φ

∂η
(x), x ∈ ∂ω;

• ϑ = g, sobre ∂Ω:
q∑
j=1

βIjΦλ(
√
λ|x− aj|) +

r∑
l=1

βEl Φλ(
√
λ|x− bl|) = g(x), x ∈ ∂Ω.

Desta forma, tomando pontos de colocação xm∗ ∈ ∂ω, com m∗ = 1, 2, ...,m, e

xn∗ ∈ ∂Ω, com n∗ = 1, 2, ..., n, podemos encarar o problema de determinar a solução

acima, ϑ, como um sistema linear, onde o vetor solução é o vetor formado pelos

coeficientes αi, β
I
j e βEl , ou seja, temos o sistema

M · α = b,

onde

α =

 [αi]p×1[
βIj
]
q×1[

βEl
]
r×1


(p+q+r)×1

, b =


[−φ(xm∗)]m×1[
−∂φ
∂η

(xm∗)

]
m×1

[g(xn∗)]n×1


(2m+n)×1

e a matriz M, (2m+ n)× (p+ q + r), dos coeficientes do sistema linear é dada por



[
−Φλ(

√
λ|xm∗ − ci|)

xm∗ ∈ ∂ω; ci ∈ γ

] [
Φλ(
√
λ|xm∗ − aj|)

xm∗ ∈ ∂ω; aj ∈ ΓI

] [
Φλ(
√
λ|xm∗ − bl|)

xm∗ ∈ ∂ω; bl ∈ ΓE

]
[
− ∂
∂η

[Φλ(
√
λ|xm∗ − ci|)]

xm∗ ∈ ∂ω; ci ∈ γ

] [
∂
∂η

[Φλ(
√
λ|xm∗ − aj|)]

xm∗ ∈ ∂ω; aj ∈ ΓI

] [
∂
∂η

[Φλ(
√
λ|xm∗ − bl|)]

xm∗ ∈ ∂ω; bl ∈ ΓE

]
[

0

xn∗ ∈ ∂Ω; ci ∈ γ

] [
Φλ(
√
λ|xn∗ − aj|)

xn∗ ∈ ∂Ω; aj ∈ ΓI

] [
Φλ(
√
λ|xn∗ − bl|)

xn∗ ∈ ∂Ω; bl ∈ ΓE

]
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Em geral, considera-se 2m+ n ≥ 2(p+ q + r) na caracterização da matriz M .

Note que esta abordagem é válida para :

• Equação de Helmholtz modificada: λ > 0

• Equação de Laplace: λ = 0

• Equação de Helmholtz: λ < 0.

Portanto, ao resolvermos o sistema linear

M · α = b,

encontramos a solução, ϑ, de (5.4), através do MFS. Com esta solução, geramos o

dado artificial,
∂ϑ

∂η
, sobre ∂Ω,

a ser usado no problema inverso.

Por meio deste dado artificial gerado, vamos determinar o conjunto ω por meio

de um método numérico diferente do MFS. Neste trabalho, usaremos o Método de

Levenberg-Marquardt, apresentado no caṕıtulo 2.

5.2 O Funcional a ser Minimizado

Como visto no caṕıtulo 2, o método de Levenberg-Marquardt é um método numérico

usado para minimizar funcionais dependentes de um conjunto de parâmetros. Nesta

subseção vamos definir qual funcional estaremos interessados em minimizar.

Considere r(t), t ∈ [0, 2π] uma parametrização da fronteira ∂ω, onde ω ⊂ Ω é um

conjunto estrelado. A função r expressa a distância da fronteira ∂ω até seu centroide

(xc, yc).

Como mencionado no ińıcio da seção, nosso objetivo é realizar um processo numérico

iterativo para obter uma representação aproximada de r(t), no caso bidimensional.

Para isto, vamos supor que r(t) possua uma representação em série de Fourier da

forma

r(t) = (xc, yc) +

(
rM +

∞∑
n=1

αn cos

(
nt

2

)
+ αn+1 sen

(
nt

2

))
(cos(t), sen(t)), (5.5)

onde (xc, yc) é o centroide do conjunto ω, obtido pela nova fórmula apresentada no

teorema 4.2, caṕıtulo 4, e rM é a condição inicial do processo, ou seja, a primeira

estimativa, dada pelo raio equivalente (raio médio), rM , determinado por (4.8).

Assim, nosso objetivo agora é determinar os coeficientes da expansão acima.
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Considere o funcional de reciprocidade R[χω](v) relativo ao problema direto de

Helmholtz (5.1), com termo fonte f(x) = χω(x), resolvido pelo MFS. Este funci-

onal é dado por

R[χω](v) =

∫
∂Ω

v
∂u

∂η
− u∂v

∂η
dσ,

onde u é a solução, pelo MFS, do problema e v ∈ Hλ(Ω). Considere, agora, o

funcional de reciprocidade R[χω̃], onde ω̃ ⊂ Ω é uma aproximação de ω, onde ∂ω̃

pode ser parametrizada por (5.5). Este problema com suporte aproximado possui

como solução, pelo MFS, a função ũ. Além disso, o funcional R[χω̃](v) é dado por

R[χω̃](v) =

∫
∂Ω

v
∂ũ

∂η
− ũ∂v

∂η
dσ,

onde
∂ũ

∂η
|∂Ω é calculada, pelo MFS, para o suporte aproximado, tomando pontos

de colocação diferentes, pontos de fonte diferentes, número de pontos na fronteira

diferentes e espaçamento diferentes, e ũ|∂Ω = u|∂Ω, ou seja, é utilizado o mesmo

dado de Dirichlet nos dois problemas.

Observe que o conjunto ω̃ depende dos parâmetros {αn;n ∈ N}. Assim, tomando

vθ(x) = e
√
λ(cos θ, senθ)·x ∈ Hλ(Ω) e fixando NP como número de parâmetros da

expansão, o objetivo é minimizar, dentre os parâmetros αn, n ∈ {1, ..., NP}, o fun-

cional

E(vθ) =
∑

θ∈[0,2π]

(R[χω](vθ)−R[χω̃](vθ))
2 . (5.6)

Note que minimizar o funcional acima significa encontrar a melhor aproximação para

o conjunto ω, baseado nos parâmetros αn, n ∈ {1, ..., NP}.
Desta forma, tomando θi = i

2π

M
, i = 1, ...,M , obtemos M direções diferentes em S1

para as funções teste vθi , ou seja, o funcional acima torna-se

E(vθi) =
M∑
i=0

(R[χω](vθi)−R[χω̃](vθi))
2 . (5.7)

Assim, o objetivo é determinar o melhor conjunto de parâmetros αn, n ∈ {1, ..., NP},
tal que o funcional ”erro cometido”acima seja mı́nimo. Com isto, o método numérico

escolhido para realizar este processo de minimização foi o Método de Levenberg-

Marquardt por possuir uma convergência mais rápida, sendo um intermediário entre

o método de Gauss-Newton e o método do Gradiente. Este método foi apresentado

de forma geral no caṕıtulo 2.

De fato, observe que o problema de minimização (5.7) está na forma do problema

de Levenberg-Marquardt 2.9, onde vamos tomar A = {αn;n = 1, ..., NP}, yi =

R[χω](vθi), F (xi,A) = R[χω̃](vθi).
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Como neste procedimento iterativo é necessário dar um valor inicial para o vetor

dos parâmetros A, escolhemos este como A(0) = (α
(0)
n ) = (rM , 0, ..., 0), onde rM é o

raio médio (4.8), que será estudado posteriormente no caṕıtulo 4.

Além disso, no nosso caso, o vetor J
(k)
i =

∂F

∂A
(xi,A

(k)) é um vetor linha calculado

da seguinte forma:

J
(k)
i =

(
F (xi, α

(k)
0 , α

(k)
1 , ..., α

(k)
j + εj, ..., α

(k)
NP )− F (xi, α

(k)
0 , α

(k)
1 , ..., α

(k)
j , ..., α

(k)
NP )

εj

)
,

com j = 1, ..., NP . O valor do parâmetro de damping, µ, no algoritmo de Levenberg-

Marquardt, pode ser tomado fixo ou variando a cada iteração ou ainda variando de

acordo com algum critério estabelecido. Nos próximos experimentos foi tomado

εj = 10−5, para todo j = 1, ..., NP , e foi escolhido o valor inicial de µ = 0.001 e,

a cada iteração, o valor de µ é multiplicado por 0.1. Este valor incial e a taxa de

decaimento foram escolhidos de forma emṕırica, após vários experimentos.

5.3 Experimentos Numéricos de Reconstrução da

Fronteira

5.3.1 Experimentos Numéricos - Caso λ > 0

Os experimentos numéricos desta subseção foram feitos tomando o parâmetro λ = 1,

ou seja, considerando a equação de Helmholtz modificada. Em todos os experimentos

foi adotado o número de direções igual a 36, ou seja, M = 36.

Além disso, em todos os experimentos foi considerada também a ação de rúıdo, ou

seja, foi considerada uma margem de erro nos dados medidos. Os dois tipos de

rúıdos considerados serão detalhados a seguir.

O rúıdo relativo é imposto sobre as medições na fronteira discretizada do domı́nio,

ou seja, sobre os pontos de colocação, segundo o método das soluções fundamentais.

Desta forma, o dado de Cauchy, em cada elemento desta lista, é multiplicado por

uma função randômica que possui uma variação (−ε1, ε1), ou seja, se g é o dado de

Cauchy na fronteira, então

g̃ = g(1 + ζ1)

é o dado de Cauchy com ruido relativo ζ1 ∈ (−ε1, ε1).

Por outro lado, o rúıdo absoluto, apesar de também ser imposto sobre os pontos de

colocação do domı́nio, o dado de Cauchy, em cada elemento desta lista, é somado a

uma função randômica que possui uma variação (−ε2, ε2), ou seja, se g é o dado de

Cauchy na fronteira, então

g̃ = g + ζ2
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é o dado de Cauchy com ruido absoluto ζ2 ∈ (−ε2, ε2).

A seguir, foram realizados 3 experimentos. No experimento 5.3.1, foi considerada

somente a influência do rúıdo relativo, no experimento 5.3.2, foi considerada a in-

fluência dos dois tipos de rúıdos expostos acima e no experimento 5.3.3 foi conside-

rado que o suporte seja um quadrado, sem considerar rúıdo.

Além disso, todos os experimentos numéricos foram feitos no programa Mathematica,

versão 9, e rodados em um notebook com processador Intel core i7, 2.8 GHz, memória

RAM 4 GB, 1333 MHz DDR3 em um sistema operacional OS X 10.9.5 .

Experimento 5.3.1. Neste experimento foi considerado que a fronteira do

suporte original, ∂ω, seja parametrizada por r(t) = (xc, yc) + (1.1 −
0.6 cos(3t))(cos(t), sen(t)), t ∈ [0, 2π], onde (xc, yc) = (0.3,−0.1), e que o domı́nio,

Ω, seja o interior da circunferência R(t) = (cos(t), sen(t)), t ∈ [0, 2π], como é mos-

trado na figura 5.1a, onde o dado de Dirichlet foi considerado identicamente nulo.

Além disso, foi considerado que o número de parâmetros seja 7, ou seja, NP = 7.

Isto significa que estaremos considerando 7 termos na expansão em série de Fourier

da fronteira.

Foi considerado também no problema original 200 pontos de colocação e 100 pontos

de fonte e no problema aproximado 160 pontos de colocação e 80 pontos de fonte.

O vetor inicial dos parâmetros da reconstrução foi A(0) = (rM , 0, 0, 0, 0, 0, 0), onde

o raio equivalente, rM = 0.321, foi calculado pela equação (4.8).

Após 7 iterações, de aproximadamente 25s cada, foi obtida a reconstrução sem rúıdo,

mostrada na figura 5.1b, onde a figura em vermelho é a original e a figura em verde

é a reconstrúıda.

-1.0 -0.5 0.5 1.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0

(a)

0.2 0.4 0.6

-0.4

-0.2

0.2

(b)

Figura 5.1: Domı́nio considerado (a) e reconstrução, após 7 iterações, sem rúıdo (b)

Além disso, foram considerados rúıdo relativo de 1%, 5% e 10% no dado de Neu-

mann, dado correspondente à derivada normal da solução, pelo MFS, do problema

direto para o suporte aproximado. Em todos os casos, obtemos boas reconstruções,
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pois a partir da quinta iteração, os conjuntos já encontraram-se muito próximos uns

dos outros, como pode ser visto na figura 5.2. Novamente, a figura em vermelho é o

suporte original, a figura em verde é o suporte reconstrúıdo (melhor aproximação) e

as figuras em cinza são os suportes gerados em cada iteração.
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Até a iteração 10, sem ruido, M=36, N5=7, �=0.001,�=0.1�, 200 X 160

(a)
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Iteração 10, ruido rel. 5% abs. 0%, M=36, N5=7, �=0.001,�=0.1�, 200pt X 160pt

(b)
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Iteração 10, ruido rel. 10% abs. 0%, M=36, N5=7, �=0.001,�=0.1�, 200pt X 160pt

(c)

0.2 0.4 0.6

-0.4

-0.2

0.2

Iteração 10, ruido rel. 30% abs. 0%, M=36, N5=7, �=0.001,�=0.1�, 200pt X 160pt

(d)

Figura 5.2: Rúıdo Relativo: 1% (a) , 5% (b) , 10% (c), 30% (d)

Outro aspecto estudado foi a influência da variação do valor de λ na aproximação

pelo método. Nos experimentos anteriores, foi considerado λ = 1. A seguir, na

figura 5.3, estão as recontruções relativas a λ = 0.1, λ = 0.55, λ = 4 e λ = 10. É

importante notar que, à medida que o valor de λ aumenta, o valor do raio equivalente

também aumenta, como pode ser observado na figura 5.3d, onde a reconstrução

continuou mostrando-se bastante eficiente.

Além disso, também foram feitos experimentos com o mesmo tipo de domı́nio e fonte,

mas com tamanhos diferentes. Na figura 5.4 , foi considerado o domı́nio como o

ćırculo centrado na origem com raio 2 e suporte da fonte possuindo parametrização

da fronteira dada por r(t) = (0.3,−0.1) + (0.8 − 0.4 cos(3t))(cos(t), sen(t)). A re-

construção, sem rúıdo, foi bastante eficiente, pois a partir da terceira iteração não

há alteração percept́ıvel, como pode ser visto na figura 5.4b.
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Figura 5.3: Variação em λ: λ = 0.1 (a) , λ = 0.55 (b) , λ = 4 (c), λ = 10 (d)
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(b)

Figura 5.4: Domı́nio considerado (a) e reconstrução, após 7 iterações, sem rúıdo (b)

Outro experimento feito foi considerando o mesmo domı́nio que o anterior, porém o

suporte da fonte possuindo parametrização da fronteira dada por r(t) = (0.3,−0.1)+

(1.1− 0.6 cos(3t))(cos(t), sen(t)). Neste experimento, existe uma parte da fronteira

do suporte da fonte que está próxima da fronteira do domı́nio, como pode ser ob-
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servado na figura 5.5a. A ideia do experimento foi verificar se, apesar desta proxi-

midade, a reconstrução pelo método continuaria eficiente. De fato esta proximidade

não influenciou na reconstrução, sem rúıdo, como pode ser observado na figura 5.5b.

Além disso, mesmo considerando rúıdo, a influência deste parece ter sido menor, em

comparação com o domı́nio anterior, como pode ser observado na figura 5.6, onde

foram considerados rúıdos relativos de 1%, 5%, 10% e 50%.
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Iteração 7, ruido total 0%,raio=2,b1=1.1,b2=-0.6, M=36, N5=7, �=0.001,�=0.1�, 200pt X 160pt

(b)

Figura 5.5: Domı́nio considerado (a) e reconstrução, após 7 iterações, sem rúıdo (b)

Experimento 5.3.2. Neste experimento foi considerado que a fronteira do

suporte original, ∂ω, seja parametrizada por r(t) = (xc, yc) + (0.3 −
0.1 cos(5t))(cos(t), sen(t)), t ∈ [0, 2π], onde, novamente, (xc, yc) = (0.3,−0.1), e que

o domı́nio, Ω, seja o interior da circunferência R(t) = (cos(t), sen(t)), t ∈ [0, 2π],

como é mostrado na figura 5.7a, onde o dado de Dirichlet foi considerado identica-

mente nulo.

Novamente foram consideradas 36 direções diferentes para a reconstrução, ou seja,

foi considerado M = 36. Além disso, foi considerado agora que o número de

parâmetros seja NP = 11, ou seja, foi considerada uma expansão com 11 termos na

série de Fourier, e que o valor inicial de µ e sua taxa de decaimento permanecessem

os mesmos como no experimento anterior.

Assim, o vetor inicial foi dado por A(0) = (rM , 0, 0, ..., 0), onde o raio equivalente,

rM = 0.320988, foi calculado pela equação (4.8). Desta forma, após 10 iterações,

com aproximadamente 54s cada, foi obtida, sem rúıdo, a reconstrução que aparece

em verde na figura 5.7b, onde a figura em vermelho é a original e os contornos em

cinza são os suportes obtidos em cada iteração.

Neste experimento também foram considerados dois tipos de rúıdos, o relativo e o

absoluto.

Primeiramente, considerando apenas a influência do rúıdo relativo de 1%, 5% e

10%, as reconstruções mostraram-se mais senśıveis a este rúıdo do que aquelas do

45



-1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5

-1.5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

Iteração 7, ruido total 0%,raio=2,b1=1.1,b2=-0.6, M=36, N5=7, �=0.001,�=0.1�, 200pt X 160pt

(a)

-1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5

-1.5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

Iteração 7, ruido relativo 5%,raio=2,b1=1.1,b2=-0.6, M=36, N5=7, �=0.001,�=0.1�, 200pt X 160pt

(b)

-1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5

-1.5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

Iteração 7, ruido relativo 10%,raio=2,b1=1.1,b2=-0.6, M=36, N5=7, �=0.001,�=0.1�, 200pt X 160pt

(c)

-1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5

-1.5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

Iteração 7, ruido relativo 50%,raio=2,b1=1.1,b2=-0.6, M=36, N5=7, �=0.001,�=0.1�, 200pt X 160pt

(d)

Figura 5.6: Rúıdo Relativo: 1% (a) , 5% (b) , 10% (c), 50% (d)
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Figura 5.7: Domı́nio considerado (a) e reconstrução, após 10 iterações, sem rúıdo
(b)

experimento anterior. Este fato ocorre, provavelmente, devido aos sistemas a se-

rem resolvidos, tanto do método das soluções fundamentais para obter a solução

do problema direto, quanto do método de Levenberg-Marquardt para minimização
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do funcional relativo ao erro cometido, estarem maiores, possuindo, possivelmente,

maiores erros numéricos.

Na figura 5.8, podem ser comparadas as reconstruções devido à ação do rúıdo rela-

tivo, após 10 iterações. Na figura 5.8c, referente ao rúıdo relativo de 10%, o suporte

em verde, correspondente à melhor aproximação, não foi relativo à última iteracão,

como nos outros casos, e sim devido à penúltima iteração.

Por outro lado, considerando apenas a influência do rúıdo absoluto de 0.01%, 0.05%

e 0.1%, as reconstruções mostraram-se mais senśıveis a este tipo de rúıdo do que

ao rúıdo relativo, como era esperado. Na figura 5.9, podem ser comparadas as re-

construções devido ao rúıdo absoluto, após 10 iterações. Observe que, considerando

rúıdo absoluto de 0.05% e 0.1%, o suporte aproximado divergiu do original, como

pode ser percebido nas figuras 5.9b e 5.9c, respectivamente. A única reconstrução

que convergiu e que está próxima do original é a relativa ao rúıdo absoluto de 0.01%,

como pode ser observado na figura 5.9a.
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Figura 5.8: Rúıdo Relativo: 1% (a) , 5% (b) , 10% (c)

Experimento 5.3.3. Neste experimento foi considerado que a fronteira do suporte

original, ∂ω, seja o quadrado dado por r(t) = (xc, yc)+ξ(t)(cos(t), sen(t)), t ∈ [0, 2π],
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Figura 5.9: Rúıdo Absoluto: 0.01% (a) , 0.05% (b) , 0.1% (c)

onde, (xc, yc) = (0.4,−0.2), e

ξ(t) =



0.3

cos(t)
, se 0 ≤ t <

π

4
,

0.3

sen(t)
, se

π

4
≤ t <

3π

4
,

−0.3

cos(t)
, se

3π

4
≤ t <

5π

4
,

−0.3

sen(t)
, se

5π

4
≤ t <

7π

4
,

0.3

cos(t)
, se

7π

4
≤ t ≤ 2π.

(5.8)

que o domı́nio, Ω, seja, novamente, o interior da circunferência R(t) =

(cos(t), sen(t)), t ∈ [0, 2π], como é mostrado na figura 5.10a, onde o dado de Di-

richlet foi considerado identicamente nulo.

Novamente foi considerado M = 36, NP = 11 e que o valor inicial de λ e sua taxa

de decaimento permanecessem os mesmos como nos experimentos anteriores. Desta

forma, após 10 iterações, com aproximadamente 40s cada, a reconstrução obtida,
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Figura 5.10: Domı́nio considerado (a) e reconstrução, após 10 iterações, sem rúıdo
(b)

sem rúıdo, é mostrada na figura 5.10b.

5.3.2 Experimentos Numéricos - Caso λ < 0

Os experimentos numéricos desta subseção foram feitos tomando o parâmetro λ =

−1. O valor de µ, no algoritmo de Levenberg-Marquardt, foi tomado o mesmo

da subseção anterior, ou seja, foi escolhido o valor inicial de µ = 0.001 e, a cada

iteração, o valor de µ é multiplicado por 0.1. Além disso, também foi mantido o

número de direções igual a 36, ou seja, M = 36.

Experimento 5.3.4. Neste experimento foi considerado que a fronteira do

suporte original, ∂ω, seja parametrizada por r(t) = (xc, yc) + (0.3 −
0.15 cos(3t))(cos(t), sen(t)), t ∈ [0, 2π], onde (xc, yc) = (0.4,−0.2), e que o domı́nio,

Ω, seja o interior da circunferência R(t) = (cos(t), sen(t)), t ∈ [0, 2π], como é mos-

trado na figura 5.11a, onde o dado de Dirichlet foi considerado identicamente nulo.

Além disso, foi considerado que o número de parâmetros seja 7, ou seja, NP = 7,

e que tenhamos no problema original 200 pontos de colocação e 100 pontos de fonte

e no problema aproximado 160 pontos de colocação e 80 pontos de fonte. O valor

do raio equivalente, calculado pela equação (4.8), é dado por rM = 0.315357 −
8.14923× 10−8i, onde consideramos o vetor inicial dos parâmetros da reconstrução

como A(0) = (Re(rM), 0, 0, 0, 0, 0, 0), onde Re(rM) representa a parte real de rM .

Por outro lado, devido ao valor de λ < 0, devemos considerar solução fundamental

e funções teste diferentes. Neste caso, foram consideradas as funções teste

vi(x) = K0(
√
−λ‖x− yi‖),

onde yi, i = 1, 2, ..., 100, são os pontos de fonte, e K0(·) é a função de Bessel mo-
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Figura 5.11: Caso λ < 0: Domı́nio considerado (a) e reconstrução, após 7 iterações,
sem rúıdo (b)

dificada do segundo tipo de ordem zero. Após 7 iterações, de aproximadamente 65s

cada, foi obtida a reconstrução sem rúıdo, mostrada na figura 5.11b, onde a figura

em vermelho é a original e a em verde é a reconstrúıda. Neste experimento, todas

as iterações, a partir da terceira, estão muito próximas, não possuindo diferenças

significantes.

Apesar do tempo em cada iteração ser maior, em comparação com o caso λ > 0,

a convergência do suporte é mais rápida, ou seja, a partir da terceira iteração já

obtemos informação suficiente.

Com relação ao rúıdo, foram considerados os dois tipos de rúıdos. Neste caso,

rúıdo relativo, no dado de Neumann, de 1%, 10% e 30% e rúıdo absoluto, no dado

de Neumann, de 1% e 5%. De forma análoga aos experimentos anteriores, os rúıdos

considerados foram impostos na medição da derivada normal da solução, pelo MFS,

do problema direto (5.1).

Nos testes relacionados ao rúıdo relativo, foram consideradas três iterações, tendo

em vista sua rápida convergência. Desta forma, considerando rúıdo relativo de 1%,

o suporte reconstrúıdo está muito próximo do original, como pode ser visto na figura

5.12a, onde a figura em vermelho é a original e a verde, a reconstrúıda.

De forma análoga, quando considerado rúıdo relativo de 10%, o suporte reconstrúıdo,

apesar de apresentar maiores erros do que o teste anterior, ainda mantém o formato

do suporte original, como pode ser observado na figura 5.12b, onde, novamente, a

figura em vermelho é a original e a verde, a reconstrúıda.

Quando considerado rúıdo relativo de 30%, o suporte reconstrúıdo continuou a man-

ter o formato original, porém apresentando erro maior do que o teste anterior de

10%. A diferença entre estas reconstruções não é muito alta devido ao rúıdo nas

medições ser randômico, como pode ser observado na figura 5.12c, onde, novamente,
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a figura em vermelho é a original e a verde, a reconstrúıda.
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Figura 5.12: Caso κ Complexo: Rúıdo Relativo: 1% (a) , 10% (b) , 30% (c)

Nos testes relacionados ao rúıdo absoluto, também foram consideradas 7 iterações.

No entanto, como anteriormente, o método convergiu a partir da terceira iteração,

ou seja, os suportes reconstrúıdos, a cada iteração, não diferem um do outro.

No caso em que o rúıdo absoluto foi 1%, o suporte reconstrúıdo manteve um formato

próximo do original, mas apresentando um erro alto, onde a reconstrução mostrou-se

pior do que aquela correspondente ao rúıdo relativo de 30%, como pode ser observado

na figura 5.13a, onde, novamente, a figura em vermelho é o suporte original e a em

verde é o suporte reconstrúıdo.

Por outro lado, ao considerar o rúıdo absoluto de 5%, o suporte reconstrúıdo divergiu

completamente do original já na segunda iteração, como pode ser observado na figura

5.13b, onde, novamente, a figura em vermelho é o suporte original e a em verde é o

suporte reconstrúıdo.
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Figura 5.13: Caso κ complexo: Rúıdo Absoluto: 1% (a) , 5% (b)
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Caṕıtulo 6

O Problema de Estabilidade

Condicional para Equações de

Helmholtz

Neste caṕıtulo, estudamos a estabilidade de problemas inversos de fonte, onde na

seção 6.1, apresentamos uma ideia geral do problema inverso de estabilidade para

equações de Helmtoltz.

Na seção 6.2, apresentamos um novo resultado sobre estabilidade condicional para

problemas inversos de fonte para o operador de Helmholtz.

Por fim, na seção 6.3, são realizados alguns experimentos numéricos relacionados

com a comparação entre a solução real e a solução considerando rúıdos na medição

dos dados de Cauchy.

6.1 A Estabilidade em Problemas Inversos

Nesta seção, estaremos interessados em estudar a estabilidade de problemas inversos

de fonte para equação de Helmholtz, supondo a existência e a unicidade na recons-

trução de fontes caracteŕısticas. Para isto, considere o problema direto (3.1), dado

por {
(−∆ + λ)u = f, em Ω,

u = g, sobre ∂Ω.
(6.1)

O objetivo deste problema é calcular

gη :=
∂u

∂η
sobre ∂Ω.

Na seção 5.1, caṕıtulo 5, este problema foi resolvido pelo Método das Soluções
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Fundamentais (MFS) para determinar a solução u e depois calcular sua derivada

normal.

Além disto, no problema inverso, o rúıdo foi imposto sobre este dado de Neumann

e, através do algoritmo de Levenberg-Marquardt, minimizamos a diferença de dois

funcionais de reciprocidade, onde o objetivo foi obter um suporte ω̃ que melhor

aproximava o suporte original ω.

O problema de estabilidade para fontes caracteŕısticas é formulado de forma um

pouco diferente.

Dadas duas fontes caracteŕısticas f = χω e f̃ = χω̃ para o problema 6.1. Suponha

que estas fontes geram o mesmo dado de Dirichlet. O probema de estabilidade direto

consiste em verificar se

gη ≈ g̃η,

quando ω ≈ ω̃.

Por outro lado, o problema de estabilidade inverso, a priori, poderia consistir em

verificar se ω ≈ ω̃, quando gη ≈ g̃η, supondo existência e unicidade do problema

inverso de fonte.

A questão central no problema de estabilidade direto é que, em um problema

prático/real, não temos informação sobre o dado original de Neumann gη. Na ver-

dade, temos somente informação sobre o dado artificial de Neumann gartη , que é um

dado com erro de medição.

Na subseção 5.2, foi mostrado que, a partir deste dado, podemos determinar, através

do algoritmo de Levenberg-Marquardt, os parâmetros na expansão de Fourier da

fronteira que minimiza o erro cometido e que, consequentemente, melhor aproxima

a fronteira original através do suporte aproximado ω̃. Este suporte está relacionado

ao dado de Neumann aproximado gLMη . Este dado aproximado é determinado a

partir da solução do problema direto, usando MFS, com suporte da fonte ω̃.

O problema de estabilidade inverso consiste em verificar se, mesmo partindo de um

dado ”errado”(com erros de medição), gartη , podemos aproximar o suporte ω por ω̃,

ao aproximar gartη por gLMη . Além disso, também é interessante verificar se podemos

apoximar o dado original gη pelo calculado gLMη , ou seja, se gLMη − gartη ≈ 0, então

devemos verificar se gLMη − gη ≈ 0.

Desta forma, se gLMη −gη ≈ 0, então, supondo existência e unicidade para o problema

inverso de fonte, temos que ω ≈ ω̃.

Observe que, pela identidade de Green, temos a seguinte relação

〈gη − gLMη , v〉L2(∂Ω) = 〈fLM − f, v〉L2(Ω) ≈ 0,

para toda v ∈ Hλ(Ω), onde f = χω é a fonte com suporte original e fLM(x) = χω̃(x) é

a fonte com suporte aproximado pelo algoritmo de Levenberg-Marquardt que gera o
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mesmo dado de Dirichlet. Desta forma, se fLM , determinado pelo algoritmo, estiver

próximo de f , então gη estará próximo de gLMη . Na subseção 6.3, apresentamos

alguns experimentos numéricos relacionados a este problema de estabilidade inverso.

6.2 A Estabilidade Condicional em L1 e em L∞

Nesta seção apresentaremos dois novos resultados de estabilidade do problema in-

verso de fonte caracteŕıstica para equações de Helmholtz, supondo a existência e a

unicidade deste problema.

O termo estabilidade condicional surge quando temos que fazer hipóteses adicionais

para conseguir estabelecer um resultado de estabilidade. Muitos trabalhos se envol-

vem nesta área de estabilidade condicional, onde podemos citar [22], [23], [34], [35],

[36].

No nosso caso, vamos estudar dois problemas inversos de fonte, onde iremos definir

uma condição de separação sobre os dados de Neumann, supondo o mesmo dado

de Dirichlet para ambos os problemas. Com isto, iremos estudar a estabilidade na

reconstrução das fronteiras de fontes caracteŕısticas.

Definição 6.1. Sejam f1 = χω1 e f2 = χω2 duas fontes para o problema inverso

(3.2). Suponha que f1 e f2 geram os dados de Neumann sobre a fronteira g1
η e g2

η,

em H−1/2(∂Ω) respectivamente, com dado de Dirichlet nulo. Dizemos que os dados

de Neumann estão separados, ou satisfazem uma condição de separação, se

‖g1
η − g2

η‖H−1/2(∂Ω) > 0. (6.2)

Observação 6.1. Note que, por (3.4), o dado de Neumann ser separado em

H−1/2(∂Ω), é equivalente ao funcional de reciprocidade ser separado em L1(SN−1)

ou em L∞(SN−1), com função teste do tipo exponencial. De fato, como os espaços

H1/2(∂Ω) e Hλ(Ω) são homeomorfos, ver [5], então

|R[χω1 ](v)−R[χω2 ](v)| = |〈g2
η − g1

η, v〉L2(∂Ω)| = |〈g2
η − g1

η, v〉H−1/2(∂Ω)×H1/2(∂Ω)| > 0,

para toda v ∈ Hλ(Ω). Em particular, tomando as funções teste como vϕ(x) = eκϕ·x,

com ϕ ∈ SN−1, e o funcional de reciprocidade como R[χω](ϕ) := R[χω](vϕ), temos

que

|R[χω1 ](ϕ)−R[χω2 ](ϕ)| > 0,

para toda ϕ ∈ SN−1. Consequentemente,

‖R[χω1 ]−R[χω2 ]‖L1(SN−1) > 0
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e

‖R[χω1 ]−R[χω2 ]‖L∞(SN−1) > 0.

Teorema 6.1 (Estabilidade Condicional em L1). Considere duas fontes carac-

teŕısticas f1(x) = χω1(x) e f2(x) = χω2(x) para o problema inverso (3.2), onde

ω1 e ω2 são subconjuntos abertos, conexos e limitados de Ω ⊂ RN , possuindo o

mesmo centroide. Sejam R1, R2 : SN−1 → R+
∗ parametrizações de ∂ω1 e ∂ω2, res-

pectivamente, com R1, R2 ∈ L1(SN−1). Se o dado de Neumann gerado pelas fontes

estão separados, então existe uma constante C = C(N) > 0, tal que

‖R2 −R1‖L1(SN−1) ≤ C‖R[χω1 ]−R[χω2 ]‖
1
N

L1(SN−1)
, (6.3)

onde

‖R2 −R1‖L1(SN−1) =

∫
SN−1

|R1(θ)−R2(θ)|dθ

e

‖R[χω1 ]−R[χω2 ]‖L1(SN−1) =

∫
SN−1

|R[χω1 ](ϕ)−R[χω2 ](ϕ)| dϕ.

Demonstração. Em primeiro lugar, como ω1 e ω2 possuem o mesmo centroide e R1

e R2 parametrizam as fronteiras ∂ω1 e ∂ω2, respectivamente, então temos, por (3.4),∫
SN−1

∫ Ri(θ)

0

v(rθ)rN−1drdθ = R[χωi ](v), i = 1, 2.

Logo, ∫
SN−1

∫ R2(θ)

R1(θ)

v(rθ)rN−1drdθ = R[χω2 ](v)−R[χω1 ](v),

para toda v ∈ Hλ(Ω). Considere a seguinte mudança de coordenadas para a integral

acima

rN = ρN(RN
2 (θ)−RN

1 (θ)) +RN
1 (θ).

Logo, definindo r(ρ, θ) = (RN
1 (θ) + ρN(RN

2 (θ)−RN
1 (θ)))

1
N , temos∫

SN−1

(RN
2 (θ)−RN

1 (θ))

∫ 1

0

v(θr(ρ, θ))ρN−1dρdθ

= R[χω2 ](v)−R[χω1 ](v).

Defina a função Kv : SN−1 → R como

Kv(θ) =

∫ 1

0

v(θr(ρ, θ))ρN−1dρ.
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Desta forma, temos a seguinte igualdade∫
SN−1

(RN
2 (θ)−RN

1 (θ))Kv(θ)dθ = R[χω2 ](v)−R[χω1 ](v),

para toda v ∈ Hλ(Ω). Em particular, tomando a função teste vϕ(x) = eκϕ·x, com

ϕ ∈ SN−1 e κ =
√
λ,∫

SN−1

(RN
2 (θ)−RN

1 (θ))Kϕ(θ)dθ = R[χω2 ](ϕ)−R[χω1 ](ϕ), (6.4)

para toda ϕ ∈ SN−1, onde R[χωi ](ϕ) := R[χωi ](vϕ), i = 1, 2, e

Kϕ(θ) := Kvϕ(θ) =

∫ 1

0

eκ(RN1 (θ)+ρN (RN2 (θ)−RN1 (θ)))1/Nϕ·θρN−1dρ.

Afirmação 6.2.∫
SN−1

∫
SN−1

|RN
2 (θ)−RN

1 (θ)|Kϕ(θ) dθdϕ ≤ CN‖R[χω1 ]−R[χω2 ]‖L1(SN−1). (6.5)

Demonstração da Afirmação 6.2. Note que, por (6.4), como Kϕ > 0,

|R[χω1 ](ϕ)−R[χω2 ](ϕ)| =

∣∣∣∣∫
SN−1

(RN
2 (θ)−RN

1 (θ))Kϕ(θ)dθ

∣∣∣∣
≤

∫
SN−1

|RN
2 (θ)−RN

1 (θ)|Kϕ(θ) dθ,

para toda ϕ ∈ SN−1. Assim, como o dados de Neumann gerados são separados,

então pela observação 6.1, obtemos∫
SN−1

|R[χω1 ](ϕ)−R[χω2 ](ϕ)|dϕ > 0

e, consequentemente,

0 <

∫
SN−1

|R[χω1 ](ϕ)−R[χω2 ](ϕ)|dϕ ≤
∫
SN−1

∫
SN−1

|RN
2 (θ)−RN

1 (θ)|Kϕ(θ) dθdϕ.

Note que∫
SN−1

∫
SN−1

|RN
2 (θ)−RN

1 (θ)|Kϕ(θ) dθdϕ ≤
∫
SN−1

∫
SN−1

2diam(Ω)NKϕ(θ) dθdϕ,

pois Ri(θ) ≤ diam(Ω), para i = 1, 2, onde diam(Ω) denota o diâmetro do conjunto

Ω.

57



Além disso, também temos que

(RN
1 (θ) + ρN(RN

2 (θ)−RN
1 (θ)))1/N ≤ 31/Ndiam(Ω).

Logo, como ρ ≤ 1 e ϕ · θ ≤ 1,

Kϕ(θ) =

∫ 1

0

eκ(RN1 (θ)+ρN (RN2 (θ)−RN1 (θ)))1/Nϕ·θρN−1dρ ≤ eκ31/Ndiam(Ω),

ou seja,∫
SN−1

∫
SN−1

2diam(Ω)NKϕ(θ) dθdϕ ≤ 2diam(Ω)Neκ31/Ndiam(Ω)µ(SN−1)2.

Assim, é posśıvel tomar uma constante CN > 0 tal que

CN ≥ 2diam(Ω)Neκ31/Ndiam(Ω)µ(SN−1)2

‖R[χω1 ]−R[χω2 ]‖L1(SN−1)

≥
∫
SN−1

∫
SN−1 |RN

2 (θ)−RN
1 (θ)|Kϕ(θ) dθdϕ

‖R[χω1 ]−R[χω2 ]‖L1(SN−1)

≥ 1,

na qual é independente de ϕ. Logo∫
SN−1

∫
SN−1

|RN
2 (θ)−RN

1 (θ)|Kϕ(θ) dθdϕ ≤ CN‖R[χω1 ]−R[χω2 ]‖L1(SN−1), (6.6)

o que prova a Afirmação 6.2.

Agora considere os seguintes conjuntos

Γ0 = {θ ∈ SN−1;R1(θ) = R2(θ)},

Γ1 = {θ ∈ SN−1;R1(θ) > R2(θ)}

e

Γ2 = {θ ∈ SN−1;R2(θ) > R1(θ)}.

Como Γi ⊂ SN−1, i = 1, 2, onde Γ0 ∪ Γ1 ∪ Γ2 = SN−1, temos que∫
Γ1

(RN
1 (θ)−RN

2 (θ))Kϕ(θ)dθ ≤
∣∣∣∣∫

Γ1

(RN
1 (θ)−RN

2 (θ))Kϕ(θ)dθ

∣∣∣∣
≤

∫
Γ1

|RN
1 (θ)−RN

2 (θ)|Kϕ(θ)dθ

≤
∫
SN−1

|RN
1 (θ)−RN

2 (θ)|Kϕ(θ)dθ,
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para toda ϕ ∈ SN−1. Desta forma,∫
SN−1

∫
Γ1

(RN
1 (θ)−RN

2 (θ))Kϕ(θ)dθdϕ ≤
∫
SN−1

∫
SN−1

|RN
1 (θ)−RN

2 (θ)|Kϕ(θ)dθdϕ.

(6.7)

e, de forma análoga para Γ2,∫
SN−1

∫
Γ2

(RN
2 (θ)−RN

1 (θ))Kϕ(θ)dθdϕ ≤
∫
SN−1

∫
SN−1

|RN
1 (θ)−RN

2 (θ)|Kϕ(θ)dθdϕ.

(6.8)

Desta forma, por (6.7), (6.8) e pela afirmação 6.2, obtemos, usando Teorema de

Fubini, que

CN‖R[χω1 ]−R[χω2 ]‖L1(SN−1) ≥
∫

Γ1

(RN
1 (θ)−RN

2 (θ))

(∫
SN−1

Kϕ(θ)dϕ

)
dθ

e

CN‖R[χω1 ]−R[χω2 ]‖L1(SN−1) ≥
∫

Γ2

(RN
2 (θ)−RN

1 (θ))

(∫
SN−1

Kϕ(θ)dϕ

)
dθ.

Assim, nosso objetivo é aplicar o seguinte teorema, conhecido como Desigualdade

Reversa de Hölder, ver [47], no lado direito das desigualdades acima.

Teorema 6.3 (Desigualdade de Hölder Reversa). Seja 0 < p < 1 de modo que

p′ =
p

p− 1
< 0. Suponha que f ∈ Lp(Ω) e 0 <

∫
Ω

|g(x)|p′dx <∞. Então

∫
Ω

|f(x)g(x)|dx ≥
{∫

Ω

|f(x)|pdx
}1/p{∫

Ω

|g(x)|p′dx
}1/p′

.

Vamos aplicar a desigualdade reversa de Hölder para 0 < p := 1/N < 1. Para isto,

precisamos mostrar somente que

0 <

∫
SN−1

(∫
SN−1

Kϕ(θ)dϕ

)p′
dθ <∞,

pois como R1, R2 ∈ L1(SN−1), temos que RN
1 , R

N
2 ∈ Lp(SN−1).

Afirmação 6.4. Dados 0 < p < 1 e p′ = p
p−1

< 0, então

0 <

∫
SN−1

(∫
SN−1

Kϕ(θ)dϕ

)p′
dθ <∞,

onde Kϕ(θ) := Kvϕ(θ), com vϕ(x) = eκϕ·x, ϕ ∈ SN−1.

Demonstração da Afirmação 6.4. Considere 0 < p < 1, com p′ := p
p−1

< 0. Em
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primeiro lugar, observe que tomando x = ρN

Kϕ(θ) =

∫ 1

0

eκr(ρ,θ)ϕ·θρN−1dρ =
1

N

∫ 1

0

eκ(x(RN2 (θ)−RN1 (θ))+RN1 (θ))
1
N ϕ·θdx > 0,

para todo ϕ, θ ∈ SN−1. Logo, se a integral existir,∫
SN−1

Kϕ(θ)dϕ > 0.

para todo θ ∈ SN−1, e, então,∫
SN−1

(∫
SN−1

Kϕ(θ)dϕ

)p′
dθ > 0.

Em segundo lugar, comoRi(θ) ≤ diam(Ω), para i = 1, 2, temos queRN
2 (θ)−RN

1 (θ) ≤
2diam(Ω)N , e, então

(x(RN
2 (θ)−RN

1 (θ)) +RN
1 (θ))

1
N ≤ 31/Ndiam(Ω),

pois x ≤ 1. Além disso, como ϕ · θ ≥ −1, temos que

Kϕ(θ) ≥ 1

N

∫ 1

0

e−κ(x(RN2 (θ)−RN1 (θ))+RN1 (θ))
1
N dx (6.9)

≥ 1

N
e−31/Nκdiam(Ω), (6.10)

para todo ϕ, θ ∈ SN−1.

Assim, ∫
SN−1

Kϕ(θ)dϕ ≥ 1

N
e31/Nκdiam(Ω)µ(SN−1),

ou seja, como p′ =
p

p− 1
< 0,

(∫
SN−1

Kϕ(θ)dϕ

)p′
≤
(

1

N
e31/Nκdiam(Ω)µ(SN−1)

)p′
,

Portanto,∫
SN−1

(∫
SN−1

Kϕ(θ)dϕ

)p′
dθ ≤

(
1

N
e31/Nκdiam(Ω)µ(SN−1)

)p′
µ(SN−1) <∞,

para todo 0 < p < 1, com p′ =
p

p− 1
< 0, o que prova a afirmação 6.4.

Observe que a afimação 6.4 é válida para qualquer 0 < p < 1, em particular,
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p = 1/N . Logo, pela desigualdade de Hölder reversa e pela afirmação 6.4, obtemos

CN‖R[χω1 ]−R[χω2 ]‖L1(SN−1) ≥
∫

Γ1

(RN
1 (θ)−RN

2 (θ))

(∫
SN−1

Kϕ(θ)dϕ

)
dθ

≥
{∫

Γ1

(RN
1 (θ)−RN

2 (θ))pdθ

}1/p
{∫

Γ1

(∫
SN−1

Kϕ(θ)dϕ

)p′
dθ

}1/p′

(6.11)

e

CN‖R[χω1 ]−R[χω2 ]‖L1(SN−1) ≥
∫

Γ2

(RN
2 (θ)−RN

1 (θ))

(∫
SN−1

Kϕ(θ)dϕ

)
dθ

≥
{∫

Γ2

(RN
2 (θ)−RN

1 (θ))pdθ

}1/p
{∫

Γ2

(∫
SN−1

Kϕ(θ)dϕ

)p′
dθ

}1/p′

. (6.12)

Portanto, por (6.11) e (6.12), como

∣∣∣∣ pp′
∣∣∣∣ = 1− p, temos

∫
SN−1

|RN
1 (θ)−RN

2 (θ)|pdθ

=

∫
Γ1

(RN
1 (θ)−RN

2 (θ))pdθ +

∫
Γ2

(RN
2 (θ)−RN

1 (θ))pdθ

≤ Cp
N‖R[χω1 ]−R[χω2 ]‖

p
L1(SN−1)

.


[∫

Γ1

(∫
SN−1

Kϕ(θ)dϕ

)p′
dθ

]1−p

+

[∫
Γ2

(∫
SN−1

Kϕ(θ)dϕ

)p′
dθ

]1−p


≤ 2Cp
N‖R[χω1 ]−R[χω2 ]‖

p
L1(SN−1)

[∫
SN−1

(∫
SN−1

Kϕ(θ)dϕ

)p′
dθ

]1−p

.

Assim, baseado na demonstração da afirmação 6.4 (tomando p = 1/N), é posśıvel

definir uma constante C = C(N) > 0 de forma que

C ≥ 2Cp
N

[∫
SN−1

(∫
SN−1

Kϕ(θ)dϕ

)p′
dθ

]1−p

> 0.

Portanto ∫
SN−1

|RN
1 (θ)−RN

2 (θ)|pdθ ≤ C‖R[χω1 ]−R[χω2 ]‖
p
L1(SN−1)

. (6.13)

Agora note que, para 0 < p < 1, (a+ b)p ≤ ap + bp, com a, b ≥ 0. Logo

|RN
1 (θ)|p ≤ |RN

1 (θ)−RN
2 (θ)|p + |RN

2 (θ)|p
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e

|RN
2 (θ)|p ≤ |RN

1 (θ)−RN
2 (θ)|p + |RN

1 (θ)|p.

Assim, como R1 > 0 e R2 > 0,

|RNp
1 (θ)−RNp

2 (θ)| ≤ |RN
1 (θ)−RN

2 (θ)|p.

Consequentemente,∫
SN−1

|RNp
1 (θ)−RNp

2 (θ)|dθ ≤
∫
SN−1

|RN
1 (θ)−RN

2 (θ)|pdθ.

Logo, por 6.13,∫
SN−1

|RNp
1 (θ)−RNp

2 (θ)|dθ ≤ C‖R[χω1 ]−R[χω2 ]‖
p
L1(SN−1)

.

Finalmente, como 0 < p = 1/N < 1,∫
Sd−1

|R1(θ)−R2(θ)|dθ ≤ C‖R[χω1 ]−R[χω2 ]‖
1
N

L1(SN−1)

e, então, obtemos a seguinte desigualdade de estabilidade em L1(SN−1)

‖R1 −R2‖L1(SN−1) ≤ C‖R[χω1 ]−R[χω2 ]‖
1
N

L1(SN−1)
, (6.14)

o que prova o teorema 6.1.

Observação 6.2. Observe que o teorema 4.4 é uma versão particular do teorema

6.1, onde foi considerado somente uma fonte caracteŕıstica.

Observação 6.3. Através de algumas modificações na demonstração do teorema

6.5, é posśıvel estabelecer um resultado de estabilidade similar em L∞(SN−1).

Teorema 6.5 (Estabilidade Condicional em L∞). Considere duas fontes carac-

teŕısticas f1(x) = χω1(x) e f2(x) = χω2(x) para o problema inverso 3.2, onde ω1 e

ω2 são subconjuntos abertos, conexos e limitados de Ω ⊂ RN , possuindo o mesmo

centroide. Sejam R1, R2 : SN−1 → R+
∗ parametrizações de ∂ω1 e ∂ω2, respectiva-

mente, com R1, R2 ∈ L1(SN−1). Se o dado de Neumann gerado pelas fontes são

separados, então existe uma constante C = C(N) > 0, tal que

‖R2 −R1‖L1(SN−1) ≤ C‖R[χω1 ]−R[χω2 ]‖
1
N

L∞(SN−1)
, (6.15)

onde

‖R2 −R1‖L1(SN−1) =

∫
SN−1

|R1(θ)−R2(θ)|dθ
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e

‖R[χω1 ]−R[χω2 ]‖L∞(SN−1) = ess sup
ϕ∈ SN−1

|R[χω1 ](ϕ)−R[χω2 ](ϕ)|.

6.3 Experimentos Numéricos de Estabilidade do

Problema Inverso de Fonte

Nesta seção, estaremos interessados em estudar o seguinte problema direto{
−∆u+ κ2u = χω, em Ω,

u = 0, sobre ∂Ω,
(6.16)

onde ω ⊂ Ω é o suporte estrelado da fonte, cuja fronteira é parametrizada por

r(t) = (xc, yc) + (b1 + b2 cos(3t))(cos t, sent), t ∈ [0, 2π],

com (xc, yc) = (0.4,−0.2), b1 = 0.3 e b2 = −0.15, e Ω é a bola unitária aberta em

R2, centrada na origem, cuja fronteira é parametrizada por R(t) = (cos t, sent), t ∈
[0, 2π], como mostrado na figura 6.1a.

Este problema foi resolvido usando MFS, considerando 200 pontos de colocação e

100 pontos de fontes. Assim, obtemos o dado de Neumann original

gη(x) :=
∂u

∂η
(x), x ∈ ∂Ω∗,

como pode ser visto na figura 6.1b, onde ∂Ω∗ é a fronteira ∂Ω discretizada no MFS,

ou seja, são os valores R(ti) = (cos(ti), sen(ti)), com ti ∈ [0, , 2π].

Nos experimentos abaixo, consideramos o rúıdo como uma proporção do valor ab-

soluto de gη, ou seja, definindo

Vmax := max
t∈[0,2π]

|gη(R(t))|,

o rúıdo considerado é uma porcentagem de Vmax. Além disso, as funções teste

consideradas são do tipo exponencial e foram considerados NP = 7 parâmetros na

expansão de Fourier no algoritmo de Levenberg-Marquardt e M = 36 direções.

Experimento 6.3.1. Neste experimento foi considerado somente um rúıdo absoluto

de 1%, gerando um dado artificial gartη , como mostrado na figura 6.2a, onde foram

considerados 200 pontos de colocação sobre ∂Ω. Este dado foi utilizado no processo

de otimização.

Assim, depois de 7 iterações de 25s cada, em média, o suporte reconstrúıdo está

próximo do original, como pode ser visto na figura 6.2b. Além disso, na figura 6.2c,
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-0.02

Gradiente da Solução na fronteira externa, dado original

(b)

Figura 6.1: Domı́nio Considerado (a) e dado de Neumann original, gη (b)

o dado de Neumann em vermelho, calculado pelo algoritmo de Levenberg-Marquardt,

gLMη , está próximo do dado de Neumann original em azul, gη.

50 100 150 200

-0.12

-0.10

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

Dado artificial, ruido abs 1% do valor max

(a)

0.2 0.4 0.6

-0.6

-0.4

-0.2

0.2

(b)

1 2 3 4 5 6

-0.12

-0.10

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

(c)

Figura 6.2: Rúıdo Absoluto 1%: Dado Artificial (a), Suporte Reconstrúıdo (b),
Dado Original e o Calculado (c)

Experimento 6.3.2. Neste experimento foi considerado somente um rúıdo absoluto

de 5%, gerando um dado artificial gartη , como mostrado na figura 6.3a, onde foram

considerados 200 pontos de colocação sobre ∂Ω.

Assim, depois de 7 iterações de 25s cada, em média, o suporte reconstrúıdo não está

64



tão próximo do original quanto o suporte do exemplo anterior, como pode ser visto

na figura 6.3b. Apesar desta diferença entre os suportes, na figura 6.3c, o dado de

Neumann calculado gLMη , em vermelho, está relativamente próximo do original gη,

em azul.
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-0.06

-0.04

-0.02

Dado artificial, ruido abs 5% do valor max

(a)

0.2 0.4 0.6

-0.6

-0.4

-0.2

0.2

(b)

1 2 3 4 5 6

-0.12

-0.10

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

(c)

Figura 6.3: Rúıdo Absoluto 5%: Dado Artificial (a), Suporte Reconstrúıdo (b),
Dado Original e o Calculado (c)

Experimento 6.3.3. Neste experimento foi considerado somente rúıdo absoluto de

10%, gerando um dado artificial gartη , como mostrado na figura 6.4a, onde foram

considerados 200 pontos de colocação sobre ∂Ω.

Logo, depois de 7 iterações, o suporte reconstrúıdo está mostrado na figura 6.4b e

na figura 6.4c estão mostrados os dados de Neumann calculado gLMη , em vermelho,

e o original gη, em azul, com erro maior em comparação com o exemplo anterior de

5%, como esperado.

Experimento 6.3.4. Neste experimento foi considerado somente rúıdo absoluto de

20%, gerando um dado artificial gartη , como mostrado na figura 6.5a, onde foram

considerados 200 pontos de colocação sobre ∂Ω.

Logo, depois de 7 iterações, o suporte reconstrúıdo está mostrado na figura 6.5b e

na figura 6.5c, são mostrados os dados de Neumann calculado gLMη , em vermelho, e
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-0.10
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-0.04
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Dado original e dado reconstruído, 10% ruido abs

(c)

Figura 6.4: Rúıdo Absoluto 10%: Dado Artificial (a), Suporte Reconstrúıdo (b),
Dado Original e o Calculado (c)

o original gη, em azul, com erro maior em comparação com os experimentos de 1%,

5% e 10%, como esperado.

Experimento 6.3.5. Neste experimento foi considerado somente rúıdo absoluto

de 30%, gerando um dado artificial gartη , onde foram considerados 200 pontos de

colocação sobre ∂Ω, como mostrado na figura 6.6a.

Logo, depois de 7 iterações, o suporte reconstrúıdo está mostrado na figura 6.6b e na

figura 6.6c, o dado de Neumann calculado gLMη , em vermelho, e o original gη, em

azul, são comparados, com erro maior em comparação com todos os experimentos

anteriores, tendo em vista que o dado calculado diverge totalmente do dado original.
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Figura 6.5: Rúıdo Absoluto 20%: Dado Artificial (a), Suporte Reconstrúıdo (b),
Dado Original e o Calculado (c)
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Figura 6.6: Rúıdo Absoluto 30%: Dado Artificial (a), Suporte Reconstrúıdo (b),
Dado Original e o Calculado (c)
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Caṕıtulo 7

O Problema Inverso de Fonte para

Equações Eĺıpticas

Neste caṕıtulo, vamos estudar o problema inverso de fonte para equações eĺıpticas

de segunda ordem com coeficientes constantes.

Na seção 7.1, é apresentado o operador eĺıptico mais geral, onde o objetivo é reduzir

este ao operador de advecção-difusão.

Na seção 7.2, vamos apresentar os problemas direto e inverso relacionados ao ope-

rador de advecção-difusão. Além disso, também vamos estudar o problema de

Helmholtz associado, onde, na seção 7.3, vamos estabelecer alguns resultados so-

bre o funcional de reciprocidade relacionado a este problema.

Por fim, na seção 7.4, estabeleceremos novos resultados acerca da determinação do

centroide para o problema eĺıptico modificado.

7.1 O Operador Eĺıptico de Segunda Ordem

Nesta seção vamos considerar um operador diferencial de segunda ordem eĺıptico e

mostrar que um problema posto sobre este operador pode ser reduzido a um novo

problema relativo ao operador de difusão-advecção, através de uma mudança de

coordenada, ver [54] e [55].

Vamos definir o seguinte operador eĺıptico de segunda ordem com coeficientes cons-

tantes.

Definição 7.1. Sejam A uma matriz real N × N , simétrica e positiva definida,

b ∈ RN e c ∈ R. Definimos o operador diferencial L como

L : H1(Ω)→ L2(Ω)

Lu := − div (A∇u) + b · ∇u+ cu,
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onde · representa o produto interno usual em RN . Além disso, assumimos que

0 < λmin ≤ λmax <∞,

onde λmin e λmax são o menor e o maior autovalor da matriz A, respectivamente.

Observação 7.1. Se A = aI, onde I representa a matriz identidade N×N , e a > 0

então o operador L reduz-se ao operador de difusão-advecção que será tratado na

próxima seção.

Observação 7.2. Note que se A = (Ajk), j, k = 1, 2, ..., N , então

Lu = −
N∑
j=1

N∑
k=1

Ajk
∂2u

∂xj∂xk
+

N∑
j=1

bj
∂u

∂xj
+ cu.

Como comentado no ińıcio desta seção, vamos definir uma mudança de coordenada

para o operador acima.

Note que como a matriz A é simétrica, positiva definida, então, pelo Teorema Es-

pectral, temos que A admite uma decomposição da seguinte forma

A = QDQT , (7.1)

onde D é uma matriz diagonal N ×N , formada pelos autovalores de A, e Q é uma

matriz unitária N × N , isto é, QQT = I, se as entradas da matriz A são números

reais, então Q é ortogonal. Logo, um elemento Ajk da matriz A pode ser escrito

como

Ajk =
N∑
r′=1

N∑
s′=1

Qjr′Dr′s′Qks′ =:
∑
r′,s′

Qjr′Dr′s′Qks′ ,

onde Q = (Qjk), D = (Djk), com j, k = 1, 2, ..., N , onde o somatório acima foi

simplificado para a notação não ficar carregada.

Vamos definir uma mudança de variável da seguinte forma. Considere uma matriz

simétrica N ×N , positiva definida, B, dada por

B := QEQT ,

onde Q é a matriz unitária dada em (7.1) e E é uma matriz diagonal N ×N cujos

elementos serão determinados posteriormente.

Assim, se B = (Brl), com r, l = 1, 2, ..., N , então podemos definir uma nova variável

y ∈ RN , da seguinte maneira:

y = B · x,
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ou seja,

yr =
N∑
l=1

Brlxl,

com r = 1, 2, ..., N , de forma que

∂yr
∂xj

=
N∑
l=1

Brl
∂xl
∂xj

=
N∑
l=1

Brlδlj = Brj,

com j = 1, 2, ..., N , onde δlj é a função delta de Kronecker.

Então, com isso, temos que

∂u

∂xj
=

N∑
r=1

∂u

∂yr

∂yr
∂xj

=
N∑
r=1

Brj
∂u

∂yr

e

∂2u

∂xk∂xj
=

∂

∂xk

(
N∑
r=1

Brj
∂u

∂yr

)
=

N∑
r=1

Brj
∂

∂yr

(
∂u

∂xk

)

=
N∑
r=1

Brj
∂

∂yr

(
N∑
s=1

Bsk
∂u

∂ys

)
=
∑
r,s

BrjBsk
∂2u

∂yr∂ys
.

com j, k = 1, 2, ..., N . Assim,

∑
j,k

Ajk
∂2u

∂xj∂xk
=
∑
j,k

Ajk
∑
r,s

BrjBsk
∂2u

∂yr∂ys
=
∑
j,k;r,s

AjkBrjBsk
∂2u

∂yr∂ys
.

Como, dados j, k, r ∈ {1, 2, ..., N},

Ajk =
∑
r′,s′

Qjr′Dr′s′Qks′ ,

Brj =
∑
m,n

QrmEmnQjn

e

Bsk =
∑
m′,n′

Qsm′Em′n′Qkn′ ,

temos que

∑
j,k

Ajk
∂2u

∂xj∂xk
=

∑
j,k;r,s
r′,s′;m,n
m′,n′

Qjr′Dr′s′Qks′QrmEmnQjnQsm′Em′n′Qkn′
∂2u

∂yr∂ys
.
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Observe que, como QQT = I, temos

N∑
j=1

Qjr′Qjn = δnr′ e
N∑
k=1

Qks′Qkn′ = δs′n′ .

Logo, ∑
j,k

Ajk
∂2u

∂xj∂xk
=
∑
r,s;m,n
m′,n′

Dnn′QrmEmnQsm′Em′n′
∂2u

∂yr∂ys
.

Como as matrizes D e E são diagonais, suponha que Dnn′ = Dnδnn′ , Emn = Emδmn

e Em′n′ = Em′δm′n′ , onde m,n,m′, n′ = 1, 2, ..., N . Assim,

∑
j,k

Ajk
∂2u

∂xj∂xk
=
∑
r,s;n

DnE
2
nQrnQsn

∂2u

∂yr∂ys
.

Portanto, definindo En := (Dn)−1/2, para n = 1, 2, ..., N , obtemos

∑
j,k

Ajk
∂2u

∂xj∂xk
=
∑
r,s;n

QrnQsn
∂2u

∂yr∂ys
=
∑
r,s

δrs
∂2u

∂yr∂ys
=

N∑
r=1

∂2u

∂y2
r

= ∆yu,

onde ∆yu representa o Laplaciano de u na nova variável y.

Por outro lado, note que

N∑
j=1

bj
∂u

∂xj
=

N∑
j=1

bj

N∑
r=1

Brj
∂u

∂yr
=
∑
j,r

bjBrj
∂u

∂yr
=
∑
j,r;m,n

bjQrmEmnQjn
∂u

∂yr

=
∑
j,r

bj

(∑
m,n

Qrm
δmn

(Dn)−1/2
Qjn

)
∂u

∂yr
=
∑
j,r

bjA
−1/2
rj

∂u

∂yr

=
N∑
r=1

(
N∑
j=1

bjA
−1/2
rj

)
∂u

∂yr
.

Assim, se βr :=
∑d

j=1 bjA
−1/2
rj , para r = 1, 2, ..., N , então

N∑
j=1

bj
∂u

∂xj
=

N∑
r=1

βr
∂u

∂yr
= β · ∇yu,

onde β = (β1, β2, ..., βN) e ∇yu representa o vetor gradiente da função u na nova

variável y.

Portanto, através da mudança y = B · x, com B = QEQT , onde os elementos da

matriz diagonal E são iguais a Emn = |Dn|−1/2δmn, o operador

Lu = −div(A∇u) + b · ∇u+ cu,
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escrito na variável x, torna-se, na variável y, o operador

Du = −∆yu+ β · ∇u+ cu,

conhecido como operador de difusão-advecção, que será estudado nas próximas

seções.

Desta forma, mostramos que se A é uma matriz N ×N simétrica, positiva definida,

então ao invés de estudarmos o problema geral para o operador Lu, é suficiente

estudarmos o problema para o operador de difusão-advecção.

7.2 O Problema de Advecção-Difusão Esta-

cionário

Nesta seção vamos apresentar os problemas direto e inverso relacionados ao operador

de advecção-difusão, como mostrado na seção anterior.

Sejam Ω ⊂ RN um subconjunto aberto, limitado e conexo com fronteira, ∂Ω, regular

e os parâmetros a ∈ R, com a > 0, b = (b1, b2, ..., bN) ∈ RN e c ∈ R.

Dados os parâmetros, o termo fonte f ∈ L2(Ω) e o dado de Dirichlet g ∈ H1/2(∂Ω),

considere o seguinte problema{
−a∆u+ b · ∇u+ cu = f, em Ω;

u = g, sobre ∂Ω,
(7.2)

O problema (7.2) admite uma única solução em H1(Ω), ver [48]. De forma análoga

à seção 3.1, definimos problema direto para o operador de advecção-difusão como

sendo o problema de determinar
∂u

∂η
∈ H−1/2(∂Ω), a partir do termo fonte f e do

dado de Dirichlet g.

Por outro lado, o problema inverso de fonte associado a (7.2), é posto da seguinte

maneira: Dados os parâmetros a, b e c, a condição de Cauchy {g, gη} ∈ H1/2(∂Ω)×
H−1/2(∂Ω), encontrar o termo fonte f e uma função u ∈ H1(Ω), tal que

−a∆u+ b · ∇u+ cu = f, em Ω;

u = g, sobre ∂Ω;
∂u

∂η
= gη, sobre ∂Ω,

(7.3)

onde η denota o vetor normal unitário exterior a ∂Ω.

Quando consideramos que a solução e os dados de Cauchy estão nos espaços de

funções usuais utilizados na formulação do problema direto, o problema acima é

mal posto no sentido de Hadamard, [7]. De fato, podemos considerar o seguinte
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problema para exemplificar a não unicidade da solução.

Exemplo 7.1. Considere o conjunto Ω = {x ∈ R2; ‖x‖ < 1} e os parâmetros

a = c = 1 e b = (1, 1) ∈ R2. Suponha que o dado de Cauchy seja nulo, ou seja, que

g = 0 e gη = 0, sobre ∂Ω. Logo, observe que as funções u1, u2 : Ω → R, definidas

por

u1(x) = −2‖x‖4 + 4‖x‖2 − 2 e u2(x) = −‖x‖6 + 3‖x‖2 − 2,

satisfazem 
−a∆ui + b · ∇ui + cui = fi, em Ω;

ui = 0, sobre ∂Ω;
∂ui
∂η

= 0, sobre ∂Ω,

(7.4)

para i = 1, 2, onde

f1(x) = −2‖x‖4 + 36‖x‖2 + 8(1− ‖x‖2)x · (1, 1)− 18,

e

f2(x) = −‖x‖6 + 36‖x‖4 + 3‖x‖2 + 6(1− ‖x‖4)x · (1, 1)− 14,

para todo x ∈ Ω. Portanto, as fontes f1 e f2 são duas soluções distintas do problema

inverso de fontes (7.4), além da solução trivial.

Um caminho para obter boa colocação do problema inverso 7.3 seria supor in-

formações a priori do termo fonte que esperamos reconstruir. Esta suposição é

feita restringindo o espaço onde estamos supondo que a fonte pertença, como feito

nos caṕıtulos anteriores.

Observação 7.3. Outro caminho para contornar esta deficiência consiste geral-

mente na reformulação do problema inverso através de problemas aproximados bem

postos. Estes tipos de métodos são conhecidos como métodos de regularização. Um

método de regularização bem conhecido é o método de regularização de Tikhonov.

Este método entre outros podem ser encontrados em [11].

No caṕıtulo 4, foi demonstrada uma nova equação para a obtenção do centroide para

equações de Helmholtz, quando o termo fonte consistia de uma única fonte pontual

e quando o termo fonte consistia de uma função caracteŕıstica da forma χω(x), onde

ω ⊂ Ω era estrelado.

Neste caṕıtulo vamos generalizar esta equação para a equação de advecção-difusão

e, consequentemente, para equações eĺıpticas de segunda ordem, com coeficientes

constantes, tendo em vista a seção 7.1.
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7.2.1 A Formulação Variacional para o Problema Eĺıptico

Modificado

Nesta seção vamos mostrar que o problema inverso posto sobre o operador de ad-

vecção-difusão pode ser reduzido ao problema posto sobre o operador de Helmholtz,

ou seja, vamos fazer uma mudança de variável no problema 7.3, para que possamos

reescrever este problema como um problema de reconstrução de fonte para a equação

de Helmholtz. Além disso, vamos definir um espaço de funções adequado para estu-

dar a formulação variacional deste problema modificado, ou seja, do problema para

o novo operador.

Como visto no caṕıtulo 1, existem várias referências sobre o problema inverso de

reconstrução de fontes para a equação de Helmholtz, que pode ser visto como um

caso particular do problema de Dirichlet e também como o caso particular da equação

de advecção-difusão com b =
−→
0 .

Considere, então, a mudança de variável

u(x) = e
1
2a
b·xũ(x), (7.5)

para todo x ∈ Ω. Desta forma, temos que a equação em (7.3) pode ser reescrita

como

−a∆u+ b · ∇u+ cu = e
1
2a
b·x
(
−a∆ũ(x) +

(
c+
‖b‖2

4a

)
ũ(x)

)
.

Logo, denotando

λ =
c

a
+
‖b‖2

4a2
, (7.6)

temos que o problema 7.3 pode ser reescrito como o seguinte problema, tomando

ũ = u, por simplicidade:

Dados o parâmetro λ ∈ R e a condição de Cauchy g, gη : ∂Ω→ R, encontrar o termo

fonte f : Ω→ R, tal que
(−∆ + λ)u = 1

a
f(x)e−

1
2a
b·x, em Ω;

u = ge−
1
2a
b·x, sobre ∂Ω;

∂u

∂η
= gηe

− 1
2a
b·x − 1

2a
g(b · η)e−

1
2a
b·x, sobre ∂Ω.

(7.7)

Portanto, é suficiente estudarmos o problema acima.

Observação 7.4. Como c ∈ R, podemos obter 3 problemas distintos, ou seja, temos

a seguinte configuração:

• c < −‖b‖
2

4a
=⇒ λ < 0 : Equação de Helmholtz;

• c = −‖b‖
2

4a
=⇒ λ = 0 : Equação de Laplace;
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• c > −‖b‖
2

4a
=⇒ λ > 0 : Equação de Helmholtz Modificada;

Observação 7.5. Seguindo as ideias de [5], é posśıvel mostrar que é suficiente

estudar o problema 7.3, ou ainda o problema (7.7), considerando o dado de Dirichlet

nulo, ou seja, considerando g ≡ 0, sobre ∂Ω. De fato, suponha que f seja solução

do problema inverso associado ao sistema
−a∆w + b · ∇w + cw = f, em Ω;

w = 0, sobre ∂Ω;
∂w

∂η
= gη −

∂v

∂η
, sobre ∂Ω,

(7.8)

onde v é solução do problema direto{
−a∆v + b · ∇v + cv = 0, em Ω;

v = g, sobre ∂Ω.
(7.9)

Assim, como a fonte f é conhecida em (7.8), pode-se encontrar a solução w. Desta

forma, definindo u := w + v, obtemos que f também é solução do problema (7.3).

De forma análoga, é posśıvel mostrar que se f é solução do problema (7.3), então f

também será solução do problema inverso (7.8).

De forma análoga ao caṕıtulo 3, vamos definir o espaço das funções teste, seguindo

as ideias de [5]

Hλ(Ω) = {v ∈ L2(Ω); (−∆ + λ)v = 0}.

Assim, dada v ∈ Hλ(Ω), supondo que f seja solução do problema (7.7), multipli-

cando a fonte f pela função teste v e integrando em Ω, obtemos que∫
Ω

[(−∆ + λ)u]v dx =
1

a

∫
Ω

f(x)e−
1
2a
b·xv dx.

Note que se v ∈ Hλ(Ω), então ∆v = λv, em Ω. Logo, pela segunda identidade de

Green, obtemos ∫
Ω

u∆v − v∆u dx =

∫
∂Ω

u
∂v

∂η
− v∂u

∂η
dσ

=

∫
∂Ω

ge−
1
2a
b·x∂v

∂η
− v

(
gηe
− 1

2a
b·x − 1

2a
gb · ηe−

1
2a
b·x
)
dσ.

Portanto, como a função teste v ∈ Hλ(Ω) foi arbitrária, obtemos que se f é solução

do problema 7.7, então f é solução do seguinte problema variacional:

Dada a condição de Cauchy g, gη : ∂Ω→ R, encontrar o termo fonte f : Ω→ R, tal
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que

1

a

∫
Ω

f(x)e−
1
2a
b·xv(x) dx =

∫
∂Ω

ge−
1
2a
b·x∂v

∂η
− v

(
gηe
− 1

2a
b·x − 1

2a
gb · ηe−

1
2a
b·x
)
dσ,

(7.10)

para toda função v ∈ Hλ(Ω) .

Observação 7.6. A volta também é verdadeira, ou seja, se f é solução do problema

variacional 7.10, então f também é solução do problema 7.7 supondo uma condição

adicional, [52]. Além disso, em [5] também é mostrado que Hλ(Ω) é homeomorfo a

H1/2(∂Ω).

7.3 O Funcional de Reciprocidade para o Pro-

blema Eĺıptico Modificado

Nesta seção, estaremos interessados em definir alguns operadores integrais relacio-

nados à formulação variacional e estudar algumas propriedades destes.

Definição 7.2. O Funcional de Reciprocidade associado ao problema eĺıptico modi-

ficado (7.7) é definido por

R[fm](v) =

∫
∂Ω

u
∂v

∂η
− v∂u

∂η
dσ

=

∫
∂Ω

ge−
1
2a
b·x∂v

∂η
− v

(
gηe
− 1

2a
b·x − 1

2a
g(b · η)e−

1
2a
b·x
)
dσ, (7.11)

onde v ∈ Hλ(Ω) e g, gη são os dados de Cauchy relacionados ao problema eĺıptico

(7.3) e fm é a fonte modificada dada por

fm(x) =
1

a
f(x)e−

1
2a
b·x.

Observação 7.7. Note que este funcional relaciona o termo fonte fm com o dado

de Cauchy na fronteira do problema eĺıptico (7.3). Neste caso, como temos uma

equação de Helmholtz, através da identidade de Green, foi posśıvel ”transmitir”a

informação relativa ao coeficiente b ·∇u, do problema eĺıptico (7.3), para a fronteira

do domı́nio do problema modificado (7.7), gerando mais termos no funcional de

reciprocidade.

Observação 7.8. Note que, pela Identidade de Green, podemos reescrever o pro-

blema variacional 7.10 como o problema de determinar o termo fonte f , tal que

R[fm](v) =
1

a

∫
Ω

f(x)e−
1
2a
b·xv(x) dx, (7.12)
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para toda função v ∈ Hλ(Ω), onde R[fm](v) é dado por (7.11).

Considere a função teste vϕ(x) = eκϕ·x, onde x ∈ Ω, ϕ ∈ SN−1 é arbitrário e κ :=
√
λ,

onde κ ∈ R∗, se λ > 0, e κ ∈ C \ R, se λ < 0. No caso em que κ é um número

complexo (λ < 0), v é conhecida como onda plana.

Logo, o funcional de reciprocidade para a equação de Helmholtz com termo fonte

fm, calculado na função teste vϕ(x) é dado por R[fm](eκϕ·x), onde, por simplicidade,

vamos denotar este funcional por R[fm](ϕ), onde R[fm](ϕ) é dado por

R[fm](ϕ) =

∫
∂Ω

gκ(ϕ ·η)eκ(ϕ− 1
2aκ

b)·x−gηeκ(ϕ− 1
2aκ

b)·x+
1

2a
g(b ·η)eκ(ϕ− 1

2aκ
b)·xdσ. (7.13)

Observação 7.9. Note que se b =
−→
0 , então

R[fm](ϕ) =

∫
∂Ω

gκ(ϕ · η)eκϕ·x − gηeκϕ·xdσ

é o funcional de reciprocidade do problema
(−∆ + κ2)u =

1

a
f, em Ω;

u = g, sobre ∂Ω;
∂u

∂η
= gη, sobre ∂Ω,

(7.14)

considerando função teste do tipo exponencial vϕ(x) = eκϕ·x.

Por outro lado, se b 6= −→0 , então podemos associar o funcional de reciprocidade

R[fm](ϕ), dado por (7.13), ao problema de Helmholtz
(−∆ + κ2)u = fm, em Ω,

u = g̃, sobre ∂Ω,
∂u

∂η
= g̃η, sobre ∂Ω,

(7.15)

onde

fm =
1

a
fe−

1
2a
b·x, g̃ = ge−

1
2a
b·x e g̃η = gηe

− 1
2a
b·x − 1

2a
b · ηe−

1
2a
b·xg.

Observe que se fm = χω, em (7.15), então sabemos determinar o centroide do

suporte, ω, a partir de medições na fronteira do domı́nio Ω, conforme teorema 4.2.

Entretanto, se considerarmos f = χω, ou seja, que a fonte do problema inverso de

difusão-advecção seja caracteŕıstica, então temos que estudar um pouco mais sobre

a determinação do centroide desta nova fonte no problema de Helmholtz.
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7.4 A Fórmula do Centroide para o Problema

Eĺıptico Modificado

Nesta seção, vamos estabelecer novos resultados sobre a determinação e unicidade

do centroide de fontes caracteŕısticas e da posição de uma única fonte pontual para

o problema eĺıptico modificado (7.7). Este resultado é mais geral em comparação

com os teoremas 4.2 e 4.5.

7.4.1 Caso Fonte Caracteŕıstica

Nesta subseção vamos estudar o caso em que temos uma fonte caracteŕıstica para o

problema eĺıptico (7.3), da forma

f(x) = χω(x),

onde ω é um subconjunto aberto, conexo e limitado ω ⊂ Ω. Com isto, o termo fonte,

fm, relacionado ao problema modificado (7.7) será da forma

fm(x) =
1

a
χω(x)e−

1
2a
b·x, (7.16)

onde, neste caso, vamos denotá-lo por fc(x) := fm(x).

Note que tomando a função teste vpϕ(x) = eκϕ·(x−p) em (7.11), onde ϕ ∈ SN−1 e

p ∈ RN são arbitrários e κ =
√
λ 6= 0, temos que o funcional de reciprocidade

relacionado será dado por

R[fc](v
p
ϕ) = e−

1
2a
b·p
∫
∂Ω

gκ(ϕ · η)eκ(ϕ− 1
2aκ

b)·(x−p) − gηeκ(ϕ− 1
2aκ

b)·(x−p)

+
1

2a
g(b · η)eκ(ϕ− 1

2aκ
b)·(x−p)dσ.

Logo, definindo o funcional de reciprocidade centrado no ponto p ∈ RN como

Rp[fc](ϕ) :=

∫
∂Ω

gκ(ϕ·η)eκ(ϕ− 1
2aκ

b)·(x−p)−gηeκ(ϕ− 1
2aκ

b)·(x−p)+
1

2a
g(b·η)eκ(ϕ− 1

2aκ
b)·(x−p)dσ,

temos que

R[fc](v
p
ϕ) = e−

1
2a
b·pRp[fc](ϕ). (7.17)

Observação 7.10. Note que se p =
−→
0 , temos que

R0[fc](ϕ) = R[fc](ϕ),

onde R[fc](ϕ) é dado por (7.13).
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Por outro lado, por (3.4), temos que

e−
1
2a
b·pRp[fc](ϕ) = R[fc](v

p
ϕ)

=

∫
Ω

eκϕ·(x−p)fcdx

=
1

a

∫
ω

eκϕ·(x−p)e−
1
2a
b·xdx

=
1

a
e−

1
2a
b·p
∫
ω

eκ(ϕ− 1
2aκ

b)·(x−p)dx.

ou seja,

Rp[fc](ϕ) =
1

a

∫
ω

eκ(ϕ− 1
2aκ

b)·(x−p)dx. (7.18)

Observação 7.11. Note que substituindo v(x) = eκϕ·x e f(x) = χω(x) em (7.12),

obtemos uma expressão similar a (7.18), porém centrada na origem, ou seja, p =
−→
0 .

Desta forma, é posśıvel determinar uma mudança de variável, cujo determinante

Jacobiano é igual a 1 (translação), de tal forma que p ∈ RN seja a origem do

sistema de coordenadas.

A seguir, vamos supor que a origem do sistema de coordenadas seja o centroide de

um conjunto estrelado, ou seja, vamos supor que p ∈ RN , a prinćıpio arbitrário, seja

o centroide de um subconjunto estrelado de Ω.

Assim, por (3.5) e (7.18), podemos definir o seguinte operador integral centrado no

ponto p

F p[fc](ϕ) :=
1

a

∫
ω

eκ(ϕ− 1
2aκ

b)·(x−p)dx.

Além disso, como estamos supondo p como o centroide do conjunto ω ⊂ Ω, então

podemos parametrizar ∂ω por uma função R : SN−1 → R∗+, que mede a distância

entre o centroide e o ponto correspondente em ∂ω, de forma que

F p[fc](ϕ) = F p[R](ϕ) =
1

a

∫
SN−1

∫ R(θ)

0

eκρ(ϕ− 1
2aκ

b)·θρN−1dρdθ.

De forma análoga ao caṕıtulo 4, é posśıvel estabelecer os seguintes teoremas equi-

valentes sobre o operador F p:

Teorema 7.1. Se ω ⊂ Ω é um conjunto estrelado com fronteira parametrizada

por uma função R ∈ L1(SN−1), então F p[R] ∈ L1(SN−1). Além disso, existe uma

constante C = C(N) > 0, tal que

‖F p[R]‖L1(SN−1) ≥ C‖R‖NL1(SN−1).

e
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Teorema 7.2. Dados R1, R2 ∈ L1(SN−1), então existe uma constante C = C(N) >

0, tal que

‖F p[R1]− F p[R2]‖L1(SN−1) ≤ C‖R1 −R2‖L1(SN−1),

ou seja, o operador F p é cont́ınuo em L1(SN−1).

Entretanto, com relação a proposição 4.1, temos um resultado semelhante para o

operador F p, que será importante para estabelecer a nova fórmula do centroide.

Proposição 7.3. Seja ω ⊂ Ω um conjunto estrelado, cuja fronteira, ∂ω, é parame-

trizada pela função R ∈ L1(SN−1). Então

F p[R](ϕ) = F p[R]

(
−ϕ+

1

aκ
b

)
, ∀ϕ ∈ SN−1.

Demonstração. A demonstração é análoga ao teorema 4.1. De fato, seja ϕ ∈ SN−1

uma direção arbitrária. Defina

ϕ̃ := ϕ− 1

2aκ
b

e os conjuntos

Sϕ̃± := {θ ∈ SN−1;±ϕ̃ · θ > 0}

e

Sϕ̃0 := {θ ∈ SN−1; ϕ̃ · θ = 0}.

Logo, SN−1 = Sϕ̃− ∪ Sϕ̃0 ∪ Sϕ̃+ e, então,

F p[R](ϕ) =
1

a

∫
SN−1

∫ R(θ)

0

eκρϕ̃·θρN−1dρdθ

=
1

a

∫
Sϕ̃+

∫ R(θ)

0

eκρϕ̃·θρN−1dρdθ +
1

a

∫
Sϕ̃0

∫ R(θ)

0

ρN−1dρdθ

+
1

a

∫
Sϕ̃−

∫ R(θ)

0

eκρϕ̃·θρN−1dρdθ.
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Por outro lado, note que

F p[R]

(
−ϕ+

1

aκ
b

)
=

1

a

∫
SN−1

∫ R(θ)

0

eκρ(−ϕ+ 1
aκ
b− 1

2aκ
b)·θρN−1dρdθ

=
1

a

∫
SN−1

∫ R(θ)

0

eκρ(−ϕ+ 1
2aκ

b)·θρN−1dρdθ

=
1

a

∫
SN−1

∫ R(θ)

0

e−κρϕ̃·θρN−1dρdθ

=
1

a

∫
S−ϕ̃+

∫ R(θ)

0

e−κρϕ̃·θρN−1dρdθ +
1

a

∫
S−ϕ̃0

∫ R(θ)

0

ρN−1dρdθ

+
1

a

∫
S−ϕ̃−

∫ R(θ)

0

e−κρϕ̃·θρN−1dρdθ.

Assim, como S−ϕ̃± = Sϕ̃∓ e S−ϕ̃0 = Sϕ̃0 , então∫
S−ϕ̃+

∫ R(θ)

0

e−κρϕ̃·θρN−1dρdθ =

∫
Sϕ̃−

∫ R(θ)

0

eκρϕ̃·θρN−1dρdθ,

e ∫
S−ϕ̃−

∫ R(θ)

0

e−κρϕ̃·θρN−1dρdθ =

∫
Sϕ̃+

∫ R(θ)

0

eκρϕ̃·θρN−1dρdθ.

Portanto,

F p[R](ϕ) = F p[R]

(
−ϕ+

1

aκ
b

)
.

Desta forma, como ϕ é arbitrário, temos que F p[R](ϕ) = F p[R]
(
−ϕ+ 1

aκ
b
)
, para

todo ϕ ∈ SN−1.

Assim, pelo teorema 7.3 e por (7.18), temos que

Rp[fc](ϕ) = Rp[fc]

(
−ϕ+

1

aκ
b

)
,

ou seja,∫
∂Ω

gκ(ϕ · η)eκ(ϕ− 1
2aκ

b)·(x−p) − gηeκ(ϕ− 1
2aκ

b)·(x−p) +
1

2a
g(b · η)eκ(ϕ− 1

2aκ
b)·(x−p)dσ

=

∫
∂Ω

gκ(−ϕ+
1

aκ
b)·ηeκ(−ϕ+ 1

2aκ
b)·(x−p)−gηeκ(−ϕ+ 1

2aκ
b)·(x−p)+

1

2a
g(b·η)eκ(−ϕ+ 1

2aκ
b)·(x−p)dσ.

Logo, tendo em vista (7.16), temos que, por (7.13)

e−κ(ϕ− 1
2aκ

b)·pR[fc](ϕ) = eκ(ϕ− 1
2aκ

b)·pR[fc]

(
−ϕ+

1

aκ
b

)
,
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Portanto, temos que

e2κ(ϕ− 1
2aκ

b)·p =
R[fc](ϕ)

R[fc]
(
−ϕ+ 1

aκ
b
) ,

ou seja, (
ϕ− 1

2aκ
b

)
· p =

1

2κ
ln

(
R[fc](ϕ)

R[fc]
(
−ϕ+ 1

aκ
b
)) , (7.19)

para todo ϕ ∈ SN−1.

Assim, observe que estabelecemos o seguinte teorema de caracterização do centroide

do suporte de uma fonte caracteŕıstica no problema inverso de difusão-advecção

(7.3).

Teorema 7.4. Sejam ω ⊂ Ω um subconjunto estrelado e o termo fonte f(x) = χω(x)

para o problema inverso (7.3), onde os parâmetros a, b e c devem satisfazer

N∑
i=1

bi 6=
√

4ca+ ‖b‖2. (7.20)

Então o centroide, p, do conjunto ω pode ser determinado por(
ϕ− 1

2aκ
b

)
· p =

1

2κ
ln

(
R[fc](ϕ)

R[fc]
(
−ϕ+ 1

aκ
b
)) , (7.21)

onde R[fc](ϕ) é dado por (7.13), fazendo fm = fc, com ϕ ∈ SN−1.

Demonstração. Note que a fórmula (7.21), obtida anteriormente, pode ser vista

como um sistema linear. De fato, como b = (b1, b2, · · · , bN) ∈ RN é um vetor

conhecido, para determinarmos a posição da fonte pontual, podemos tomar ϕ =

ei ∈ SN−1, i = 1, 2, ..., N , vetores da base canônica de RN , e resolver o seguinte

sistema linear

(1− 1

2aκ
b1)p1 −

1

2aκ
b2p2 − · · · −

1

2aκ
bNpN = B1

− 1

2aκ
b1p1 + (1− 1

2aκ
b2)p2 − · · · −

1

2aκ
bNpN = B2

...

− 1

2aκ
b1p1 −

1

2aκ
b2p2 − · · ·+ (1− 1

2aκ
bN)pN = BN ,

(7.22)

onde p1, p2, · · · , pN são as coordenadas que devemos determinar do centroide p e

Bi =
1

2κ
ln

(
R[fc](ei)

R[fc]
(
−ei + 1

aκ
b
)) ,

com i = 1, 2, ..., N . Este sistema possui solução se, e somente se, a matriz N × N
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relativa aos coeficientes,

A =



1− 1

2aκ
b1 − 1

2aκ
b2 − 1

2aκ
b3 · · · − 1

2aκ
bN

− 1

2aκ
b1 1− 1

2aκ
b2 − 1

2aκ
b3 · · · − 1

2aκ
bN

− 1

2aκ
b1 − 1

2aκ
b2 1− 1

2aκ
b3 · · · − 1

2aκ
bN

...
...

...
. . .

...

− 1

2aκ
b1 − 1

2aκ
b2 − 1

2aκ
b3 · · · 1− 1

2aκ
bN


(7.23)

é tal que detA 6= 0 .

Desta forma, substituindo cada linha i pelo resultado da subtração da linha i pela

linha i+ 1, para i = 1, 2, 3, · · · , N − 1, obtemos a seguinte matriz N ×N , denotada

por A[1:N ],

A[1:N ] =



1 −1 0 0 · · · 0 0

0 1 −1 0 · · · 0 0

0 0 1 −1 · · · 0 0

0 0 0 1 · · · 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 · · · 1 −1

− 1

2aκ
b1 −

1

2aκ
b2 −

1

2aκ
b3 −

1

2aκ
b4 · · · −

1

2aκ
bN−1 1− 1

2aκ
bN


.

De maneira geral, definimos a matriz A[i:N ], (N − i + 1) × (N − i + 1), com i =

1, 2, 3, · · · , N − 1, como sendo a matriz

A[i:N ] =

1 −1 0 0 · · · 0 0

0 1 −1 0 · · · 0 0

0 0 1 −1 · · · 0 0

0 0 0 1 · · · 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 · · · 1 −1

− 1

2aκ
bi −

1

2aκ
bi+1 −

1

2aκ
bi+2 −

1

2aκ
bi+3 · · · −

1

2aκ
bN−1 1− 1

2aκ
bN
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e a matriz CN−1, como sendo a matriz (N − 1)× (N − 1),

CN−1 =



−1 0 0 0 · · · 0 0

1 −1 0 0 · · · 0 0

0 1 −1 0 · · · 0 0

0 0 1 −1 · · · 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 · · · −1 0

0 0 0 0 · · · 1 −1


, (7.24)

cujo determinante é detCN−1 = (−1)N−1.

Assim, para determinar o valor de detA, podemos calcular o determinante de A[1:N ]

utilizando o métodos dos cofatores, ou seja,

detA[1:N ] = detA[2:N ](−1)1+1 +

(
− 1

2aκ
b1

)
(detCN−1) (−1)N+1

= detA[2:N ] +

(
− 1

2aκ
b1

)
(−1)2N

= detA[2:N ] −
1

2aκ
b1.

Agora, observe que

detA[2:N ] = detA[3:N ](−1)2+2 +

(
− 1

2aκ
b2

)
(detCN−2) (−1)N+2.

= detA[3:N ] +

(
− 1

2aκ
b2

)
(−1)2N

= detA[3:N ] −
1

2aκ
b2.

Logo,

detA[1:N ] = detA[3:N ](−1)− 1

2aκ
b1 −

1

2aκ
b2.
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Desta forma, por indução finita, obtemos que

detA[1:N ] = detA[N−1:N ](−1)(N−2)+(N−2)

+

(
− 1

2aκ
bN−2

)
(detC2) (−1)N+(N−2) −

N−3∑
i=1

1

2aκ
bi

= detA[N−1:N ] +

(
− 1

2aκ
bN−2

)
(−1)2N −

N−3∑
i=1

1

2aκ
bi

= 1− 1

2aκ
bN −

1

2aκ
bN−1 −

1

2aκ
bN−2 −

N−3∑
i=1

1

2aκ
bi

= 1−
N∑
i=1

1

2aκ
bi.

Assim, como κ =
√
λ, temos que, por (7.6),

detA = 1− 1√
4ca+ ‖b‖2

N∑
i=1

bi.

Portanto, para que o sistema linear possua solução, ou seja, para que detA 6= 0,

precisamos que os parâmetros do problema de difusão-advecção (7.3) satisfaçam

N∑
i=1

bi 6=
√

4ca+ ‖b‖2. (7.25)

Observação 7.12. No caso em que b =
−→
0 , temos que

N∑
i=1

bi = 0 6= 1 = detA,

onde o sistema linear sempre possui uma única solução.

Desta forma, podemos estabelecer o seguinte resultado de unicidade da reconstrução

do centroide pela nova fórmula proposta.

Corolário 7.1 (Unicidade do Centroide). Sejam χω1 e χω2 duas fontes carac-

teŕısticas para o problema (7.3), com ω1, ω2 ⊂ Ω subconjuntos estrelados, onde

os parâmetros o problema satisfazem a condição (7.20). Se estas fontes produzem o

mesmo dado de Cauchy na fronteira, então estas possuem o mesmo centroide.

Demonstração. Considere as fontes χω1 e χω2 para o problema (7.3). Suponha que

estas fontes geram o mesmo dado de Cauchy sobre a fronteira. Logo, estas fontes
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geram o mesmo funcional de reciprocidade com função teste do tipo exponencial

vϕ(x) = eκϕ·x. Assim, se p1 e p2 denotarem os centroides das fontes χω1 e χω2 ,

respectivamente, então observe que, pelo Teorema 7.4, obtemos que(
ϕ− 1

2aκ
b

)
· p1 =

(
ϕ− 1

2aκ
b

)
· p2,

para todo ϕ ∈ SN−1.

Por outro lado, temos

Ap1 = Ap2,

onde A é a matriz inverśıvel dada por (7.23). Logo, A(p1 − p2) = 0, e, portanto,

p1 = p2.

7.4.2 Caso Fonte Pontual

Nesta subseção vamos estudar o caso em que temos uma fonte pertencente à classe

de fontes pontuais.

Primeiramente, considere que o termo fonte é composto por somente uma fonte

pontual no problema eĺıptico (7.3), ou seja, que

fpe(x) = βδS(x),

onde δS(x) é a distribuição delta de Dirac centrada no ponto S ∈ RN e β > 0 é a

intensidade desta fonte. Logo, tomando vϕ(x) = eκϕ·x em (7.12) , com ϕ ∈ SN−1, e

κ =
√
λ,

R[fpe](ϕ) =
β

a
eκ(ϕ− 1

2aκ
b)·S,∀ϕ ∈ SN−1.

Assim, como

R[fpe]

(
−ϕ+

1

aκ
b

)
=
β

a
eκ(−ϕ+ 1

2aκ
b)·S,

temos que, a intensidade da fonte pontual pode ser determinada da seguinte forma

β = a

√
R[fpe](ϕ)R[fpe]

(
−ϕ+

1

aκ
b

)
. (7.26)

Observe que a intensidade da fonte pontual não depende da direção ϕ ∈ SN−1

escolhida, como esperado. Além disso, tendo em vista que

R[fpe](ϕ)

R[fpe]
(
−ϕ+ 1

aκ
b
) =

eκ(ϕ− 1
2aκ

b)·S

eκ(−ϕ+ 1
2aκ

b)·S
=
e2κϕ·S

e
1
a
b·S

= e2κ(ϕ− 1
2aκ

b)·S,
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a posição da fonte pontual pode ser determinada da seguinte forma(
ϕ− 1

2aκ
b

)
· S =

1

2κ
ln

(
R[fpe](ϕ)

R[fpe]
(
−ϕ+ 1

aκ
b
)) , (7.27)

onde ϕ ∈ SN−1.

Note que estabelecemos o seguinte resultado de caracterização e unicidade de fontes

pontuais para o problema inverso de difusão-advecção (7.3).

Teorema 7.5. Suponha que o termo fonte do problema inverso (7.3) seja da forma

fpe(x) = βδS(x), onde os parâmetros a, b e c devem satisfazer

N∑
i=1

bi 6=
√

4ca+ ‖b‖2. (7.28)

Então sua intensidade é dada por (7.26) e sua posição é dada por (7.27).

Observação 7.13. Note que o sistema linear que define a posição desta fonte pon-

tual é o mesmo que define o centroide do suporte no caso de fontes caracteŕısticas.

Assim, para garantirmos a existência (relacionada com a resolução deste sistema)

e a unicidade na determinação da fonte pontual precisamos supor a condição sobre

os parâmetros (7.28) no problema eĺıptico (7.3).

Corolário 7.2. Considere as fontes pontuais para o problema (7.7), onde os

parâmetros satisfazem (7.28), dadas por f1(x) = β1δS1(x) e f2(x) = β2δS2(x). Se f1

e f2 geram o mesmo dado de Cauchy na fronteira, então f1 = f2.

Considere, agora, que o termo fonte para o problema inverso (7.3) é composto por

uma combinação linear de fontes pontuais da forma

fpe(x) =
M∑
i=1

αiδSi(x).

Com este termo fonte, é posśıvel estabelecer um resultado de unicidade de com-

binação de fontes pontuais análogo ao teorema 4.6.

Teorema 7.6. Considere as fontes para o problema (7.3), onde os parâmetros sa-

tisfazem (7.28), dadas por f1(x) =
∑M1

i=1 βiδSi(x) e f2(x) =
∑M2

j=1 λjδZj(x), onde Si

e Zj são distintos entre si. Se f1 e f2 geram o mesmo dado de Cauchy na fronteira,

então f1 = f2, ou seja, M1 = M2, βi = λi e Si = Zi, para i = 1, 2, ...,M1.

Demonstração. Seja ui solução do problema (7.7) com termo fonte fi, i = 1, 2. Logo,

considerando as funções u := u1 − u2 e F := 1
a
e−

1
2a
b·x(f1(x)− f2(x)), temos que u é
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solução do problema 
−∆u+ κ2u = F, em Ω,

u = 0, sobre ∂Ω,
∂u

∂η
= 0, sobre ∂Ω.

A partir deste ponto, a demonstração é análoga à do teorema 4.6.
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Caṕıtulo 8

Conclusões e Trabalhos Futuros

Neste caṕıtulo, são apresentadas as conclusões do trabalho desenvolvido nesta tese,

conforme consta na seção 8.1. Além disso, na seção 8.2, são apresentadas propostas

de trabalhos que poderão ser desenvolvidos futuramente.

8.1 Conclusões

Neste trabalho estudamos o problema inverso de fonte para equações de Helmholtz.

Em primeiro lugar, provamos que o problema inverso para fontes caracteŕısticas é

equivalente ao problema inverso de salto. Esta equivalência foi usada na formulação

do problema direto em termos do método das soluções fundamentais (MFS).

Além disso, considerando um subconjunto aberto, conexo e limitado do domı́nio, ω,

como o suporte do termo fonte, estabelecemos um novo resultado de reconstrução do

centroide deste conjunto, através de uma fórmula simples. Experimentos numéricos

relacionados com a determinação do centroide para alguns suportes diferentes foram

realizados, onde esta fórmula provou ser bastante eficiente.

A reconstrução da fronteira do suporte da fonte caracteŕıstica foi estudada através

do MFS para o problema direto para gerar um dado de Neumann que foi usado no

problema inverso. Este dado gerado foi usado nos experimentos numéricos usando

o algoritmo de Levenberg-Marquardt para minimização do funcional ”erro come-

tido”entre dois funcionais de reciprocidade. Estes funcionais estavam relacionados

com o suporte da fonte original e com o suporte da fonte aproximado R[χω](v) e

R[χω̃](v), respectivamente.

Por outro lado, através de uma condição de separação dos dados de Neumann,

estabelecemos um novo resultado de estabilidade para o problema inverso de fonte

caracteŕıstica, supondo a existência e a unicidade deste problema. Este resultado

apresenta uma desigualdade envolvendo parametrizações das fronteiras dos suportes

e o funcional de reciprocidade para cada fonte. Experimentos numéricos relacionados

à estabilidade da fronteira reconstrúıda foram apresentados, onde podemos perceber
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que através de dados de Neumann próximos do original (dados com erro de medição),

conseguimos reconstruir um suporte próximo do suporte original.

8.2 Trabalhos Futuros

No caṕıtulo 2 foi apresentado o método das soluções fundamentais (MFS), ao passo

que na seção 5.1 foi apresentada uma aplicação deste método ao problema direto

de fonte caracteŕıstica para a equação de Helmholtz. Como um trabalho futuro,

pretendemos aplicar o MFS em outros tipos de modelos, como aqueles baseados em

operadores do tipo divergente, para o estudo de reconstrução de fonte e parâmetros,

como a condutividade.

No caṕıtulo 6, foi apresentado um resultado sobre estabilidade condicional para

problemas inversos de fonte para o operador de Helmholtz. Como trabalho futuro,

pretendemos nos aprofundar neste assunto para publicar este resultado em uma

revista de circulação internacional, tendo em vista de que se trata de um resultado

novo, seguindo uma linha de pesquisa paralela ao trabalho de Blasten, Imanuvilov

e Yamamoto, [23].

No caṕıtulo 7, apresentamos um operador diferencial de segunda ordem eĺıptico,

com coeficientes constantes e mostramos que este pode ser reduzido ao operador

de difusão-advecção. Através de uma nova mudança de variável, mostramos um

resultado de reconstrução do centroide para esta equação análogo à equação de

Helmholtz. Como um trabalho futuro, pretendemos fazer experimentos numéricos

sobre reconstrução do centroide (através da fórmula análoga proposta) e recons-

trução da fronteira (usando o algoritmo de Levenberg-Marquardt), considerando

variação dos parâmetros da equação de difusão-advecção.

Por fim, dada a ligação existente entre a teoria de problemas inversos de fonte e a

teoria de controle em equações diferenciais parciais, pretendemos estudar técnicas

que sejam de interseção entre estes dois campos de conhecimento. Como exemplo

de técnicas utilizadas em ambas as teorias podemos citar: Estimativas de Carleman,

ver [49]; Método de Controle, ver [36]; Teoria de Semigrupos, ver [37], [38], [39], [40].
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[40] HASANOV, A., SLODIČKA, M. “An analysis of inverse source problems with

final time measured output data for the heat conduction equation: A

semigroup approach”, Applied Mathematics Letters, v. 26, pp. 207–214,

2013.

[41] MARIN, L., LESNIC, D. “The Method of Fundamental Solutions for Inverse

Boundary Value Problems Associated with the Two-Dimensional Bihar-

monic Equation”, Mathematical and Computer Modelling, v. 42, pp. 261–

278, 2005.

[42] KARAGEORGHIS, A., LESNIC, D., MARIN, L. “The method of fundamental

solutions for solving direct and inverse Signorini problems”, Computers &

Structures, v. 151, pp. 11–19, 2015.

95



[43] KARAGEORGHIS, A., LESNIC, D., MARIN, L. “A survey of applications of

the MFS to inverse problems”, Inverse Problems in Science and Engine-

ering, v. 19, n. 3, pp. 309–336, 2011.

[44] COLACO, M. J., ALVES, C. J. S., ORLANDE, H. R. B. “Transient non-

intrusive method for estimating spatial thermal contact conductance by

means of the reciprocity functional approach and the method of funda-

mental solutions”, Inverse Problems in Science and Engineering, v. 23,

n. 4, 2015, doi:10.1080/17415977.2014.933830.

[45] COLACO, M. J., ALVES, C. J. S., ORLANDE, H. R. B. “A fast non-intrusive

method for estimating spatial thermal contact conductance by means of

the reciprocity functional approach and the method of fundamental soluti-

ons”, International Journal of Heat and Mass Transfer, v. 60, pp. 653–663,

2013.

[46] CHEN, C. S., KARAGEORGHIS, A., LI, YAN “On choosing the location of

the sources in the MFS”, Numerical Algorithms, pp. 1–24, 2015.

[47] ADAMS, R. A., FOURNIER, J. J. F. Sobolev Spaces. Academic Press, Oxford,

UK, 2003. p. 320.

[48] EVANS, L. Partial Differential Equations. Graduate Studies in Mathematics,

19, Berkeley: University of California, 2010. p. 749.

[49] YAMAMOTO, M. “Carleman estimates for parabolic equations and ap-

plications”, Inverse Problems, v. 25, Topical Review, 75 pp. , 2009,

doi:10.1088/0266-5611/25/12/123013.

[50] SAKAI, M. “A moment problem on Jordan domains”, Proceedings of the Ame-

rican Mathematical Society, v. 70, n. 1, pp. 35–38, 1978.

[51] ROBERTY, N. C., RAINHA, M. L. S. “Moving Heat Source Reconstruction

from the Cauchy Boundary Data”, Mathematical Problems in Enginee-

ring, v. 2010, n. 2010, pp. Article ID 987545, 2010.

[52] RAINHA, M. L. S., ROBERTY, N. C. “Integral and variational formulations for

the Helmholtz equation inverse source problem”, Mathematical Problems

in Engineering, Article ID 808913, 2012.

[53] KELLEY, C. T. Iterative Methods for Optimization. Philadelphia, SIAM-

Society for Industrial and Applied Mathematics, 1999.

[54] SAUTER, S. A., SCHWAB, C. Boundary Element Methods. Berlim, Springer

Series in Computational Mathematics, 39, 12011.

96



[55] MULLER, C. Analysis of Spherical Symmetries in Euclidean Spaces. New York,

Springer-Verlag New York, Inc, 1998.

[56] ALVES, C. J. S., MARTINS, N. F. M., COLAÇO, M. J., RAINHA, M. L. S.,
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