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Programa: Engenharia Nuclear 

 

 

        Nessa dissertação de mestrado apresentamos um acurado e eficiente método 

analítico para reconstrução pino a pino da distribuição de densidade de potência nuclear, 

que emprega a solução analítica da equação da difusão de nêutron bidimensional a dois 

grupos de energia e dependente do tempo em nodos homogêneos. As condições de 

contorno usadas para a solução analítica são as quatro correntes médias na superfície do 

nodo que são obtidas com o Método de Expansão Nodal conhecido como NEM e quatro 

fluxos nos vértices de um nodo, que são calculados usando os valores médios de fluxos 

também obtidos com o NEM. O uso das correntes médias ao invés dos fluxos médios na 

superfície do nodo garante que a distribuição de fluxo bidimensional resultante seja 

consistente com a solução nodal. Utilizamos o método de diferenças finitas para 

determinar os fluxos nos vértices. A solução analítica encontrada representa a 

distribuição homogênea de fluxo de nêutrons. As distribuições detalhadas pino a pino 

dentro de um elemento combustível são estimadas pelo produto da distribuição 

homogênea de fluxo por uma função forma heterogênea local. Além disso, as funções 

forma dependentes do grupo e da potência são usadas. Os resultados obtidos com o 

método têm boa acurácia quando comparados com os valores de referência. 
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In this dissertation, an accurate and efficient method for reconstructing pin to pin 

nuclear power density distribution is presented, which employs the analytical solution 

of the time dependent two group, two dimensional neutron diffusion equation for 

homogeneous nodes. Boundary conditions for the analytical solution are the average 

node surface currents, obtained by using the nodal expansion method NEM and the four 

fluxes at node vertices which are calculated using flux average values also obtained 

with NEM. Use of average currents rather than average node surface fluxes ensures that 

the resulting two dimensional is consistent with the nodal solution. We use the finite 

difference method to determine fluxes at node vertices. The analytical solution found 

represents the homogeneous neutron flux distribution. Detailed pin-to-pin distributions 

within fuel assembly are estimated by forming the product of homogeneous flux 

distribution with a local heterogeneous form function. Furthermore, group dependent 

form functions are used. Results obtained with the method show good accuracy when 

compared to reference values. 
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Capítulo 1 

 

Introdução 

 

1.1.  Considerações iniciais 

 

Cada vez mais os métodos nodais de malha grossa vêm sendo usados na análise 

de núcleos de reatores nucleares. Mas, como se sabe, estes métodos fornecem apenas 

valores médios, enquanto que para a análise de segurança do reator é preciso conhecer a 

distribuição de densidade de potência pino a pino. Então, para obter essas distribuições, 

usando os valores médios vindos dos cálculos nodais, são utilizados métodos de 

reconstrução da potência do pino. O processo de reconstrução envolve uma suposição 

fundamental; isto é, as distribuições detalhadas pino a pino dentro de um elemento 

combustível (EC) podem ser estimadas pelo produto de uma distribuição homogênea de 

fluxo por uma função forma heterogênea local. Enquanto que a distribuição homogênea 

de fluxo leva em conta os efeitos da vizinhança do EC no núcleo, a função forma 

carrega as heterogeneidades do EC (pinos de combustível, buracos d’água, pinos de 

veneno queimável, etc.). Sob esta suposição, a primeira e a mais importante etapa no 

processo de reconstrução é a determinação da distribuição homogênea de fluxo, que 

deve ser baseada nos resultados do cálculo nodal executado para ECs homogêneos. 

Os métodos de reconstrução de potência do pino, desenvolvidos nas duas 

décadas passadas, se diferenciavam em como representar e gerar a distribuição 

homogênea do fluxo. Inicialmente, polinômios bidimensionais (Koebke and Wagner, 

1977) foram usados na representação da distribuição homogênea de fluxo, para todos os 

grupos de energia, e depois funções exponenciais foram introduzidas para aumentar a 

precisão do cálculo da distribuição do fluxo térmico (Koebke and Hetzelt, 1985; Rempe 

et al., 1988). Mais recentemente, funções analíticas foram usadas em ambos os grupos 

de energia (Bôer and Finnemann, 1992). Todos esses métodos de reconstrução citados 

necessitam calcular, a partir dos resultados nodais disponíveis, os fluxos nos vértices de 
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cada nodo. Cabe ressaltar que cada método adota uma maneira diferente para calcular 

estes fluxos nos vértices do nodo.  

O método analítico emprega as soluções analíticas da equação da difusão a dois 

grupos energia em nodos homogêneos para o cálculo da distribuição homogênea de 

fluxo. Estas soluções satisfazem a um conjunto de condições de contorno em uma 

geometria bidimensional isolada e levam a uma precisão superior em comparação com 

os métodos polinomiais. As condições de contorno necessárias devem ser construídas 

por meio dos fluxos e das correntes médias conhecidas da solução do processo nodal de 

malha grossa. 

Este problema de cálculo das condições de contorno pode ser abordado usando 

técnicas de diferenças finitas, procedimentos de interpolação, métodos da aproximação 

que utilizam equações da difusão unidimensional ou uma combinação destas técnicas.  

Sendo assim, propomos nesta dissertação de mestrado, incorporar métodos de 

reconstruções existentes na literatura ou combinações desses métodos ao Método de 

Expansão Nodal, conhecido como NEM. Utilizamos o método analítico apresentado na 

referência (Han G. Joo et al., 1999), combinado com condições de contorno que 

utilizam os fluxos nos vértices obtidos pela técnica proposta por Rempe (Rempe et al., 

1988). Estes fluxos nos cantos e os fluxos ou correntes médias na superfície dos nodos 

constituem o conjunto mínimo de condições de contorno a ser utilizado pelo método 

analítico de reconstrução aqui proposto. Por essa razão, o cálculo dos fluxos nos cantos, 

é, na verdade, a primeira etapa deste processo de reconstrução da potência do pino.  

O texto que será apresentado a seguir se divide da seguinte forma: no capítulo 2 

é apresentado o Método de Expansão Nodal (NEM) (Silva e Martinez, 2003) para a 

discretização da equação da difusão de nêutrons e cálculos dos valores médios como 

fluxos e correntes. No capítulo 3 são apresentados alguns métodos de reconstrução e no 

capítulo 4 é detalhado o método proposto nesta dissertação de mestrado. No capítulo 5 é 

mostrado e especificado o benchmark EPRI-9 usado para gerar os valores de referência, 

gerado com um programa de diferenças finitas de malha fina. No capítulo 6 são 

mostrados os resultados numéricos obtidos com o método e, por fim, no capítulo 7 as 

conclusões finais e as recomendações para trabalhos futuros. 
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Capítulo 2 

 

Método de Expansão Nodal 

 

2.1. Equação de Balanço Nodal 

 

O Método de Expansão Nodal, conhecido como NEM (Silva e Martinez, 2003) é 

um método de discretização espacial que trabalha com correntes de interface. Ele tem 

como ponto de partida a equação da continuidade e a Lei de Fick, quais sejam, 

 

g g

g Rg g

2 2

g fg g gg g
g 1 g 1eff

J (x, y,z) (x, y,z) (x, y,z)

1 (x, y,z) (x, y,z) (x, y,z) (x, y,z)
k

′≠

′ ′ ′ ′
′ ′= =

∇ ⋅ + Σ φ =

= χ νΣ φ + Σ φ∑ ∑

r r

                         (2.1) 

 

e 

 

g gu gu
u x,y,z

g g u
u x,y,z

ˆJ (x, y,z) (J (x, y,z) J (x, y,z))e

ˆD (x, y,z) (x, y,z)e
u

+ −

=

=

= −

∂
− φ

∂

∑

∑

r
u =

                                            
(2.2) 

 

No NEM, o domínio espacial do núcleo de um reator é dividido em um conjunto 

de volumes contíguos, chamados nodos (Fig. 2.1), nos quais os parâmetros nucleares 
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são uniformes. Sendo assim, integrando a Eq. (2.1) no volume  de um 

nodo n qualquer, dividindo por este mesmo volume e integrando a Eq.(2.2) na área 

transversal a uma direção u genérica e dividindo por esta mesma área, tem-se que 

n
z

n
y

n
xn aaaV =

 

∑ ∑
= =′ =′

′′′′

≠′

φΣ+φΣνχ=φΣ+−
z,y,xu

2

1g

2

1g

n
g

n
gg

n
g

n
gfg

eff

n
g

n
Rg

n
u

n
gul

n
gur

gg

k
1a/)JJ( ∑                         (2.3) 

e 

n
suu

n
gu

n
g

n
gus

n
gus

n
gus )u(

du
dDJJJ

=

−+ ψ−=−≡ .                                                       (2.4) 

 

 

Figura 2.1 – Representação de um nodo. 

 

Os parâmetros , ,  e , que caracterizam o nodo n, são valores 

médios obtidos dos cálculos de homogeneização de elementos combustíveis. Já o fluxo 

médio no nodo n (

n
RgΣ n

fgΣν n
gg ′Σ n

gD

n
gφ ), as correntes parciais médias na face s da direção u do nodo n 
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( ) e o fluxo médio numa face transversal à direção u do nodo n (n
gusJ± )u(n

guψ ) são assim 

definidos: 

 

∫ ∫ ∫ φ≡φ
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∫ ∫ φ≡ψ
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0
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ente,  as  faces  esquerda (l)  e 

lsse0n        

-se que o acoplamento entre  e  é feito 

através das funções ψ . Tais funções são soluções de equações unidimensionais 

obtidas a partir da integração da equação da difusão (resultante da substituição da Eq. 

a dire

com u = x,y ou z,s = l,r  (representando,  respectivam

direita (r)  na direção u) enquanto que 
⎩
⎨ == rssenuau s       . 

Das Eqs. (2.3) e (2.4) observa

⎧ =

n
gφ n

gusJ

)u(n
gu

(2.2) na Eq. (2.1)) num ção transversal à direção u no nodo n, quais sejam, 
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onde  , o termo que representa a fuga transversal na direção u, sendo assim 

definido: 

)u(Ln
gu

 

n n
v wa an

gn
gu g gn n

v w 0 0

D
L (u)  ( (u, v, w) (u, v, w))dvdw.

a a v w
∂ ∂

≡ − ϕ + ϕ
∂ ∂∫ ∫                                       (2.9) 

 

No método NEM a solução da Eq. (2.8) é obtida através de uma expansão 

polinom neste caso, de quarto grau) da seguinte forma: 
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=ψ
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u x, y e z= .                                                             (2.10) 

 

Uma vez conhecidas as funções de base  e suas propriedades 

innemann et al., 1977), pode-se determinar os coeficientes da expansão como 

apresentado a seguir. 

rimários 

unções de base , são 

btidos de uma condição de consistência, qual seja, 

 

)a/u(h n
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e da aproximação da difusão 
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 Coeficientes secundários 

 

Estes coeficientes são obtidos através da Eq. (2.8) pela técnica de resíduos 

onderados, com as funções de base usadas como pesos. Usando pesos do tipo 

en  nos cálculos de  e 

spectivamente, e um ial do segundo grau para  da forma: 
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onde: 

 

∑
=ξ

ξ
−
ξ

+
ξ

−
ξ

+
ξ −−−=≡

w,v

nn
lg

n
lg

n
rg

n
rg

n
gu

n
gu0 a/))JJ()JJ((L ,                                                (2.16) α

 

)LL(
2
1 n

gul
n
gur

n
gu1 −=α                          

e 

 

                                                 (2.17) 

 

)LL(
2
1L n

gul
n
gur

n
gu

n
gu2 +−=α  ,                                                                          (2.18) 

com 

 

 

L )aa/()LaLa( n
u

1n
u

1n
gu

n
u

n
gu

1n
u

n
gul ++= −−−                                                   (2.19) 
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sendo que os  são obtidos impondo-se a continuidade da função  e de sua 

derivada prim

1n
gul

n
gur LL

n
gusL )u(Ln

gu

eira nas interfaces entre os nodos. 
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2.4. Correntes parciais de saída 

 

Substituindo a expansão dada pela Eq. (2.10) na Eq. (2.4) e fazendo uso das 

-se as correntes parciais de saída, quais 

sejam, 

 

 

++++φ= −++ ,                                   (2.22) 

 

definições dos coeficientes primários, obtêm

n
gu3

n
gu3

n
gur

n
gu2

n
gul

n
gu1

n
gu4

n
g

n
gu0

n
gul cAJAJA)c(AJ −+++φ= −+−                                     (2.21) 

 

e      

n
gu3

n
gu3

n
gur

n
gu1

n
gul

n
gu2

n
gu4

n
g

n
gu0

n
gur cAJAJA)c(AJ

 

onde: 

))a/D(121(

)a/D(6
A n

u
n
g

n
u

n
gn

gu0
+

≡ ,                                                                                          (2.23) 

 

)))a/D(41))(a/D(121((

))a/D(481(
A n

u
n
g

n
u

n
g

2n
ug  ,                                                              (2.24) 

n
n
gu1

++

−
=

 

)))a/D(41))(a/D(121((

)a/D(8
A n

u
n
g

n
u

n
g

n
u

n
gn

gu2
++

−
= ,                                                               (2.25) 
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e 

 

))a/D(41(

)a/D(6
A n

u
n
g

n
u

n
gn

gu3
+

= .                                                                                           (2.26) 

2.5. Fluxo médio nodal 

 

Substituindo as Eqs. (2.21) e (2.22) na Eq. (2.3) tem-se, finalmente, o sistema de 

ons médio no nodo é obtido, qual seja, 

 

equações do qual o fluxo de nêutr

 

g g

n n n n
0gu u Rg gA / a )+ Σ φ =

u x,y,z

2 2
n n n n n n n n n

g fg g gg g 0gu gur gul 4gu u
g 1 g 1 u x,y,zeff

( 2

1 2A (2(J J ) c ) / a  .
k

′≠

=

− +
′ ′ ′ ′

′ ′= = =

χ νΣ φ + Σ φ + + −

∑

∑ ∑ ∑

  (2.27) 

 

As Eqs (2.11) a (2.27), juntamente com os sistemas de equações para o cálculo 

dos coeficientes secundários e mais as condições de interface e de contorno, fazem parte 

a iterativo usado no cálculo do fator de multiplicação efetivo, dos fluxos 

médios nos nodos e das correntes parciais médias nas faces destes nodos. 

 

 

 

 

=

do esquem
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Capítulo 3 

 

Métodos de Reconstrução 

 

3.1. Metodologia das Reconstruções 

 

Nos métod etalhadas pino a 

m ser aproximadas pelo produto de uma 

distribuição homogênea de potência (

os de reconstrução aqui citados as distribuições d

pino da potência dentro do nodo pode

( )y,xpn
hom ) por função forma heterogênea de 

potência ( het,p ), ou seja, 

 

e a distribuição homogênea de potencia é calculada com as seções de choque de fissão e 

 distribuição homogênea de fluxo: 

 

.                                                                  (3.2) 

Será apresentado, para cada método descrito, o modo como é calculada a 

distribuição homogênea de fluxo e os diferentes modos do cálculo dos fluxos nos cantos 

do nodo, necessários aos métodos de reco

  

)y,x(f n

( ) ( )n n n
het p,het homp x, y f (x, y) p x, y= × ,                                                                       (3.1) 

 

a

( ) ∑
=

φΣω=
2

1g

n
hom,g

n
fgg

n
hom )y,x()y,x(y,xp

 

nstrução. 
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3.2. Método proposto por Koebke e Wagner 

 

Neste método, Koebke e Wagner (Koebke e Wagner, 1977) usaram o método 

de fluxo, para todos os grupos de 

, como sendo, 

= ∑  ,                                                                         (3.3) 

onde . Sendo assim, para cada grupo de energia, tem-se 

) a determinar. A Fig. 3.1 mostra quem são estes 21 

coeficientes.   

 

3.2.1. Cálculo da distribuição homogênea de fluxo 

 

polinomial para obter a distribuição homogênea 

energia

                                        

( )
4

n n i j
g,hom ij,g

i, j 0
1,2x, y c x y    ;   g = 

=

φ

 

0cccc n
g,44

n
g,43

n
g,34

n
g,33 ====

21 coeficientes ( 0cn
g,ij ≠

 

Figura 3.1 - Os coeficientes  usados neste método. 

 

0cn
g,ij ≠
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Os dados necessários para calcular os 21 coeficientes usados na expansão (Eq. 

(3.3)) são mostrados na fig. 3.2. Observa-se que o fluxo médio no nodo n
gφ , os quatro 

fluxos médios nas faces n
gusψ  e as quatro correntes líquidas nas faces n

gusJ  são todos 

obtidos diretamente do cálculo nodal, já os quatro fluxos médios nos cantos n
gsτϕ  e as 

oito correntes líquidas nos cantos n
gusJ τ  são obtidos por interpolação local como 

mostrado na próxima seção. 

 

 

 

Figura 3.2 - Dados para o calculo dos coeficientes . 

 

 

 

n
g,ijc
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3.2.2. Cálculo dos fluxos médios nos cantos 

 

Para calcular os quatro fluxos e as oito correntes líquidas nos cantos do nodo é 

considerado um canto qualquer de um nodo e os nodos que possuem este canto em 

comum, como se pode ver na Fig. 3.3. Foi usado, para este cálculo, um polinômio para 

cada nodo com o canto em comum: 

 

i j ,                                                                                               (3.4) 

 

com  e k sendo um dos nodos com um canto em comum (n, n-1, m ou m-1). 

 

( )
2

k k
g ij,g

i, j 0
x, y b x y

=

Φ = ∑

 0bk
g,22 =

 

Figura 3.3 – Informações para o cálculo dos fluxos nos cantos do nodo. 
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Sendo assim, conforme a Fig. 3.3, tem-se 8 coeficientes para cada nodo, 

totalizando 32 coeficientes que devem ser determinados e para tal, 32 equações são 

es 

édios nodais, 8 condições de continuidade de fluxos e correntes médias nas faces, 7 

condições de continuidade de fluxo nos cantos e 5 condições de continuidade de 

correntes nos cantos. Para uma das 5 condições de continuidade de correntes nos cantos 

foi feito uma consideração especial de que o canto em comum não é um ponto singular. 

Além disso, que ele é livre de fonte. Com isso, a seguinte condição foi estabelecida, 

com a finalidade de completar as 32 equações: 

 

necessárias. Os dados necessários para calcular estes 32 coeficientes, são 12 valor

m

n m n n 1 n n 1
g g g (0,0) g g g (0,0)

m 1 n 1 m 1 m m 1 m
g g g (0,0) g g g (0,0)

d d (D D ) (x, y) (D D ) (x, y)
dx dy

d d (D D ) (x, y) (D D ) (x, y)  .
dx dy

− −

− − − −

+ Φ + + Φ =

= + Φ + + Φ
                                (3.5) 

  

Então, uma vez determinados os coeficientes das expansões (Eq. (3.4)), os 

valores médios nos cantos do nodo podem ser obtidos. Lembrando que esses valores 

médios dados pela Eq. (3.4) são valores heterogêneos e que para o cálculo das 

distribuições homogêneas de fluxos precisa-se de dados homogêneos, tem-se para os 

cantos mostrados na Fig. 3.2 que  

 

n n n n n
gs g s gs(X , Y ) / fτ τ τ ,                                                                                               (3.6) 

 

onde os n
gsf τ  (para r,l,s =τ ) são os fatores de descontinuidade nos cantos dos nodos, 

também oriundos dos cálculos de homogeneização dos elementos combustíveis.  

 

 

ϕ = Φ
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3.3. Método proposto por Koebke e Hetzelt 

 

3.3.1. Cálculo da distribuição homogênea de fluxo 

 

n
hom,1

n
hom,2 x()y,x(

 

= =

 

n

ξ = α ξ

        

endo

 

O mesmo procedimento proposto por Koebke e Wagner (Koebke and Hetzelt, 

1985) também é usado nesse método, ou seja, a distribuição homogênea do fluxo rápido 

é dada pela Eq. (3.3), mas o fluxo térmico é uma expansão em funções hiperbólicas da 

seguinte forma: 

∑ ηη⋅⋅ ji
n

2,ij )y()x(c)y, ,                                                      (3.7)  φ=φ
4

j,i

com   n n 0= =   e n n
33,2 34,2 43,2 44,2c c c c

0 1 n 2 n 3

4 n

( ) 1,  ( ) senh( ),  ( ) cosh( ),  ( ) senh(2 ),

( ) cosh(2 ) .

η ξ = η ξ = α ξ η ξ = α ξ η ξ = α ξ

η

 

S  y,x=ξ , n
2

n
2an D/h Σ≡α  e h a largura do elemento combustível.  

Os mesmos 21 coeficientes da expansão dada pela Eq. (3.3) também devem ser 

alculados na expansão dada pela Eq. (3.7) e são obtidos com o mesmo procedimento 

apresen

 

c

tado na seção 3.2.1 e os fluxos e correntes médias nos cantos do nodo são 

calculados da mesma forma apresentada na seção 3.2.2.  
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3.4. étodo proposto por Rempe, Smith e Henry 

 

3.4.1. Cálculo da distribuição homogênea de fluxo 

Neste método Rempe, S  e Henry (Rempe et al., 1988) também usam 

expansões polinomiais para determinar a distribuição homogênea de fluxo rápido, da 

esma forma como na Eq. (3.3) e funções hiperbólicas para representar a distribuição 

homogênea de fluxo térmico da seguinte forma: 

 

4

0ji
0j,i

ji
n

2,ij
n

hom,100
n

hom,2 )y()x(cy,xcy,x ,                                                 (3.8)  

 

uem são estes coeficientes. 

M

 

mith

m

( ) ( ) ∑
≠=

=

ηη+φ=φ

com 0cn
g,ij = ;  para  i j 4+ ≥ , exceto n n n

04,g 22,g 40,gc , c  e c , tanto para o grupo 1 (fluxo 

rápido) quanto para o grupo 2 (fluxo térmico). Isto implica em 13 coeficientes a 

determinar para cada grupo de energia. A fig. 3.4 mostra q

 

 

Figura 3.4 - Os coeficientes 0cn
g,ij ≠  usados neste método. 
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A Fig. 3.5 mostra os dados necessários para o cálculo dos 13 coeficientes de 

cada expansão, usadas para representar as distribuições homogêneas de fluxos, que são 

o fluxo médio no nodo n
gφ , os quatro fluxos médios nas faces n

gusψ , as quatro correntes 

n
gusJlíquidas nas faces do nodo , obtidos diretamente do cálculo nodal, e quatro fluxos 

édios nos cantos do nodo n
gsτϕm . 

 

 

Figura - 3.5 Dados para o cálculo dos coeficientes n
g,ijc . 

usa fluxos médios nos canto  n

 

Observa-se que este método, como aqueles anteriormente apresentados, também 

s do odo. 
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3.4.2. Cálculo dos fluxos médios nos cantos 

 

O cálculo dos fluxos médios nos cantos do nodo leva em conta um canto de um 

nodo e os nodos que possui esse canto em comum, conforme mostrado na Fig. 3.6. 

 

 

Figura - 3.6 Dados para o cálculo dos fluxos nos cantos (Rempe). 

Sendo 

 

aproximados, assumindo que as distribuições de fluxo são separáveis: 

 

( ) ( )n n

gx gy
n
g

x y
,

ψ ψ

φ                                                                                                           (3.9) 

 

n n
onde os fluxos unidimensionais gx( (x) eψ gy (y) )ψ  são os fluxos integrados 

transversalmente. Então, o fluxo médio no canto comum aos quatro nodos é 

determinado pela média das quatro estimativas de fluxos médios heterogêneos nos 

cantos,

 

 ou seja, 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

φ
ψψ

+
φ

ψψ
+

φ
ψψ

+
φ
ψψ

=ϕ −

−−
−

−

−−
−

m
g

m
gyr

m
gxlm

glr1m
g

1m
gyr

1m
gxr1m

grr1n
g

1n
gyl

1n
gxr1n

grln
g

n
gyl

n
gxln

gll
het,n

gll ffff
4
1

               

        

(3.10)
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Lembrando que os valores médios dados pela Eq. (3.10) são valores 

heterogêneos e que para o cálculo das distribuições homogêneas de fluxos precisa-se de 

dados homogêneos, tem-se então  

 

n n,het
gs gs gs/ fτ τϕ = ϕ n

τ ,                                                                                                        (3.11) 

 

onde os  (para ) são os fatores de descontinuidade nos cantos dos nodos, 

oriundos do processo de homogeneização.  

  
 

3.5. posto por Böer e Finnemann  

 

3.5.1. Cálculo da distribuição homogênea de fluxo 

 

Para calcular as distribuições homogêneas de fluxos de nêutrons, Böer e 

Finnemann (Böer and Finnemann, 1992) usaram soluções analíticas da equação da 

egração ao longo d

n
gsf τ r,l,s =τ

Método pro

difusão bidimensional resultante da int e z no nodo.  

 

2
n 2 n
1 1D (x, y)− ∇ φ + n n n n n

R1 1 fg g 1z
g 1eff

1(x, y) (x, y) L (x, y)
k =

Σ φ = νΣ φ −∑                                 (3.12) 

 

e 

 

2z(x, y) L (x, y),−                                                (3.13) 

 

 

 

n 2 n n n n
2 2 a2 2 21 1D (x, y) (x, y)− ∇ φ + Σ φ = Σ φn n
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Com a e

faces do nodo e quatro fluxos nos cantos do nodo, a solução para a equação resultante 

a integração pode ser obtida com:  

R
(x, y) (x, y)

scolha das oito condições de contorno, que são os fluxos médios nas 

d

 

n n
1,hom 1(x, y) (x, y)⎡ ⎤φ ⎡ ⎤ξ

nn n
2,hom 2

=⎢ ⎥ ⎢ ⎥
φ ξ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

 ,                                                                                  (3.14) 

onde : 

⎢
⎢
⎣ 11n                                             (3.15) 

           

 

⎥
⎥
⎦

⎤⎡ αα≡R
n
2

n
1 ,                                                           

                                                                       

com  n
21

2n
k

n
2

n
2R

n
k /))(Dˆ( Σλ+Σ≡α   e as funções  )y,x(n

kξ   assim definidas: 

 

 

( ) ( ) ( ) ( )n n n n n n n n n
k 1k k 2k k 3k k 4k k

n n n n n n2 ⎞
β +5k k k 6k k k

n n n n
7k k k 8k k

(x, y) a sn x a cn x a sn y a cn y

2 2 2            a sn x cn y a sn x sn y
2 2 2 2

2 2 2            a cn x cn y a cn
2 2 2

ξ = β + β + β + β +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛
+ β β + β⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ β β + β⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

n n
k

2x cn y
2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
β⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

om

                (3.16)  

 

 n n
k kβ ≡ λc  , 

 

2

2

n n 2
k kn

k n n 2
k k

sen( x)  se (B ) 0 
sn x

cos( x) se (B ) 0
x

cosh( x) se (B ) 0

⎧ β >⎪β ≡ ⎨

⎧ β >⎪β ≡ ⎨
β <⎪⎩

( )

( )

n n
k kn

k n n
k ksenh( x) se (B ) 0

e

β <⎪⎩

                                                            (3.17) 

cn
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3.5.2. Cálculo dos fluxos médios nos cantos 

 

Neste método os fluxos médios nos cantos do nodo são calculados usando 

s de diferenças finitas. Sendo que para o canto inferior esquerdo do nodo n, que é 

comum aos nodos n, n-1, m e m-1 mostrados na Fig. 3.7, este fluxos são dadas por: 

 

técnica

n,het m n n,het n n 1 n 1,het n 1
gll g g gyl g g gxr g((D D ) (D D ) (D− − −ϕ = + ψ + + ψ + m 1 m 1,het m 1 m m,het

g gyr g g gxl

n n n 1 n 1 m 1 m n n
g g g g g g g g

D ) (D D )

         
(D D D D          (3.18

− − −

− − − − −

+ ψ + + ψ −

− φ + φ + φ + )
 

 

1 m m 1 m 1 m
g g g g        D )) /  (D D D ),       −+ φ + +

 

Figura - 3.7 Dados para o cálculo dos fluxos nos cantos (Böer). 

 

onde het,n
gusψ  são os fluxos médios nas faces dos nodos e dados por 

 

( )n,het n n
gus gus gus2 J J                                                                                                  (3.19)+ −ψ = +
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3.6. 

3.6.1. Cálculo da distribuição homogênea de fluxo 

 

Neste método Joo, Downar e Ebert (Han G. Joo et al., 1999) também resolvem 

analiticamente a equação da difusão bidimensional resultante da integração ao longo de 

z no nodo, conforme fizeram Böer e Finnemann. As diferenças entre os dois métodos 

sidem primeiro no fato que Böer e Finnemann usam os fluxos médios nas faces do 

odo como condições de contorno, enquanto que Joo, Downar e Ebert usam as correntes 

líquidas nas faces do nodo. E, segundo, que os fluxos médios nos cantos dos nodos são 

obtidos por um método que eles chamaram de CPB (Corner Point Balance). 

 

3.6.2. Cálculo dos fluxos médios nos cantos 

 

Para calcular os fluxos médios nos cantos do nodo, Joo, Downar e Ebert usaram 

o Método CPB (Han G. Joo et al., 1999).  Este método envolve os fluxos nos cantos dos 

quatro nodos que possuem um canto em comum e as correntes líquidas médias nas faces 

destes nodos, conforme mostrado na figura 3.8.  

Método proposto por Joo, Downar e Ebert  

 

re

n

 

Figura - 3.8 Dados para o cálculo dos fluxos nos cantos (Joo). 
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Para esse cálculo foi imposta uma restrição física de que não haja nenhuma 

ulação de nêutrons dentro de um volume infinitesimal, sendo essa condição válida 

em cada canto. Desta maneira utilizando as Eq. (3.14), (3.15), (3.16) e (3.17) surge uma 

equaçã

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

acum

o para o canto central            obtida contabilizando as contribuições de todos os 

quatro nodos 

O conjunto dessas equações para todos os cantos é um sistema de equações 

lineares e algébricas, que ao contabilizar todos os nodos de um plano, é bloco com nove 

diagonais e, sendo assim, pode ser resolvido usando o método iterativo de Gauss-Seidel 

convencional. 

 

gc( )ϕ

gnw gn gne gr gse gs gsw gl( ,  ,  ,  ,  ,  ,  e   ).ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
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Capítulo 4 

 

 

4.1. Metodologia 

 

O método analítico de reconstrução pino a pino, que foi desenvolvido nesta 

estrado, usa soluções analíticas para representar e gerar a distribuição 

omogênea de fluxo de nêutrons em ambos os grupos de energia. Essas soluções 

 um dado conjunto de condições de contorno, conduzem a uma 

aior precisão se comparado aos métodos polinomiais. As condições de contorno 

ecessárias ao cálculo da distribuição homogênea de fluxo são as quatro correntes 

o fluxos médios nas superfícies do nodo) e 

quatro fluxos nos cantos do nodo. A fim de determinar tais fluxos nos cantos do nodo 

i utilizada a idéia apresentada na seção 3.4.2.

Método Proposto 

dissertação de m

h

analíticas, que satisfazem

m

n

líquidas nas superfícies do nodo (ou os quatr

fo

A seguir, mostramos a solução analítica da equação da difusão bidimensional, a 

inação dos fluxos nos cantos do nodo, a determinação dos coeficientes da 

expansão e o cálculo da distribuição de densidade de potência para o método 

presentado. 

.2. Solução analítica da equação da difusão bidimensional 

A distribuição homogênea de fluxo bidimensional (2D) é determinada 

fusão a dois grupos de energia, para o nodo 

homogêneo. A equação da difusão em questão é encontrada integrando a equação da 

difusão ao longo da direção axial ada em que o EC é dividido. E 

desta forma, uma distribuição tridimensiona  

determ

a

 

4

 

resolvendo-se analiticamente a equação da di

 do nodo, de cada cam

l (3D) de potência de pino pode ser obtida.
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O resultado da integração da equação da difusão 3D, para os dois grupos de energia 

resulta em: 

 

2
n 2 n n n n n n
1 1 R1 1 fg g 1z

g 1eff

1D (x, y) (x, y) (x, y) L (x, y)
k =

− ∇ φ + Σ φ = νΣ φ −∑                                               (4.1) 

e 

 

 

n 2 n n n n n n
2 2 a 2 2 21 1 2zD (x, y) (x, y) (x, y) L (x, y),− ∇ φ + Σ φ = Σ φ −                                                           (4.2) 

 

onde n n n n
g ag fg 21D ,  ,   e Σ νΣ Σ , são os parâmetros nucleares médios que caracterizam o nodo n,   

 

n n n1L (x, y) (J (x, y) J (x, y))≡ −                            
gz gzr gzlna

                                                          (4.2) 

s perfis de corrente  partes superior e inferior do nodo. O  

ga  é aproximado da seguinte forma: 

(x, y) D B (x, y)= φ ,                                                                                           (4.4) 

 

z

 

é o termo de fuga transversal, com n
za  sendo a altura do nodo n enquanto que n

gzrJ (x, y)  e 

nJ (x, y)  são ogzl  nas  termo de

 ( )n
gzL x, yfu

 

( )2n n n n
gz g gz gL

com o buckling n
gzB  sendo assim determinado: 

 

( )
n n

2 gzr gzln
gz nn n

z

J J
B

a D

−
=

φ
.                                                                                                         (4.5) 

gg
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O fator de multiplicação efetivo ( ) e os valores médios effk n
gzrJ , n

gzlJ  e n

gφ  são 

obtidos dos cálculos nodais de malha grossa. Agora, usando as definições:  

 

,                                                                                                           (4.6) 

 

2n n n
R1 1 1z

n 2n
21

D B 0⎡ ⎤Σ +⎢ ⎥Σ ≡ ⎢ ⎥−Σ
,                                                                 (4.7) 

                                                                                                        (4.8) 

 

e 

n
1

n n
2

D 0
D

0 D
⎡ ⎤

≡ ⎢ ⎥
⎣ ⎦

( )
( )n n n

R 2 2 2zD BΣ +⎢ ⎥⎣ ⎦

 

n n
f1 f 2

nF
0 0

⎡ ⎤νΣ νΣ
≡ ⎢ ⎥

⎣ ⎦

 

n
n 1

n
2

(x, y)
(x, y)

(x, y)
⎡ ⎤φ

φ ≡ ⎢ ⎥φ⎣ ⎦
,                                                                                                  (4.9) 

 

as equações (4.1) e (4.2) podem ser escritas na seguinte forma matricial: 

 

n n2 1
n n n

eff

[ F ]} (x, y) 0
k

Σ − φ = .                                                            (4.10) 1(x, y) {D−∇ φ −

 

de contorno no nodo. E, como já citado anteriormente, as condições de contorno 

A Eq. (4.10) pode ser resolvida analiticamente uma vez conhecidas as condições 
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escolhidas são os quatro fluxos médios nas superfícies do nodo ou as quatro correntes 

líquidas médias na superfície e os quatro fluxos nos cantos do nodo. As correntes 

médias e os fl  

como conseqüência desta escolha, o fluxo médio no nodo, que pode ser obtido da 

solução das Eq. (4.1) e (4.2), satisfaz automaticamente a equação de balanço nodal 

sada no método nodal de malha grossa, segundo Joo (Han G. Joo et al., 199) 

Então, com a escolha das oito condições de contorno, a solução analítica da Eq. 

(4.10) pode ser determinada da seguinte 

 

uxos médios na superfície são tomados diretamente da solução nodal. E,

u

forma:  

n
n 1

n n
2

(x, y)
(x, y) R

(x, y)⎦

⎡ ⎤ξ
φ = ⎢ ⎥ξ⎣

,                                                                                          (4.11) 

 

onde  é uma matriz de transformação de similaridade que diagonaliza a matriz nR

 

 1
n n n

eff

1D [ F ]
k

− Σ − ,                                                                                                     (4.12) 

 

de tal forma que os modos (x, y)ξ  e (x, y)ξ  sejam soluções de 

   ; para 

n
1 2

n

 

2 n n n
i i i(x, y) (x, y)∇ ξ = λ ξ i 1,2= ,                                                                   (4.13) 

 

ndo se

 

2 2
n n
1 2

b b 4ac b b 4ac   e   
2a 2a

− + − − − −
λ = λ =                                               (4.14) 
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onde: 

 

n n
1 2a D D≡                                                                                                                    (4.15) 

 

(n n n 2 n n n n1 )n 2 n
R1 1 1z f1 2 R 2 2 2z 1

eff

b ( D (B ) )D D (≡ Σ + − νΣ + Σ + B ) D
k

                                     (4.16) 

 

( )n n n 2 n n n n 2 n
R1 1 1z f1 R 2 2 2z f 2 21

eff eff

1 nc D (B ) D (B )
k k

⎛
≡ Σ + − νΣ Σ + − νΣ Σ⎜ ⎟

⎝ ⎠
.                          (4.17) 

 

Enquanto qu

1 1
⎡ ⎤α α

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 ,                                                                                                         (4.18) 

 

n
21    ; para 

1⎞

e a matriz de transformação de similaridade é dada por 

 

n n
1 2

nR

 

com 

( )( )n n n 2 n n
i a2 2z i 2(B ) D /α ≡ Σ + + λ Σ i 1,2= .                                                    (4.19) 

 

Com isso, a solução geral da Eq. (4.13) é da seguinte forma: 

 

n n
n n n n n n n n n n i i
i 1i i 2i i 3i i 4i i 5i

n n n n n n
n n n i i

8iy) c cn( x)cn( y)   
2 2

+i i i i
6i 7i

β β(x,y) c sn(β x) c cn(β x) c sn(β y) c cn(β y) c sn( x)cn( y)
2 2

β β β β β β             c sn( x)sn( y) c cn( x)sn(
2 2 2 2

= + + + + +

+ +

 

(4.20) 
ξ
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com n n
i iβ ≡ λ

o sinal do 

 enquanto que sn e cn representam funções determinadas de acordo com 

 

>
<

                                                                          (4.21) 

 

e 

i
i i

cn(β u)
cosh(β u)     se    λ 0.<⎩

          (4.22) 

 

Impondo, então, as oito condições de contorno, podem-se calcular os oito 

oeficientes da Eq. (4.20) e com isso, determinar, através da Eq. (4.11), a solução 

analítica das equações (4.1) e (4.2). Esta solução, como já foi dito, representa a 

distribuição homogênea de fluxo de nêutrons. 

 

4.3. Determinação dos fluxos nos cantos do nodo 

 

Os fluxos nos quatro cantos do nodo fazem parte do conjunto de condições de 

contorno necessárias na obtenção da solução analítica das Eqs. (4.1) e (4.2). Estes 

fluxos são obtidos conforme o método apresentado na seção 3.4.2. A seguir são 

mostradas as formas como estes fluxos serão calculados, apresentando-se as expr

para o fluxo no canto inferior esquerdo do nodo n, mostrado na Fig. 4.1: 

 

nλ , ou seja,  i

n n
n i i
i n n

i i

sen( u)       se    0
sn( u)

senh( u)     se    0
⎧ β λ

β ≡ ⎨
β λ⎩

 

n n
i i

n n

cos(β u)       se    λ 0 ⎧ >
≡ ⎨                                                                n

c

essões 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

ψψψψψψ
φ
ψ −−−− mm1m1m1n1n

n
g

nn

gll 4
⎜
⎛

φ
+

φ
+

φ
+

ψ
=ϕ −

−
−

−
m
g

gyrgxlm
glr1m

g

gyrgxr1m
grr1n

g

gylgxr1n
grl

gylgxln
gll

het,n ffff1
               

        

(4.23)
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Figura 4.1 - Definição dos cantos do nodo n. 

 

onde n
gusψ  são os fluxos médios nas superfícies do nodo e n

gusf  são os fatores de 

descontinuidade nos cantos do nodo, para u x s l, r=, y  e = . Enquanto que m, n-1 e m-1 

o os nodos que compartilham com o nodo n seu canto inferior esquerdo, como sã

mostrado na Fig. 4.2. 

 

 

Figura 4.2 - Canto comum aos nodos n, n-1, m-1 e m. 
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4.4. Determinação dos Coeficientes de 

 

Uma vez conhecidos os quatro fluxos nos cantos do nodo, de acordo com a Eq. 

(4.23), é possível encontrar os oito coeficientes da Eq. (4.20). Os dados para tal podem 

ser as quatro correntes líquidas médias nas superfícies do nodo ou quatro fluxos médios 

nas superfícies do nodo e os quatro fluxos nos cantos deste mesmo nodo, lembrando que 

serão mostradas a seguir as duas formas, mas que a escolhida para os cálculos desta 

dissertação usa as correntes líquidas nas superfícies do nodo, pois elas garantem que a 

distribuição de fluxo m a solução nodal. 

Sendo assim, tendo-se em mente a Eq. (4.11) e o fato que 

 

)y,x(n
iξ  

 bidimensional resultante seja consistente co

n

n n
gu gn

v 0

1(u) (u, v)dv
a

ψ ≡ φ∫ ,                                                                                          (4.24) 

 

va

n
s

n n n
gus g gu

u u

d J D (u)
du =

≡ − ψ                                                                                            (4.25) 

 

e 

 

n n
gus gu s(u )ψ ≡ ψ n ; para  e u x, y= s l, r= , com n

lu 0=  e n n
r uu a= , tem-se para os fluxos 

médios nas faces dos nodos que: 

 

n n n
1 1us−1u s

n nn n
2us2u s

(u )
R

(u )

⎡ ⎤ξ ⎡ ⎤ψ
= −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ψξ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

                                                                                        (4.26) 
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ou, usando as correntes líquidas como condições de contorno, 

 

n
s

n
s

n
1u n

u u 1 1 1us
n n n

n 2us
2u

u u

d (u)
du J

R D
Jd (u)

du

= − −

=

⎡ ⎤
ξ⎢ ⎥

⎡ ⎤⎢ ⎥ = − ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦ξ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

                                                                         (4.27) 

 

com 

 

n
va

n n
iu in

v 0

1(u) (u, v)dv.
a

ξ ≡ ξ∫                                                                                             (4.28) 

 

Enquanto que para os fluxos nos cantos do nodo, tem-se que 

 

nn n n
1s11 s

nn n n n
2 s 2s

(x , y )
R

(x , y )
τ−τ

τ τ

⎡ ⎤ϕ⎡ ⎤ξ ⎢ ⎥=⎢ ⎥
⎢ ⎥⎦ ϕ⎣ ⎦

,                                                                                      (4.29) 

com

ξ⎣

 

 r,l e s =τ . 

 

Agora usando a Eq. (4.11), nas equações (4.26, 4.27 e 4.29), segue que 

 

n
s

n n⎡ ⎤

n
s

2u n n
u u 1 2du D D

1 
=

− α⎜ ⎟

n n 2us 1us
1u n n

2 1u u

n n
n n1us 2us

d J J(u)
du D D1
d J J(u)

2 
=

1 2

⎛ ⎞⎡ ⎤
ξ −⎢ ⎥α⎜ ⎟⎢ ⎥

⎢ ⎥⎝ ⎠⎢ ⎥ = ⎢ ⎥⎢ ⎥ −α α ⎛ ⎞⎢ ⎥ξ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦

                                                 (4.30) 
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ou 

 

( )
( )

n nnn
1us 2us1us

n n nn
2us 2us 1us

ψ ψ1

ψ ψ

2 

1 2 1 

⎡ ⎤−⎡ ⎤ αξ ⎢ ⎥⎢ ⎥ = ⎢ ⎥−α α⎢ ⎥ξ −α⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦
                                                                     (4.31) 

e 

 

 

( )
( )

n nnn
1s 2s1 2 τ τ⎢ ⎥1s

n n nn
2s 2s 1s

τ

1 2
τ 1 τ τ

⎡ ⎤−⎡ ⎤ ϕ α ϕξ
⎢ ⎥ =

−α α⎢ ⎥ξ −ϕ ϕ⎣ ⎦ α⎢ ⎥⎣ ⎦
                     (4.32) 

 

onde: 

⎢ ⎥                                                   

 

nξ ≡ n n
ius iu s(u )ξ                                                                                                                (4.33) 

 

e 

 

n n n
 is  i s(x , y )τ τξ ≡ ξ n                                                                                                        (4.34) 

 

com .  u = x,y; s = l,r  e  s,τ = l,r
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Então, usando a Eq. (4.20) nas Eqs. (4.30) ou (4.31) e (4.32) pode-se determinar 

os coeficientes da Eq. (4.20). A fim de f

omissão do índice i: 

acilitar os cálculos, foram definidos com a 

  

( ) ( )
n
gβ a θ θˆ ˆθ  ; S  sn θ ; C  cn θ ; S  sn ; C  cn
2 2 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞≡ ≡ ≡ ≡ ≡⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

                       (4.35) 

 

E fazendo uso de tais definições e das correntes líquidas como condições de 

contorno têm: 

 

( )

2 n 2 n
n n n n2 8 3 3 4 81 1
1 2 3 4

nn
4 2n n n n3 31 1 2

5 6 7 82 2 2

ˆ ˆ - S C  -  - S C- 

4

 = ;  C  = ;   C  = ;   C  = ;
S - θC θS S - θC θS

S  -  θC - SC - SC = ;  C  = ;   C  =    e   C  = .ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆSC S SC θSC - 2CS

θΓ ξ θΓ θΓξ θΓC

C
θ ξ Γ + Γξξ ξ

         (4.36) 

 

nde: o

 

( )
xr xl

rr lr ll rl1
1

xr xlll rl 2

-  - 1;       
 2 rr lr

3
3 yr ylrr lr ll rl

4
4

rr lr ll rl yr yl

 -  -  

-  1  
4 2  -  -  

-  

⎡ ⎤+⎡ ⎤+⎤⎡ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥ ≡ ⎢ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢β ++⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎥ ⎣ ⎦ ⎢⎢ ⎥ ⎛ ⎞+ + +⎦ Ω⎢ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠

Ω⎢ ⎥ ⎢+ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢≡⎥

⎢
⎣

⎣ ⎦

ξ ξξ ξ ξ ξξ Γ ξ ξξ ξ Γ                                                (4.37) ξ ξ ξ
Γξ ξ ξξ ξ ξ ξ
Γξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

 

 

 

Ω = + = . 

com

1    para   cn cΩ = − = os   e  1    para   cn cosh
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Mas fazendo uso dos fluxos médios nas faces do nodo como condições de 

contorno têm: 

 

 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

n
4 3 82 1

1

ˆ ˆ ˆ -  - S - 2S C Cˆ ˆC  - 2SC   ˆS C -

θ ξ Γ θθ Γ ξ
=

θ
n n

2

n
4 1 83n n4

3 4

n
n n11 2
5 6 2

n
7

;   C   ;    ˆ C - S 2S

ˆ ˆ ˆˆ  -  - C - 2S C Cˆ  - 2S CC   ;    C   ;ˆ ˆ C - SS C - 2S

 - SCC             ;   C    ;   ˆ ˆ ˆSC S

C   

=
θ

θ ξ Γ θξθ Γ= =
θθ

ξ ξ= =

=
( ) ( )

( ) ( )
n

1 3n3 43
8

C  S  -  C - SC          e  C    .ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆSC C -  2S CC  SC -  2SC C

θ + ξ θ Γ + Γξ
=

θ +

         

 

onde: 

 

          (4.38) 

 

xr xlrr lr ll rl1
1

xr xl2 rr lr ll rl 2

3
3 yr ylrr lr ll rl

4
4

rr lr ll rl yr yl

 -  -  

-  -  -1 2  ;       
4  -  -  

-

 

⎡ ⎤⎡ ⎤ ++⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎥⎢ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎥ +⎢ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ = = ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ θ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥+⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥+ + +⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

ξ ξξ ξ ξ ξξ Γ
ξ ξξ ξ ξ ξ ξ Γ

Γξ ξ ξξ ξ ξ ξ
Γξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

                                                     (4.39) 
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4.5. álculo da distribuição de densidade de potência 

 

O cálculo da distribuição de densidade de potência segue o método descrito na seção 

3.1 e o método analítico de reconstrução pino a pino da distribuição de densidade de 

potência, que foi desenvolvido nesta dissertação de mestrado, segue o seguinte 

procedimento: 

 

a. Execução dos cálculos nodais para obter n

C

n
effk , gφ , gusJ  e n

gusψ ; 

b. Cálculo dos fluxos nos cantos do nodo 
n
gsτϕ ; 

c. Cálculo dos coeficientes de n ;  

Determinação da distribuição homogênea de fluxo n ; 

e. Cálculo da distribuição homogênea de densidade de potência n )  

f. Cálculo da distribuição heterogênea de d

 

i (x, y)ξ

d. g (x, y)φ

homp (x, y

ensidade de potência n
hetp (x, y)  
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Capítulo 5 

 

Apresentação do benchmark 

 

5.1. Benchmark EPRI-9 

 

Neste capítulo é apresentado o benchmark EPRI-9 que é um pequeno reator 

PW to de núcleo, condição de fluxo nulo no contorno 

(como mostrado na Fig. 5.1), oito elementos combustíveis rodeados por um baffle de 

2,8 cm de espessura e refletor de água, sem ridas e dois tipos de 

elementos combustíveis diferentes.   

R, com geometria de um quar

 barras de controle inse

 

 

Figura 5.1 – Configuração para simetria de um quarto do benchmark EPRI-9. 
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Os elem  combustíveis 

de 1,4 x 1,4 cm lhada de cada 

lemento combustível presente na Fig. 5.1. 

entos combustíveis neste problema têm 15x15 células de

² cada. A Fig. 5.2 apresenta essas células, com a forma deta

e

 

 

Figura 5.2 - A geometria heterogênea dos elementos combustíveis. 

 

Dois tipos de elementos combustíveis (C1 e C2) são apresentados na Fig. 5.1, 

contendo diferentes enriquecimentos, ou seja, o elemento C1 contém células de 

enriquecimento do tipo 1 e o elemento C2 contêm células de enriquecimento do tipo 2.  

A altura do núcleo ativo é de 120,0 cm, refletor superior e inferior também de 

água com 20,0 cm cada, totalizando 160,0 cm. O reator foi dividido em 160 planos de 

1,0 c  5.1 

apresen

 

m cada, a Fig. 5.3 mostra essas divisões no sentido axial do reator e a tabela

ta os dados nucleares para os diferentes tipos de células que compõem os 

elementos combustíveis. 
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Figura 5.3 – Representação no sentido axial do reator EPRI-9. 

Tabela 5.1 - Dados nucleares das células 

 

que compõem os elementos combustíveis. 

Tipos grupos agΣ ( )1cm−
sgΣ ( )1cm−

gD ( )cm fgΣν ( )1cm−  

1 0.0130 0.0200 1.5000 0.0065 
C 1 

2 0.1800 0.0000 0.4000 0.2400 

1 0.0100 0.0200 1.5000 0.0050 
C 2 

2 0.1500 0.0000 0.4000 0.1800 

1 0.0032 0.0000 1.0200 0.0000 
Baffle 

2 0.1460 0.0000 0.3350 0.0000 

1 0.0010 0.0350 1.7000 0.0000 
Água 

2 0.0500 0.0000 0.3500 0.0000 
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Os resultados de referência, para este benchmark, foram obtidos com um 

programa de diferenças finitas, usando os dados nucleares da tabela 5.1, com simetria de 

um oitavo de núcleo. Cada célula combustível foi dividida em 5x5 malhas de dimensão 

de 0,28 cm cada enquanto que axialmente o núcleo foi dividido em 160 planos de 1,0 

cm de espessura, totalizando 7224000 malhas. A distribuição heterogênea de fluxo pino 

a pino em cada elemento combustível foi calculada, com o núcleo ativo dividido em 120 

planos e replicada para simetria de um quarto. Os critérios de convergência usados no 

fator de multiplicação efetivo e no fluxo neutrônico foram, respectivamente, de  e 

 e o tempo computacional e o número de iterações foram 32216 segundos e 15492, 

respectivamente. 

Os elementos combustíveis e baffle mais refletor, deste núcleo, foram 

homogeneizados e os parâmetros nucleares obtidos (seções de choque médias e fatores 

de descontinuidade) foram usados nos cálculos nodais. Nas tabelas 5.2, 5.3 e 5.4 são 

apresentados os parâmetros nucleares (Scott P. Palmtag, 1997) para este benchmark e na 

Fig. 5.4 são mostradas as divisões axiais usadas no cálculo nodal. 

Parte o capítulo, 

juntamente com os resultados obtidos com o método proposto, para a reconstrução pino 

 pino da distribuição de densidade de potência. 

la 5.2 - Dados nucleares homogeneizados 

Tipo upos

-710
-610

 dos resultados, para este benchmark, é apresentada no próxim

a

 

Tabe

s gr  ag ( )1cm−
sg ( )1cm−

fg ( )1cm−  ( )  ΣνDΣ Σ cmg

1 0.012099 0.021126 1.513361 0.006012 
C 1 

2 0.168560 000 95030.0  0.3 4 0.218881 

1 0.009325 112 13350.02 5 1.5 5 0.004625 
C 

2 0.141419 000 9515
2 

0.0  0.3 6 0.164554 

1 0.001853 0.0000 0.021436 1.350955 
Baffle+Refletor 

2 0.060460 0.0000 0.348301 0.0000 
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Tabela 5.3 – Fatores de descontinuidade nas faces dos elementos combustíveis. 

Tipos grupos n
gus ; u = x,y e s = l,rf

1 1.002984 
C 1 

2 0.929192 

1 1.003623 
C 2 

2 0.938652 

1 1.159791 
Baffle+Refletor

2 0.287086 
 

Tabela 5.4 – Fatores de descontinuidade nos cantos dos elementos combustíveis. 

Tipos grupos n
gs  ;  s,τ = l,rf τ  

1 1.003601 
C 1 

2 0.913828 

1 1.004699 
C 2 

2 0.923939 

1 1.159791 
Baffle+Refletor

2 0.287086 
 

 

Figura 5.4 – Posições dos planos. 
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Capítulo 6 

 

Apresentação e Análise de Resultados 

 

Neste capít dos obtidos para a reconstrução da 

potência e sua comparação com um solução cia para o benchmark 

apresentado no capítulo 5. Esta referência i previamente gerada com a finalidade de 

ava ão 

de densidade de potência nuclear, proposto nesta dissertação (conforme apresentado no 

capitulo 4). 

Utilizando os dados das tabelas 5.2 e 5.3 o fator de m , os fluxos 

médios  e 

ulo apresentamos os resulta

a de referên

fo

liar o desempenho do método analítico de reconstrução pino a pino da distribuiç

ultiplicação effk

n
gφ n

gusψ
 
e as correntes médi nas faces s n

gusJ ,as  dos nodo  considerando os 

fatores de descontinuida nas faces sses nod oram calculados. Estes 

resultados foram obtidos usando o método nodal NEM com 2x2 nodos por EC e malha 

grossa ao longo de z (conforme mostrado na Fig. 5.4).  A tabela 6.1 mostra os fatores de 

multiplicação encontrados com os cálculos  referência (diferenças finitas com malha 

fina) e nodal (com malha grossa), além do desvio relativo percentual entre eles. E a     

Fig. 6.1 mostra a potência média em cada EC (indicados na Fig. 6.2) encontrada tanto 

com o cálculo de referência quanto com o cálculo nodal. Além disso, também são 

mostrados os desvios relativos percentuais entre elas.
 

 

Tabela 6.1 – Fatores de multiplicação e desvio. 

Cálculos Fatores de multiplicação Desvio (%) 

de de os n
gusf , f

 de

Referência 0.903609 

Nodal 0.903573 
- 0.004 
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0.852 

0.851 

-0.06 

0.609 

-0.72

ferência 

Nodal 

Desvio (%) 

0.613 Re

 

1.214 

1.217 
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Figura 6.1 – Potências médias e desvios. 

 

Observa-se, da tabela 6.1 e da Fig. 6.1, que com os parâmetros nucleares das 

tabelas 5.2 e 5.3 o programa de cálculo nodal reproduz mu  bem o fator de 

multiplicação e a potência media no EC. 

Os valores médios calculados com o NEM foram colapsados para 1 nodo por 

EC. Com esses valores médios colapsados e os dados das tabelas 5.2, 5.3 e 5.4, 

obtivemos a distribuição de densidade de potência usando o método analítico de 

reconstrução proposto nesta dissertação.  

Para efeito de comparação, os resultados da referência foram colapsados para os 

7 planos mostrados na Fig. 5.4 e a comparação é feita usando o desvio relativo 

percentual dado por: 

ito

 

( )n n
het refn

np (x, y)ref

p (x, y) -  p (x, y)
d (x, y) =                    (6.1)

 

 

100% .×                                      
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A Fig. stra as posições dos elem ustíveis para melhor 

compreender a a os resultados.  este núcleo possui simetria de um oitavo, 

são apresentados apenas os resultados para os ECs nas posições 1, 2, 3, 5 e 6. 

 

6.2 mo entos comb

nálise d E como

 

Figura 6.2 – Posições dos elementos combustíveis. 

para cada EC e cada plano, as densidades de 

potência de referência e reconstruída do 

-2.77 

(11,13)
 

-9.94 

(15,13) 

Desvio máximo (%) 

Localização 

 

Nas figuras 6.2 a 6.6 são apresentados, 

pino onde ocorre o maior desvio relativo 

percentual. Além disso, também são mostrados, nestas figuras, o desvio máximo e a 

localização (linha e coluna) onde este desvio ocorre.  

 

 

0.919 

0.893 

0.363 

0.327 

Referência 

Reconstruída 

1.137 

1.157 

1.78 

(04,12)
 

1.247 

1.272 

2.05 

(04,04) 

0.476 

-3.40 

(13,15) 

0.459 
 

 

Figura 6.3 – Desvios máximos na distribuição de potência do plano 2. 
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Figura 6.4 – Desvios máximos na distribuição de potência do plano 3. 
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Figura 6.5 – Desvios máximos na distribuição de potência do plano 4. 
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Figura 6.6 – Desvios máximos na distribuição de potência do plano 5. 
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Figura 6.7 – Desvios máximos na distribuição de potência do plano 6. 
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Pela análise dos resultados mostrados nas figuras 6.3 a 6.7, pode-se constatar 

que para os ECs localizados no interior do núcleo os valores de desvios máximos são de 

aproximadamente 2% e para os ECs na posição 6, localizados na periferia do núcleo, 

nota-se um aumento substancial, com de desvio m  de até 9.9%. Nota-se 

também que para os ECs nas posições 3 e 5, que também estão localizados na periferia, 

que os desvios máxim 4% , respectiva . Essa diminuição nos

desvios ocorre pelo fato de o EC na pos a face voltada para a 

região do baffle e refletor e o EC na posição 5 ter somente um canto voltado para esta 

região, diferente do EC na posição 6 qu uas faces vo para a região do baffle 

e refletor. 

Nas figuras 6.8 a 6.12, são apresentados os desvios na distribuição de potência 

de cada pino, para cada EC do plano 2,  os maiores desvios, 

juntamente com a localização linha (i) e coluna (j) de cada pino. Note que estas figuras 

represent ados na 

figura 6.3.  

valores áximo

os são de 3. e 2.7% mente  

ição 3 ter somente um

e tem d ltadas 

plano onde ocorrem

am os desvios detalhados dos ECs nas posições 1, 2, 3, 5 e 6 mostr
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Figura 6.8 – Desvios na distribuição
 

 de potência do EC 1 do plano 2. 
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                                      Figura 6.9 – Desvios na distribuição de potência do EC 2 do plano 2.  
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Figura 6.10 – Desvios na distribuição de potência do EC 3 do plano 2.                                       
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Figura 6.11 – Desvios na distribuição de potência do EC 5 do plano 2.                           
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Figura 6.12 – Desvios na distribuição de potência do EC 6 do plano 2. 
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Estes altos desvios nos pinos localizados na periferia do núcleo são observados 

na maioria dos esquemas de reconstrução de potência devido à forte absorção da região 

do baffle e a proximidade do refletor faz com que a potência nos ECs da periferia sofra 

bruscas variações, tornando muito difícil calcular uma boa estimativa para as condições 

de contorno nestas interfaces. Estas bruscas variações podem ser observadas na figura 

6.12, as quais apresentam os desvios na distribuição de potência de cada pino para o EC 

na posição 6 do plano 2, onde temos altos valores de desvios positivos e negativos na 

linha 15, justificando o fato de que a distribuição de potência gerada pela reconstrução 

nesta região sofre variações desordenadas, devido ao fato de não haver uma boa 

homogeneização para esta região. 

Para justificar esta análise, variamos propositalmente as seções de choque 

homogeneizadas e observamos uma redução considerável nos desvios, tanto para os 

ECs no interior do núcleo quanto para os ECs da periferia, provando o quanto é 

importante o processo de homogeneização para os métodos nodais e, conseqüent te 

para a reconstrução. É importante ressaltar que para os resultados apresentados nesta 

dissertação as seções de choque homogeneizadas não foram alteradas. 

Observamos, nas figuras 6.8 e 6.9, as quais apresentam os desvios na 

distribuição de potência de cada pino dos ECs nas posições 1 e 2 do plano 2, que o 

desvio máximo nos ECs localizados no interior do reator, encontra-se nos pinos 

cercados por buracos d’água, sendo a localização (linha, coluna) desses pinos (12,04), 

(12,12), (04,12) e (04,04). Também notamos que na maioria dos pinos os desvios 

situam-se abaixo de 1%. 

 Já nas figuras 6.10, 6.11 e 6.12, as quais apresentam os desvios na distribuição 

de potência de cada pino dos ECs nas posições 3, 5 e 6 do plano 2, observamos que para 

os pinos dos ECs localizados na periferia do núcleo, os maiores desvios estão nos pinos 

próximos as faces voltadas para o baffle (toda a linha 15 e coluna 15 da figura 6.11), 

mas com ótimos desvios para os pinos afastados destas faces. 

Cabe ressaltar que os maiores desvios estão nos pinos que estão nos planos 

próximos ao refletor inferior e superior, pois esses pinos estão localizados nos ECs que 

possuem mais uma face voltada para o refletor, isto pode ser observado na figura 6.12, 

que possui os maiores desvios, pois a mesma representa os desvios na distribuição de 

emen
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potênci

 

 

a do EC na posição 6 do plano 2. Sendo um EC localizado na periferia do reator, 

com duas faces voltadas para o baffle, e no plano com interface para o refletor inferior. 
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Capítulo 7 

 

Conclusões 

 

A presente dissertação teve como objetivo a investigação da eficiência e da 

precisão do método analítico de reconstrução pino a pino da distribuição de densidade 

de potência nuclear. Obtivemos resultado satisfatórios utilizando este método com 

dados de um método nodal de alto nível. Esses resultados quando comparados com a 

referência, mostram que os desvios rela os percentuais, para a distribuição de 

potência, mostrados nas figuras 6.3 a 6.12, tem boa precisão. Diante destes resultados 

numéricos também se pode concluir que o m todo de reconstrução da potência foi capaz 

de realizar uma ótima estimativa do valor  potência heterogênea para os elementos 

combustíveis localizados na zona interna do étodo analítico 

pode ser recomendado para a reconstrução pino a pino da potência. 

A grande motivação na realização de a dissertação foi devida à utilização de um 

método de reconstrução analítico que correspondesse às necessidades de cálculos de 

projetos exigidos atualmente, como por exe de na execução dos cálculos e 

precisão dos resultados. Baseando-se na metodologia desenvolvida por Joo               

(Han G. Joo et al., 1999) e com a maneira d  

por Rempe (Rempe et al., 1988), desenvolvemos uma modelagem computacional com a 

intenção de obter resultados precisos, verificando se são relevantes para a pesquisa e se 

o programa computacional desenvolvido pode ser aproveitado para uma possível 

aplicação. Tivemos certas dificuldades, pois em meio aos cálculos, os resultados até 

então encontrados geravam desvios rela a do esperado na 

distribuição heterogênea de fluxo térmico para os elementos combustíveis próximos ao 

baffle e refletor, ocasionando também altos desvios na distribuição de potência nas 

mesmas posições de EC. E isso não era aceitável para um projeto deste nível. Depois de 

várias tentativas, aplicando ao método ogeneizados encontrados em 

diferentes artigos, chegamos a respostas ma  acuradas, usando os parâmetros nucleares 

s 

tiv

é

da

núcleo. Provando que este m

st

mplo, velocida

e cálculo de fluxos nos cantos desenvolvida

tivos percentuais acim

dados hom

is
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homogeneizados da referência (S , como visto anteriormente para 

o reator EPRI-9, sabendo-se qu ser melhoradas, aplicando uma 

melhor homogeneização nos parâmetros nucleares da região do baffle e refletor para o 

cálculo nodal. 

Os testes foram realizado jo processador é um Intel core 

2 duo com 2.5 GHz de processamento, 4 GB de memória RAM e plataforma Windows 

7 ultim e.  

Podemos fazer uso deste método para cálculos de reconstrução pino a pino da 

potênc

      

 superior e inferior; 

(v) Aproximar o termo de fuga transversal da mesma maneira do método nodal NEM 

utilizad

cott P. Palmtag, 1997)

e estas ainda podem 

s em um computador cu

at

ia, visando à aplicação na análise de segurança do reator. Podemos concluir que o 

método de reconstrução proposto nesta dissertação reconstrói a distribuição de 

densidade de potência nos elementos combustíveis do reator, com boa precisão.  

Finalmente, propomos sugestões para trabalhos futuros: (i) Os dados nucleares 

usados nesta dissertação foram obtidos com dois grupos de energia. Em trabalhos 

futuros de investigação, devem-se usar mais grupos de energia no processo de 

homogeneização; (ii) refinar mais a malha, no elemento combustível, para o cálculo 

nodal, tentando assim melhorar os resultados que foram apresentados nesta dissertação;  

(iii) desenvolver uma nova maneira para calcular os fluxos nos cantos; (iv) desenvolver 

uma maneira de utilizar fatores de descontinuidades para o refletor

o nesta dissertação. 
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