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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessários

para a obtenção do grau de Doutor em Ciências (D.Sc.)

UM PROBLEMA INVERSO DE RECONSTRUÇÃO DE FONTE PARA A

EQUAÇÃO DE DIFUSÃO-ADVECÇÃO

Denis Mota de Sousa

Dezembro/2012

Orientador: Nilson Costa Roberty

Programa: Engenharia Nuclear

Apresentamos dois algoritmos para o problema inverso de reconstrução de fonte

para a equação de difusão-advecção a partir de informações no bordo de um domínio.

Um para o caso 1D e outro para o caso 2D. Quando não temos qualquer informação

a priori sobre a fonte, este problema não tem solução única. Para obter uma boa

colocação do problema devemos restringir o espaço das soluções para alguma classe

de funções. A abordagem inicial se dá através de uma formulação variacional tendo

como espaço de funções testes as soluções da equação modi�cada de Helmholtz

homogênea. Considerando o caso em que a fonte é uma função característica de

um intervalo (caso 1D) ou de um conjunto convexo (caso 2D) obtemos um sistema

não-linear o qual resolvemos por métodos tipo Newton. Apresentamos simulações

numéricas para ilustrar a e�ciência do método proposto.
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partial ful�llment of the

requirements for the degree of Doctor of Science (D.Sc.)

AN INVERSE SOURCE PROBLEM FOR THE DIFFUSION-ADVECTION

EQUATION

Denis Mota de Sousa

December/2012

Advisor: Nilson Costa Roberty

Department: Nuclear Engineering

We present two algorithms for the inverse source problem for the di�usion-

advection equation from boundary data. One for the 1D case and another for the

2D case. When we have no a priori information about the source, this problem

has no unique solution. To obtain well-posedness for the problem we restrict the

space of solutions to some class of functions. The initial approach is through a

variational formulation having the space of test functions as solutions of the homo-

geneous Helmholtz modi�ed equation. Considering the case where the source is a

characteristic function of an interval (1D case) or a convex set (2D case), we obtain

a nonlinear system which solved by Newton type methods. We present numerical

simulations to illustrate the e�ectiveness of the proposed method.
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Capítulo 1

Introdução

Dizemos que dois problemas são inversos se a formulação de um depende da solução

do outro. Quando temos um par de problemas com esta propriedade e um destes

problemas foi mais estudado, dizemos que este é o problema direto e o outro é o

problema inverso. Estas de�nições feitas por J. B. Keller em [1] são usadas em

muitos textos sobre problemas inversos. Entretanto, existe uma característica mais

importante que diferencia este par de problemas.

Em [2] Hadamard classi�cou um problema como bem-posto caso suas soluções

satisfaçam os seguintes requisitos:

• existência - a solução existe;

• unicidade - a solução é única;

• estabilidade - a solução depende continuamente dos dados de entrada do pro-

blema.

Quando o problema não é bem-posto, isto é, quando ele não satisfaz um dos três

requisitos listados, dizemos que o problema é mal-posto. A principal característica

dos problemas inversos é que frequentemente eles são classi�cados como mal-postos.

Assim, para estudá-los devemos usar alguma estratégia para contornar a di�culdade

para solucioná-lo.

Quando a solução de um problema não é única, podemos considerar as soluções

deste problema num conjunto menor na tentativa de torná-lo bem-posto. Quando a

solução do problema não depende continuamente dos dados de entrada, são utiliza-

dos os métodos de regularização, que consiste em aproximar o problema a um outro

bem-posto. Quanto aos problemas que não tem solução, não é comum ocorrer.

Os problemas inversos considerados em equações diferenciais parciais são os pro-

blemas de identi�cação de parâmetros e do termo fonte da equação, pois os pro-

blemas de valores iniciais e problemas de valores no bordo são bem conhecidos e

estudados há mais tempo. Saber estimar parâmetros e termos fontes de equações
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diferenciais parciais é essencial para tornar possível a simulação de diversos fenôme-

nos naturais, industriais, sociais e econômicos. Além disso, a resolução deste tipo de

problema é usada para investigar as propriedades físicas de materiais e para conhecer

uma determinada con�guração numa região a qual temos acesso apenas a dados do

entorno. Existem vários exemplos de problemas inversos em equações diferenciais

parciais em [3�5].

Nesta tese consideramos o problema inverso de determinar o termo fonte da

equação de difusão-advecção a partir de informações do bordo do domínio. Este

problema modela situações onde se deseja localizar fontes poluentes em rios e lagos

ou uma fonte térmica num �uido. Quando não temos informações sobre o tipo de

função que representa o termo fonte da equação, este problema não possui unicidade

de soluções e, portanto, é mal-posto.

Uma maneira de abordar este problema de forma que ele tenha unicidade de

solução é considerando classes de funções as quais possam ser recuperadas quando

tomadas como termo fonte, como por exemplo funções características de subcon-

juntos do domínio [6, 7], combinações lineares de funções delta de Dirac [8, 9] ou

combinações lineares de outras funções conhecidas [10].

Em 1938, Novikov publicou [11], um trabalho pioneiro em problemas inversos

de identi�cação de fontes, onde foi demonstrado que o problema para a equação

de Poisson tem solução única quando temos a informação a priori de que a fonte

é uma função característica de um conjunto estrelado. Em [12], foi demonstrado

que é possível obter o termo fonte para a mesma equação no caso onde é possível

aplicar uma separação de variáveis e um dos fatores é conhecido. Em [13] foram

apresentados um resultado de unicidade para uma nova classe de fontes de�nida por

C(λ, F ) = {f ∈ H1(Ω) | (∆ − λ)f = F}, além de uma técnica baseada no método

das soluções fundamentais para resolver numericamente o problema. Em [14] foi

apresentada uma outra técnica para reconstruir fontes características de conjuntos

estrelado para o mesmo problema baseada no funcional de reciprocidade e usando

monômios complexos como funções testes.

Em [9], sob o enfoque do método de elementos de contorno, foi apresentado um

método numérico para localizar várias fontes pontuais e suas respectivas potências

para o problema de difusão-advecção. Em [8] existe um estudo matemático bastante

completo sobre o caso transiente unidimensional deste mesmo problema.

Os resultados apresentados nesta tese foram obtidos dos estudos sobre o problema

de reconstrução de fontes para o caso em que sabemos que a fonte é uma função

característica de um subconjunto do domínio. Todos eles já foram publicados. Em

[15] apresentamos um método numérico para o caso unidimensional considerando

que a fonte é uma função característica de um intervalo e em [16] apresentamos

resultados parciais obtidos para o problema bidimensional considerando que o termo
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fonte é uma função característica de um conjunto estrelado com centro conhecido.

Em [17] apresentamos um método numérico para o mesmo problema em [16] mas

desta vez foi considerado que o termo fonte é uma função característica de um

conjunto estrelado com centro desconhecido.

No Capítulo 2 apresentamos uma dedução para a equação de difusão-advecção, o

problema de identi�cação de fonte e os resultados mais básicos sobre este problema.

No Capítulo 3 apresentamos alguns métodos computacionais usados para obter apro-

ximações para soluções de sistemas de equações que foram utilizados nesta tese. No

Capítulo 4 apresentamos um estudo do caso unidimensional do problema de recons-

trução de fontes difusivo-advectivas a partir de dados no bordo do domínio. No

Capítulo 5 voltamos ao caso bidimensional do problema de reconstrução de fontes

difusivo-advectivas a partir de dados no bordo do domínio.
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Capítulo 2

Preliminares

Neste capítulo apresentamos a equação de difusão-advecção, o problema de identi�-

cação de fonte que estudamos e os resultados mais básicos sobre este problema. Na

Seção 2.1 deduzimos a equação de difusão-advecção e enunciamos alguns dos pro-

blemas relacionados mais tradicionalmente estudados. Na Seção 2.2 apresentamos o

problema de identi�cação de fonte para a equação de difusão-advecção. Mostramos

que, quando não temos nenhuma informação sobre a fonte, o problema não tem so-

lução única e que é su�ciente estudar apenas o problema onde os dados de Dirichlet

são nulos.

2.1 A Equação de Difusão-Advecção

Uma lei de conservação é uma formulação matemática de um fato físico trivial: a

taxa a qual uma quantidade muda em uma dada região deve ser igual a taxa a qual

a quantidade �ui através de sua fronteira somada com a taxa a qual a quantidade é

criada ou destruída no seu interior.

Exemplo 2.1 Consideremos uma população de uma espécie de animal �xada em

uma região geográ�ca. A taxa a qual esta população muda deve ser igual a taxa de

animais que migram para dentro da região, menos a taxa de animais que migram

para fora da região, mais a taxa de natalidade, menos a taxa de mortalidade.

Podemos apresentar exemplos similares para várias outras quantidades, como

energia térmica, massa, momento linear, carga elétrica, etc. Equações diferenciais

que modelam fenômenos envolvendo estas e outras quantidades são provenientes de

alguma lei de conservação. Vejamos o caso da equação de difusão-advecção.

Sejam Ω um conjunto aberto su�cientemente regular do R2 e T > 0. Conside-

remos a função u : Ω × (0, T ) → R de forma que u(x, t) represente a densidade de
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alguma substância química no ponto x de um �uido no instante t. Podemos con-

siderar o modelo onde a substância em questão é um poluente e Ω represente um

lago.

A densidade em uma região bidimensional pode ser de�nida pela quantidade de

substância que se encontra dentro da região dividida pela área da região. Para de�nir

densidade em um ponto x de Ω, podemos considerar uma sequência de subconjuntos

mensuráveis {ωk}∞k=1 tais que x ∈ ωk, para k ∈ N, e µ(ωk) → 0 quando k → ∞,

onde µ é a medida de Lebesgue, e assim fazemos

u(x, t) = lim
k→∞

quantidade em ωk no tempo t
µ(ωk)

.

Note que, �xando um subconjunto aberto mensurável ω de Ω, a quantidade da

substância em ω no instante t é ∫
ω

u(x, t)dx

e assim a taxa a qual a quantidade em ω muda em relação ao tempo no instante t é

∂

∂t

∫
ω

u(x, t)dx.

A densidade em ω pode mudar pela entrada ou saída da substância pela fronteira

de ω, devido a reações químicas ou a existência de uma fonte emissora ou de um

sumidouro.

A variação de densidade em ω durante o intervalo de tempo (0, T ) causada pela

movimentação da substância é representada por uma função φ : ω × (0, T ) → R2

chamada �uxo total. No caso de existência de fontes ou sumidouros em ω, a taxa

total de mudança de densidade causadas por estes no intervalo de tempo (0, T ) é

dada pela função f : ω × (0, T )→ R, o qual chamamos de termo fonte.

A quantidade da substância em ω no instante t colocada através de uma fonte é∫
ω

f(x, t)dx.

E a quantidade da substância que sai de ω pelo bordo da região é∫
∂ω

φ(x, t) · n(x)d`,
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onde ∂ω é a fronteira de ω e n(x) é o vetor unitário normal a ∂ω e exterior a região.

Assim, pela lei de conservação de massa, temos

∂

∂t

∫
ω

u(x, t)dx = −
∫
∂ω

φ(x, t) · n(x)d`+

∫
ω

f(x, t)dx. (2.1)

Do teorema da divergência, temos∫
∂ω

φ(x, t) · n(x)d` =

∫
ω

∇x · φ(x, t)dx, (2.2)

onde ∇x · φ indica o divergente de φ em relação a variável x.

Substituindo (2.2) em (2.1), obtemos

∂

∂t

∫
ω

u(x, t)dx =

∫
ω

−∇x · φ(x, t) + f(x, t)dx.

Como esta igualdade é válida para todo subconjunto mensurável de Ω, temos a

equação diferencial
∂u(x, t)

∂t
= −∇x · φ(x, t) + f(x, t), (2.3)

para todo (x, t) ∈ Ω× (0, T ). Esta equação é conhecida como equação da continui-

dade.

Consideremos que existe �uxo difusivo, isto é, que a substância migra de onde ela

está mais concentrada para onde está menos. Dado um ponto x em Ω e um instante

t, o �uxo difusivo em (x, t) aponta para a região de decrescimento mais rápido de

u em (x, t), a qual é oposta ao gradiente de u em (x, t). Este princípio é conhecido

como lei de Fick. Consideremos também que existe um �uxo advectivo, isto é, que

há movimento da substância devido ao �uxo do �uido. Assim, o �uxo total é dado

pela soma do �uxo difusivo com o �uxo advectivo, o que resulta em

φ(x, t) = −γ∇xu(x, t) + βu(x, t), (2.4)

para todo (x, t) ∈ Ω × (0, T ), onde γ > 0 é uma constante de proporcionalidade

conhecida como termo difusivo e β ∈ R2 é um vetor conhecido como termo advectivo.

Substituindo (2.4) em (2.3), obtemos

∂u(x, t)

∂t
− γ∆xu(x, t) + β · ∇xu(x, t) = f(x, t), (2.5)

para todo (x, t) ∈ Ω× (0, T ), onde ∆xu é o laplaciano de u em relação a variável x.

Esta última equação é conhecida como equação de difusão-advecção. Quando não

ocorre advecção, isto é, quando β = (0, 0) a equação (2.5) é conhecida como equação
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do calor.

Se a substância em questão é radioativa, da teoria das equações diferenciais

ordinárias sabemos que seu decaimento é modelado pela equação

∂u(x, t)

∂t
= −αu(x, t),

onde α > 0 é chamado termo de decaimento. Este tipo de fenômeno pode ser

interpretado como um sumidouro e assim, quando considerado, temos

∂u(x, t)

∂t
− γ∆xu(x, t) + β · ∇xu(x, t) = −αu(x, t).

Quando consideramos, além do decaimento, outras fontes despejando a substân-

cia em Ω, temos

∂u(x, t)

∂t
− γ∆xu(x, t) + β · ∇xu(x, t) + αu(x, t) = f(x, t), (2.6)

a qual é conhecida como equação de difusão-advecção-decaimento, mas é muito co-

mum chamá-la apenas de equação de difusão-advecção.

Em casos onde o sistema está estável, isto é, não varia em relação ao tempo,

temos
∂u(x, t)

∂t
= 0, para todo (x, t) ∈ Ω× (0, T ), e temos assim a equação

− γ∆u(x) + β · ∇u(x) + αu(x) = f(x), (2.7)

para todo x ∈ Ω, que é o caso estacionário de (2.6).

Neste texto vamos investigar um problema relacionado a equação (2.7). Para

simplicar nossos estudos vamos considerar os coe�cientes α, β e γ sempre constantes.

Dentre os problemas propostos envolvendo esta equação, apresentamos os dois mais

conhecidos a seguir.

Problema 2.1 Dados f : Ω→ R e g : ∂Ω→ R, encontre u : Ω→ R tal que{
−γ∆u+ β · ∇u+ αu = f em Ω

u = g em ∂Ω
.

Problema 2.2 Dados f : Ω→ R e gn : ∂Ω→ R, encontre u : Ω→ R tal que{
−γ∆u+ β · ∇u+ αu = f em Ω

∂nu = gn em ∂Ω
,

onde ∂nu é a derivada direcional de u na direção do vetor unitário normal exterior.
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Os Problemas 2.1 e 2.2 são conhecidos, respectivamente, como o problema de

Dirichlet e o problema de Neumann para o caso estacionário da equação de difusão-

advecção e as condições imposta sobre u e ∂nu, em ∂Ω, nos mesmos são conhecidas,

respectivamente, como condições de Dirichlet e condições de Neumann.

As de�nições e os resultados de medida e integração utilizados nesta seção podem

ser encontrados em [18] e a dedução da equação de difusão-advecção é inspirada

em [19].

2.2 Reconstrução de Fontes Difusivo-Advectivas

Consideremos o problema a seguir.

Problema 2.3 Dados o termo fonte f : Ω→ R e a condição de Dirichlet g : ∂Ω→
R, encontre ∂nu : ∂Ω→ R tal que u satisfaça{

−γ∆u+ β · ∇u+ αu = f em Ω

u = g em ∂Ω
. (2.8)

O problema acima pode ser resolvido encontrando u no problema de Dirichlet

associado ao sistema (2.8) e, em seguida, calculando sua derivada na direção do

vetor unitário normal exterior a Ω. Se f ∈ L2(Ω) e g ∈ H1/2(Ω), o Problema 2.3

tem solução única em H−1/2(Ω). Uma ótima referência para o estudo sobre os

espaços L2(Ω), H1/2(Ω) e H−1/2(Ω) é [20]. Neste texto também é possível encontrar

os resultados que levam a conclusão acima.

O problema inverso associado ao Problema 2.3 investigado neste texto é apre-

sentado a seguir.

Problema 2.4 Dadas as condições de Dirichlet g : ∂Ω → R e as condições de

Neumann gn : ∂Ω→ R, encontre o termo fonte f : Ω→ R tal que
−γ∆u+ β · ∇u+ αu = f em Ω

u = g em ∂Ω

∂nu = gn em ∂Ω

.

O problema acima é mal-posto quando estamos considerando que os dados de

entrada e as soluções estão nos espaços usualmente considerados em problemas dire-

tos de equações diferenciais parciais. Para ilustrar a má colocação do Problema 2.4,

vejamos um exemplo onde não existe unicidade para a solução.

Exemplo 2.2 Considere o Problema 2.4 com Ω = {x ∈ R2 ; ‖x‖ < 1}, α = 1,

β = (1, 1), γ = 1, u = 0 e ∂nu = 0, em ∂Ω, onde estamos denotando por ‖ · ‖ a

norma euclidiana do R2.
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De�namos as funções u1, u2 : Ω→ R por

u1(x) = −‖x‖4 + 2‖x‖2 − 1,

para todo x ∈ Ω, e

u2(x) = −‖x‖6 + 3‖x‖2 − 2,

para todo x ∈ Ω.

Assim, temos 
−∆ui + (1, 1) · ∇ui + ui = fi em Ω

ui = 0 em ∂Ω

∂nui = 0 em ∂Ω

, (2.9)

para i = 1, 2, onde

f1(x) = −‖x‖4 + 18‖x‖2 + 4(1− ‖x‖2)x · (1, 1)− 9,

para todo x ∈ Ω, e

f2(x) = −‖x‖6 + 36‖x‖4 + 3‖x‖2 + 6(1− ‖x‖4)x · (1, 1)− 14,

para todo x ∈ Ω. Logo f1 e f2 são soluções do problema inverso de identi�cação de

fonte considerado neste exemplo, além da solução trivial.

Os métodos para solucionar problemas inversos geralmente consistem na refor-

mulação do problema em termos de um problema aproximado bem-posto. Esse tipo

de abordagem é conhecida como regularização. Vários métodos de regularização de

problemas inversos podem ser vistos em [21].

Uma outra forma de obtermos uma boa colocação para um problema é restrin-

gindo a procura da solução para um conjunto menor, isto é, considerando infor-

mações a priori sobre a fonte. Para os resultados obtidos nesta tese utilizamos

esta última estratégia, considerando que o termo fonte no Problema 2.4 pertence a

algumas classes especiais de funções.

Se ω ⊂ Ω, a função χω : Ω→ {0, 1} de�nida por

χω(x) =

{
1, se x ∈ ω
0, se x /∈ ω

, (2.10)

para todo x ∈ Ω, é chamada função característica de ω.
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Investigamos os casos onde f é uma função característica χω sabendo que ω ⊂ Ω

pertence a uma classe especial de conjuntos do R2 e propomos uma maneira de obter

aproximações para fontes de suporte compacto.

Devemos observar que é su�ciente sabermos resolver o Problema 2.4 com condi-

ções de Dirichlet nula, isto é, com g(x) = 0, para todo x ∈ ∂Ω. Pois, suponhamos

que f seja solução do problema inverso associado ao sistema
−γ∆w + β · ∇w + αw = f em Ω

w = 0 em ∂Ω

∂nw = gn − ∂nv em ∂Ω

, (2.11)

onde v satisfaz o problema direto associado ao sistema{
−γ∆v + β · ∇v + αv = 0 em Ω

v = g em ∂Ω
.

Neste caso, como f é conhecido, podemos obter w em (2.11) considerando a primeira

linha deste sistema e qualquer uma das outras duas. Assim, tomando-se u = w + v

podemos veri�car que f também é solução do Problema 2.4. Da mesma forma

podemos mostrar que se f é solução do Problema 2.4, então f é também solução do

problema inverso associado ao sistema (2.11). Então, podemos nos concentrar em

investigar apenas o problema abaixo.

Problema 2.5 Dada a condição de Neumann gn : ∂Ω→ R, encontre o termo fonte

f : Ω→ R tal que
−γ∆u+ β · ∇u+ αu = f em Ω

u = 0 em ∂Ω

∂nu = gn em ∂Ω

.

Os resultados de não unicidade do problema e o fato de que é su�ciente estudar

o problema com os dados de Dirichlet nulos são adaptados de [22], onde o mesmo

foi demonstrado para a equação de Helmholtz.
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Capítulo 3

Métodos Numéricos para Sistemas

de Equações

Neste capítulo apresentamos alguns métodos computacionais usados para obter

aproximações para soluções de sistemas de equações. Na Seção 3.1 �zemos um

breve estudo sobre a regularização de Tikhonov. Na Seção 3.2 apresentamos uma

abordagem sobre o método de Newton e, a partir deste, derivamos o método de

Levenberg-Marquardt.

3.1 Regularização de Tikhonov

Consideremos o sistema linear

Ax = p, (3.1)

onde A é uma matriz M ×N e p ∈ RM . Sabemos que este tipo de sistema pode ter

in�nitas soluções, uma única solução ou nenhuma solução. Em muitos problemas

práticos, por questão de erros de medida, nos deparamos com sistemas sem soluções

ou com soluções distantes das verdadeiras. Neste caso, uma forma de contornar

esta di�culdade é usando um método conhecido como regularização de Tikhonov,

introduzido em [23], que consiste em achar a solução de

min
x∈RN

{
||Ax− p||2 + λ2||x||2

}
. (3.2)

O termo λ é conhecido como parâmetro de regularização e é tomado sempre positivo.

Observe que (3.2) equivale a

min
x∈RN

∥∥∥∥∥
(

A

λI

)
x−

(
p

0

)∥∥∥∥∥
2

, (3.3)
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onde I é a matriz identidade de ordem N , pois∥∥∥∥∥
(

A

λI

)
x−

(
p

0

)∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥
(
Ax− p
λx

)∥∥∥∥∥
2

= ||Ax− p||2 + λ2||x||2.

A equação normal [24] de (3.3) é(
A

λI

)T (
A

λI

)
x =

(
A

λI

)T (
p

0

)
,

que equivale a (
ATA+ λ2I

)
x = ATp,

cuja solução é dada por

xλ =
(
ATA+ λ2I

)−1
ATp. (3.4)

Considerando que {u1, u2, . . . , uM} e {v1, v2, . . . , vN} sejam as bases ortonormais

de RM e RN , respectivamente, da decomposição em valores singulares [25] de A e

σ1, σ2, . . . , σN seus valores singulares, se

U =

 ↑ ↑
u1 · · · uM

↓ ↓

 , V =

 ↑ ↑
v1 · · · vN

↓ ↓

 e Σ =



σ1 0
. . .

0 σN

0 · · · 0


,

então A = UΣV T , com UTU = UUT = I e V TV = V V T = I. Substituindo esta

igualdade em (3.4), obtemos

xλ =
(
V ΣTΣV T + λ2V V T

)−1
V ΣTUTp

= V
(
ΣTΣ + λ2I

)−1
V TV ΣTUTp

= V
(
ΣTΣ + λ2I

)−1
ΣTUTp,

que nos leva a expressão

xλ =
N∑
i=1

wλ(σi)
〈ui, p〉
σi

vi, (3.5)

onde

wλ(σ) =
σ2

σ2 + λ2
, (3.6)

para todo σ ∈ R, e 〈·, ·〉 é o produto interno euclidiano. A expressão (3.5) é a solução
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de (3.1) por mínimos quadrados acrescida do �ltro (3.6).

Note que 0 ≤ wλ(σ) < 1, para todo σ ∈ R, e também que wλ(σ) ≈ 1, quando

σ >> λ. Assim quando se usa a regularização de Tikhonov com parâmetro de

regularização λ para o problema (3.1), na solução xλ são consideradas principalmente

as componentes da solução por mínimos quadrados de (3.1) com valores singulares

maiores que λ, enquanto os valores menores são suavizados.

As Figuras 3.1 e 3.2 mostram o grá�co de wλ : (0, 100)→ R para λ = 5 e λ = 20,

respectivamente.

0 20 40 60 80 100
σi

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Figura 3.1: Grá�co de wλ : (0, 100)→ R com λ = 5.

3.2 Método de Levenberg-Marquadt

O método que apresentamos nesta seção foi introduzido por Levenberg [26] e depois

apresentado por Marquardt [27] sobre um contexto de estatística. Ele pertence a

uma classe de métodos numéricos iterativos para aproximar soluções de sistemas

não-lineares conhecida como métodos tipo Newton.

Consideremos a equação

F (x) = p, (3.7)

onde F : RN → RM é uma função não-linear razoavelmente regular e p ∈ RM é

conhecido.
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0.6

0.8

1.0

Figura 3.2: Grá�co de wλ : (0, 100)→ R com λ = 20.

Dado x0 ∈ RN , aproximando F em um ponto x próximo ao x0 por polinômio de

Taylor de grau 1, temos

F (x) ≈ F (x0) + JF (x0) (x− x0) , (3.8)

onde JF (x0) é a matriz jacobiana de F no ponto x0 de�nida por

JF (x0) =


∂F1(x0)
∂x1

∂F1(x0)
∂x2

· · · ∂F1(x0)
∂xN

∂F2(x0)
∂x1

∂F2(x0)
∂x2

· · · ∂F2(x0)
∂xN

...
...

...
∂FM (x0)
∂x1

∂FM (x0)
∂x2

· · · ∂FM (x0)
∂xN

 .

Assim, igualando (3.8) a p, trocamos a equação não linear (3.7) por uma versão

linearizada deste problema dada por

JF (x0) (x− x0) = p− F (x0).

ConsiderandoM = N e JF (x0) inversível, este problema tem solução única dada

por

x1 = x0 + JF (x0)−1 (p− F (x0)) .

Assim, temos que x1 é uma aproximação para a solução da equação (3.7). Na
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tentativa de melhorar a aproximação obtida, podemos repetir este procedimento

mas, desta vez, considerando o polinômio de Taylor de grau 1 de F em relação ao

ponto x1 e assim obter uma outra aproximação x2. Podemos repetir este processo

diversas vezes com o objetivo de, a cada passo, obter uma aproximação melhor para

a solução de (3.7).

Este processo é conhecido comométodo de Newton, introduzido por Isaac Newton

no século XVII, e equivale a realizar as iterações

sk = JF (xk)
−1 (p− F (xk)) (3.9)

xk+1 = xk + sk

onde na linha (3.9) pode ser feita a resolução de um sistema linear para obter sk ao

invés de usar a inversa de JF (xk).

A seguir enunciamos um teorema apresentando condições su�cientes para que o

método de Newton convirja para a solução do problema.

Teorema 3.1 Sejam Ω ⊂ RN aberto, F : Ω → RN de classe C2(Ω) e x ∈ Ω tal

que F (x) = p e JF (x) é não-singular. Então o método de Newton é localmente

convergente, isto é, existe uma vizinhança B de x tal que se x0 ∈ B, então o método

de Newton com estimativa inicial x0 converge para x.

Uma demonstração deste teorema pode ser encontrada em [28].

Nos casos em que M 6= N , JF (xk) for não-inversível ou JF (xk) for mal-

condicionada, na linha (3.9) podemos usar a regularização de Tikhonov e assim

temos as iterações dadas por

sk =
(
JF (xk)

TJF (xk) + λkI
)−1

JF (xk)
T (p− F (xk)) (3.10)

xk+1 = xk + sk

onde I é a matriz identidade N ×N e os valores λk são positivos e conhecidos como

parâmetros de amortecimento. A técnica que consiste em realizar estas iterações é

conhecida como método de Levenberg-Marquardt. Este método é amplamente apli-

cado para resolver sistemas de equações não-lineares nos casos em que não é possível

ou não é conveniente aplicar o método de Newton.

Para começar a iteração são necessários uma estimativa inicial x0 apropriada

para a solução de (5.14) e um fator de amortecimento inicial λ0. Os fatores de

amortecimento podem ser atualizados a cada iteração tomando-se

λk+1 =

{
µλk, se ‖F (xk)− p‖ < ‖F (xk−1)− p‖
λk/µ, caso contrário
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ou

λk+1 =

{
µλk, se ‖xk+1 − xk‖ < ‖xk − xk−1‖
λk/µ, caso contrário

,

onde 0 < µ < 1.

Como critério de parada para as iterações podemos adotar um valor para o qual

‖F (xk) − p‖ ou ‖xk − xk−1‖ deve ser menor e estabelecemos um valor máximo de

iterações.
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Capítulo 4

Problema Unidimensional

Neste capítulo apresentamos um estudo do caso unidimensional do problema de re-

construção de fontes difusivo-advectivas a partir de dados no bordo do domínio. Na

Seção 4.1 tomamos uma mudança de variáveis para a equação de difusão-advecção e

obtemos uma formulação variacional para o problema. Na Seção 4.2 foi considerado

o conhecimento a priori de que a fonte é uma função característica de um intervalo

desconhecido. Encontramos uma equação não-linear e aplicando o método de New-

ton desenvolvemos um método para aproximar a solução do problema. Na Seção 4.3

apresentamos simulações numéricas para testar o método e o testamos também para

encontrar aproximações numéricas de fontes de suporte compacto.

4.1 Formulação Variacional

Sejam (x1, x2) um intervalo de R e os coe�cientes de decaimento, advecção e difusão

dados por α, β, γ ∈ R, respectivamente, de maneira que α ≥ 0 e γ > 0.

Apresentamos abaixo um problema associado a equação unidimensional de

difusão-advecção.

Problema 4.1 Dados os valores a1, a2 ∈ R e a função f : (x1, x2) → R, encontre
u′(x1) e u′(x2) tais que u satisfaça{

−γu′′ + βu′ + αu = f em (x1, x2)

u(x1) = a1, u(x2) = a2

(4.1)

A seguir apresentamos o problema inverso considerado neste capítulo.

Problema 4.2 Dados os valores a1, a2, b1, b2 ∈ R, encontre f : (x1, x2)→ R tal que
−γu′′ + βu′ + αu = f em (x1, x2)

u(x1) = a1, u(x2) = a2

u′(x1) = b1, u
′(x2) = b2

.
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Assim como foi visto na Seção 2.2, o Problema 4.2 não tem solução única. E,

usando uma argumentação semelhante à apresentada na Seção 2.2, é possível mostrar

que é su�ciente estudarmos o próximo problema.

Problema 4.3 Dados os valores b1, b2 ∈ R, encontre f : (x1, x2)→ R tal que
−γu′′ + βu′ + αu = f em (x1, x2)

u(x1) = u(x2) = 0

u′(x1) = b1, u
′(x2) = b2

.

Fazendo uma mudança de variável, apresentaremos um problema inverso equi-

valente ao Problema 4.3 e, em seguida, uma formulação variacional para o novo

problema.

Considerando

u(x) = e
β
2γ
xw(x),

para todo x ∈ (x1, x2), temos

−γu′′(x) + βu′(x) + αu(x) = e
β
2γ
x

(
−γw′′(x) +

(
α +

β2

4γ

)
w(x)

)
,

para todo x ∈ (x1, x2).

Assim, denotando

κ =

√
4αγ + β2

4γ2
, (4.2)

d1 = b1e
− β

2γ
x1 e d2 = b2e

− β
2γ
x2 , (4.3)

temos que o Problema 4.3 equivale ao problema seguinte.

Problema 4.4 Dados κ, d1 e d2 como de�nidos em (4.2) e (4.3), encontre f :

(x1, x2)→ R tal que
−w′′(x) + κ2w(x) = 1

γ
f(x)e−

β
2γ
x ∀x ∈ (x1, x2)

w(x1) = w(x2) = 0

w′(x1) = d1, w
′(x2) = d2

.

Consideremos o espaço das funções testes de�nido por

V (x1, x2) = {v ∈ H2(x1, x2) | − v′′ + κ2v = 0}.

Suponhamos que f ∈ L2(x1, x2). Multiplicando 1
γ
f(x)e−

β
2γ
x por uma função de
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V (x1, x2) e integrando sobre (x1, x2), obtemos∫ x2

x1

1

γ
f(x)e−

β
2γ
xv(x) dx =

∫ x2

x1

(
−w′′(x) + κ2w(x)

)
v(x) dx

=

∫ x2

x1

κ2w(x)v(x)− w′′(x)v(x) dx

=

∫ x2

x1

w(x)v′′(x)− w′′(x)v(x) dx.

Fazendo uma integração por partes, temos que∫ x2

x1

w(x)v′′(x)− w′′(x)v(x) dx

= w(x)v′(x)

∣∣∣∣x2
x1

−
∫ x2

x1

v′(x)w′(x)dx−

(
v(x)w′(x)

∣∣∣∣x2
x1

−
∫ x2

x1

v′(x)w′(x)dx

)

= w(x)v′(x)− v(x)w′(x)

∣∣∣∣x2
x1

= d1v(x1)− d2v(x2).

Assim, de�nindo

B(f, v) =
1

γ

∫ x2

x1

f(x)v(x)e−
β
2γ
xdx, (4.4)

para todo v ∈ V (x1, x2), e

L(v) = d1v(x1)− d2v(x2), (4.5)

para todo v ∈ V (x1, x2), temos que se f é solução do Problema 5.1 então f é solução

de problema seguinte.

Problema 4.5 Dados B e L como de�nidos em (4.4) e (4.5), encontre f tal que

B(f, v) = L(v), (4.6)

para todo v ∈ V (x1, x2).

Note que, de�nindo v1(x) = eκx e v2(x) = e−κx, para todo x ∈ (x1, x2), temos

que {v1, v2} é uma base de V (x1, x2). Como B(f, ·) e L são funcionais lineares com

domínio V (x1, x2), resolver o Problema 4.5 é equivalente a encontrar f que satisfaça

o sistema {
B(f, v1) = L(v1)

B(f, v2) = L(v2)
. (4.7)
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Se f é uma combinação linear de duas funções f1, f2 ∈ L2(x1, x2) conhecidas,

isto é, se existem ξ1, ξ2 ∈ R tais que f = ξ1f1 + ξ2f2, então podemos obter f pelo

sistema (4.7) se, e somente se,

det

(
B(f1, v1) B(f2, v1)

B(f1, v2) B(f2, v2)

)
6= 0.

4.2 Fontes Características de um Intervalo

Consideremos o Problema 4.3 com a informação a priori de que f é uma função

característica de um intervalo [ξ1, ξ2] ⊂ (x1, x2), isto é, que f = χ[ξ1,ξ2], onde

χ[ξ1,ξ2](x) =

{
1, se x ∈ [ξ1, ξ2]

0, se x /∈ [ξ1, ξ2]
,

para todo x ∈ (x1, x2), para algum par ξ1, ξ2 ∈ (x1, x2) desconhecido. Vamos usar o

sistema (4.7) para obter ξ1 e ξ2 e assim determinar f .

Note que,

B(f, v1) =
1

γ

∫ ξ2

ξ1

e

(
κ− β

2γ

)
x
dx

=
1

γ
(
κ− β

2γ

) (e(κ− β
2γ

)
ξ2 − e

(
κ− β

2γ

)
ξ1

)
,

B(f, v2) =
1

γ

∫ ξ2

ξ1

e

(
−κ− β

2γ

)
x
dx

=
1

γ
(
−κ− β

2γ

) (e(−κ− β
2γ

)
ξ2 − e

(
−κ− β

2γ

)
ξ1

)
,

L(v1) = d1e
κx1 − d2e

κx2

e

L(v2) = d1e
−κx1 − d2e

−κx2 .

Assim, de�nindo F : R2 → R2 por

F (s, t) =

e
(
κ− β

2γ

)
t
− e

(
κ− β

2γ

)
s

γκ− β
2

,
e

(
−κ− β

2γ

)
t
− e

(
−κ− β

2γ

)
s

−γκ− β
2

 ,
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para todo (s, t) ∈ R2, e

(p1, p2) =
(
d1e

κx1 − d2e
κx2 , d1e

−κx1 − d2e
−κx2

)
,

resolver o sistema em (4.7) equivale a resolver a equação não-linear

F (s, t) = (p1, p2). (4.8)

Para obter uma solução aproximada para (4.8), podemos usar o método de Newton

apresentado na Seção 3.2, isto é, iterar

(qk, rk) = JF (sk, tk)
−1 ((p1, p2)− F (sk, tk))

(sk+1, tk+1) = (sk, tk) + (qk, rk)

onde

JF (s, t) =
1

γ

(
−e(κ−

β
2γ )s e(κ−

β
2γ )t

−e(−κ−
β
2γ )s e(−κ−

β
2γ )t

)
é a matriz jacobiana de F no ponto (s, t) e com (s0, t0) adequado.

A aplicabilidade do método de Newton com uma estimativa inicial (s0, t0) ade-

quada é assegurada pelo Teorema 3.1.

Note que F é de classe C2, pois suas funções-coordenadas são de classe C2.

Supondo que det JF (ξ1, ξ2) = 0, obtemos

e(κ−
β
2γ )ξ1+(−κ− β

2γ )ξ2 = e(κ−
β
2γ )ξ2+(−κ− β

2γ )ξ1 .

Pela injetividade da função exponencial, temos que(
κ− β

2γ

)
ξ1 +

(
−κ− β

2γ

)
ξ2 =

(
κ− β

2γ

)
ξ2 +

(
−κ− β

2γ

)
ξ1,

o que nos leva a (ξ2 − ξ1) β
2γ

= 0. Como ξ1 6= ξ2 e β 6= 0, temos uma contradição.

Logo det JF (ξ1, ξ2) 6= 0.

Assim, pelo Teorema 3.1, se tomarmos uma estimativa inicial (s0, t0) su�ciente-

mente próxima de (ξ1, ξ2) temos que o método de Newton converge para (ξ1, ξ2).

4.3 Simulações Numéricas

As simulações apresentadas nesta seção foram implementados em Python, usando

as bibliotecas Numpy, Scipy e PyLab.

21



4.3.1 Recuperando uma fonte característica de um intervalo

Nesta simulação testamos o método proposto para resolver o Problema 4.2 conside-

rando o domínio (0, 5), com parâmetros da equação dados por α = 0.75, β = 0.50 e

γ = 0.75 e termo fonte f = χ[1,1.5].

Para sintetizar os dados de entrada u′(0) e u′(5) da simulação resolvemos nume-

ricamente o problema seguinte.

Problema 4.6 Encontre u′(0) e u′(5) de forma que u satisfaça{
−0.75u′′ + 0.50u′ + 0.75u = χ[1,1.5] em (0, 5)

u(0) = u(5) = 0
. (4.9)

Discretizamos o domínio tomando 1002 pontos x0 = 0 < x1 < x2 < . . . < x1001 =

5 tais que xi−xi−1 = h, para todo i = 1, 2, ..., 1001 e resolvemos o sistema (4.9) pelo

método dos elementos �nitos com elementos Lagrangeanos lineares. Na Figura 4.1,

representado em verde e azul, respectivamente, temos a função uh obtida e a fonte

χ[1,1.5].

Para obtermos dados aproximados para u′(0) e u′(5), �zemos

b1 =
uh(x1)− uh(x0)

h
e b2 =

uh(x1001)− uh(x1000)

h
,

resultando em b1 = 0.119387997616 e b2 = −0.0417667576086.

Para estimativa inicial tomamos (s0, t0) = (0, 5) e como critério de parada para

as iterações usamos ‖F (sn, tn)− (p1, p2)‖ < 10−16. Foram realizadas 9 iterações e o

método nos deu a solução aproximada

f = χ[1.00361424631, 1.50343624273]

para o problema.

Na Tabela 4.1 podemos ver os dados obtidos em cada iteração.

Note que, como os dados de entrada foram produzidos pelo método dos elemen-

tos �nitos, eles já estão acrescidos de erro e por isso o método não converge para a

solução exata do problema. Repetindo o mesmo experimento usando uma discreti-

zação para o domínio com 5002 pontos igualmente espaçados, obtivemos a solução

numérica

f = χ[1.00072369572, 1.50068774238]

em 8 iterações. Isto é, melhorando a qualidade dos dados de entrada, obtemos uma

solução numérica mais próxima da solução real.
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Figura 4.1: Grá�cos de χ[1,1.5] e de uh obtida para esta fonte.

4.3.2 Obtendo aproximações para funções de suporte com-

pacto

Nesta simulação visamos obter uma aproximação por fonte característica para uma

fonte dada por uma função contínua positiva com suporte compacto. Para gerar da-

dos de entrada para esta simulação, resolvemos pelo método de Galerkin o problema

seguinte.

Problema 4.7 Encontre u′(0) e u′(5) de forma que u satisfaça{
−u′′ − 0.75u′ + 0.25u = f1 em (0, 5)

u(0) = u(5) = 0
,

onde

f1(x) =

{
−11

10
(x− 2) (x− 4) , se x ∈ (2, 4)

0 , se x /∈ (2, 4)
, (4.10)

para todo x ∈ (0, 5).
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n sn tn ‖F (sn, tn)− (p1, p2)‖
0 0.00000000000 5.00000000000 64.4624026182
1 0.629226733664 3.7012301835 22.0875169921
2 1.10992478833 2.60397962383 6.31463193126
3 1.23642080097 1.92215763709 1.22938016452
4 1.04721611961 1.57603904035 0.17198388291
5 1.00531697895 1.50600312076 0.00544303116
6 1.00361592274 1.5034390563 6.47980399233e-06
7 1.00361424632 1.50343624273 8.46333531145e-12
8 1.00361424631 1.50343624273 6.66278359382e-16
9 1.00361424631 1.50343624273 1.38777878078e-17

Tabela 4.1: Dados obtidos em cada iteração do método proposto.

Usamos a mesma discretização da simulação realizada na seção anterior e obti-

vemos os dados de entrada b1 = 0.633236426522 e b2 = −0.216290556828.

Para estimativa inicial tomamos (s0, t0) = (0, 5) e como critério de parada para

as iterações usamos ‖F (sn, tn)− (p1, p2)‖ < 10−14. Foram realizadas 7 iterações e o

método nos forneceu a fonte

f1 = χ[2.2807889677, 3.74992747306].

Na Figura 4.2 podemos ver os grá�cos da função f proposta, da uh obtida pelo

método de Galerkin e da f1. Como podemos ver, a função obtida com o método é

uma boa aproximação para a fonte proposta.

Fizemos um outro experimento com os mesmos parâmetros, mudando apenas o

termo fonte para

f2(x) =

{
−1

5
(x2 − 5x) , se x ∈ (3, 4)

0 , se x /∈ (3, 4)
, (4.11)

para todo x ∈ (0, 5). Obtivemos os dados de entrada b1 = 0.367865777374 e b2 =

−0.231659435709.

Com estimativa inicial e critério de parada iguais aos da simulação anterior,

foram realizadas 5 iterações e o método nos forneceu a fonte

f2 = χ[2.95700431511, 3.98878814006].

Na Figura 4.3 podemos ver os grá�cos da função f2 proposta, da uh obtida pelo

método de Galerkin e da f2. Novamente o método nos deu uma boa aproximação

para o termo fonte proposto.
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Figura 4.2: Grá�cos de f1 descrita em (4.10), de uh obtida com esta fonte e da
aproximação f1.

As simulações apresentadas nesta seção nos levam a crer que as aproximações

obtidas utilizando este método visam aproximar a fonte procurada por uma função

característica de um intervalo e de mesma integral. Pois, para a primeira simulação,

obtemos ∫ 5

0

f1(x) dx ≈ 1.469139,

enquanto para a fonte verdadeira, temos∫ 5

0

f1(x) dx ≈ 1.466667.

Para a segunda simulação, obtemos∫ 5

0

f2(x) dx ≈ 1.031784,

enquanto para a fonte verdadeira, temos
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Figura 4.3: Grá�cos de f2 descrita em (4.11), de uh obtida com esta fonte e da
aproximação f2.

∫ 5

0

f2(x) dx ≈ 1.033333.
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Capítulo 5

Problema Bidimensional

Neste capítulo voltamos ao caso bidimensional do problema de reconstrução de fon-

tes difusivo-advectivas a partir de dados no bordo do domínio. Os procedimentos

adotados neste capítulo são similares aos que foram feitos no Capítulo 4 para o caso

unidimensional. Na Seção 5.1 tomamos uma mudança de variáveis para a equação

de difusão-advecção e obtemos uma formulação variacional para o problema. Na

Seção 5.2 foi considerado o conhecimento a priori de que a fonte é uma função

característica de um conjunto convexo desconhecido. Encontramos uma equação

não-linear e aplicando o método de Levenberg-Marquardt desenvolvemos um mé-

todo para aproximar a solução do problema. Na Seção 5.3 apresentamos simulações

numéricas para testar o método e o testamos também para encontrar aproximações

numéricas de fontes características de um conjunto estrelado. Neste último experi-

mento apresentamos um indício de que o problema não tem unicidade de solução se

considerarmos a classe dos conjuntos estrelados.

5.1 Formulação Variacional

O Problema 2.5 pode ser transformado em um problema inverso de identi�cação de

fonte para a equação de Helmholtz modi�cada introduzindo a mudança de variável

u(x) = e
1
2γ
β·xw(x), (5.1)

para todo x ∈ Ω. Pois, dessa forma, temos

−γ∆u(x) + β · ∇u(x) + αu(x) = e
1
2γ
β·x
(
−γ∆w(x) +

(
α +
‖β‖2

4γ

)
w(x)

)
,

para todo x ∈ Ω.
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Assim, de�nindo

κ =

√
4αγ + ‖β‖2

4γ2
, (5.2)

e

hn(x) = gn(x)e−
1
2γ
β·x, (5.3)

para todo x ∈ ∂Ω, temos que o Problema 2.5 é equivalente ao problema seguinte.

Problema 5.1 Dadas a constante κ e a condição de Neumann hn : ∂Ω→ R como

de�nidos em (5.2) e (5.3), encontre f : Ω→ R tal que
−∆w(x) + κ2w(x) = 1

γ
f(x)e−

1
2γ
β·x, ∀ x ∈ Ω

w = 0 em ∂Ω

∂nw = hn em ∂Ω

.

Consideremos o espaço de funções testes de�nido por

V(Ω) = {v ∈ H2(Ω) | −∆v + κ2v = 0}

e f solução do Problema 5.1. Multiplicando o termo fonte do Problema 5.1 por uma

função de V(Ω) e integrando sobre Ω, obtemos

1

γ

∫
Ω

f(x)e−
1
2γ
β·xv(x) dx =

∫
Ω

(−∆w(x) + κ2w(x))v(x) dx

=

∫
Ω

w(x)∆v(x)−∆w(x)v(x) dx.

Pela segunda identidade de Green, temos que

1

γ

∫
Ω

f(x)e−
1
2γ
β·xv(x) dx =

∫
∂Ω

w∂nv − ∂nwv d`

= −
∫
∂Ω

hnv d`.

Assim, se f é solução do Problema 5.1, temos que f é também solução do pro-

blema variacional apresentado a seguir.

Problema 5.2 Dado hn como de�nido anteriormente, encontre f tal que

1

γ

∫
Ω

f(x)e−
1
2γ
β·xv(x) dx = −

∫
∂Ω

hnv d`, (5.4)

para todo v ∈ V(Ω).
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A igualdade em (5.4) relaciona o termo fonte com os dados de Neumann do

problema. Ela é bastante explorada em trabalhos de identi�cação de fontes, tais

como [14, 22, 29, 30].

Observação 5.1 Seja S(Ω) um subspaço de L2(Ω) o qual buscaremos soluções para

o Problema 5.2. De�nindo

B(f, v) =
1

γ

∫
Ω

f(x)e−
1
2γ
β·xv(x) dx,

para todo par (f, v) ∈ S(Ω)× V(Ω), e

L(v) = −
∫
Γ

hnv d`,

para todo v ∈ V(Ω), temos que B é uma forma bilinear e L um funcional linear.

Note que, se f é solução do Problema 5.2, temos que

B(f, v) = L(v),

para todo v ∈ V(Ω).

Como foi visto na Seção 2.2, não podemos ter S(Ω) = L2(Ω), pois não tere-

mos unicidade de solução. Este fato nos motiva a procurar algum S(Ω) de forma

que possamos aplicar o teorema a seguir para garantir existência e estabilidade das

soluções do Problema 5.2.

Teorema 5.1 Sejam (U, || · ||U) e (V, || · ||V ) espaços de Hilbert sobre R. Se B :

U × V → R é bilinear e L : V → R é linear e contínuo, então (i)⇐⇒ (ii), onde

(i) 1. existe um, e somente um, u ∈ U tal que

B(u, v) = L(v),

para todo v ∈ V ;

2. existe C > 0 tal que

||u||U ≤ C||L||V ′ ,

para todo L ∈ V ′;

(ii) 1. existe C1 > 0 tal que

|B(u, v)| ≤ C1||u||U ||v||V ,

29



para todo u ∈ U e para todo v ∈ V ;

2. existe C2 > 0 tal que

inf
u∈U, u6=0U

(
sup

v∈V, v 6=0V

B(u, v)

||u||U ||v||V

)
≥ C2;

3. se B(u, v) = 0, para todo u ∈ U , então v = 0V .

O Teorema 5.1 é referido como Teorema de Banach-Necas-Babuska em [31], onde

ele é enuciado e provado considerando U um espaço de Banach e V um espaço de

Banach re�exivo. Normalmente este teorema é usado para provar boa colocação de

problemas diretos em EDP e de problemas aproximados pelo método de Galerkin.

5.2 Fontes Características de um Conjunto Convexo

Dizemos que um conjunto ω ⊂ R2 é estrelado com respeito a um ponto x0 ∈ R2 se

para todo x ∈ ω o seguimento de reta que liga x0 a x está contido em ω. Neste

caso dizemos que x0 é o centro de ω. Na Figura 5.1 temos um exemplo de conjunto

estrelado.

x0r

Figura 5.1: Um exemplo de conjunto estrelado. O centro deste conjunto é o ponto
x0.

Se ω é um conjunto estrelado fechado com bordo contínuo, podemos representar

seu bordo da forma

x0 +R(θ) (cos θ, sin θ) , (5.5)

onde R : [0, 2π] → R+ é contínua e R(0) = R(2π). Na verdade, todo ponto de ω

pode ser representado na forma

x0 + r (cos θ, sin θ) , (5.6)

com θ ∈ [0, 2π] e r ≥ 0.
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Dizemos que um conjunto ω ⊂ R2 é convexo se para todo x, y ∈ ω o seguimen-

to de reta que liga x a y está contido em ω. Na Figura 5.2 temos um exemplo de

conjunto convexo. O interior de uma elipse ou de qualquer polígono regular também

são exemplos de conjuntos convexos. Note que se ω é convexo, então ω é também

estrelado com respeito a qualquer ponto de ω.

yr

x r

Figura 5.2: Um exemplo de conjunto convexo.

Vamos considerar o Problema 2.5 supondo que temos a informação a priori de

que o termo fonte f é a função característica de um conjunto convexo fechado ω ⊂ Ω.

Assim, o problema considerado é

Problema 5.3 Dada a condição de Neumann gn : ∂Ω→ R, encontre o termo fonte

χω : Ω→ R tal que
−γ∆u+ β · ∇u+ αu = χω em Ω

u = 0 em ∂Ω

∂nu = gn em ∂Ω

,

onde χω é de�nida em (2.10).

Note que, se obtermos o ponto x0 e a função R descritos em (5.5), o Problema 5.3

está resolvido, pois com estes parâmetros é possível descrever ω e assim obtermos

χω.

Como vimos anteriormente, aplicando-se a mudança de variável (5.1), obtemos

Problema 5.4 Dadas a constante κ e a condição de Neumann hn : ∂Ω→ R como

de�nidos em (5.2) e (5.3), encontre χω : Ω→ R tal que
−∆w(x) + κ2w(x) = 1

γ
χω(x)e−

1
2γ
β·x, ∀ x ∈ Ω

w = 0 em ∂Ω

∂nw = hn em ∂Ω

.

Observação 5.2 Em [32] foi considerado o problema seguinte.
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Problema 5.5 Dadas f, h : Ω → R e g, gn : ∂Ω → R, encontre ω ⊂ Ω aberto tal

que 
−∆u+ h2u = fχω, em Ω

u = g em ∂Ω

∂nu = gn em ∂Ω

,

sabendo que f(x) > 0, para todo x ∈ ω.

E apresentado o resultado seguinte.

Teorema 5.2 Sejam h ∈ L∞(Ω), f ∈ L2(Ω), g ∈ H1/2(∂Ω) e gn ∈ H−1/2(∂Ω).

Se ω1 e ω2 são soluções do Problema 5.5 com bordos de classe C2 tais que ω1 ∩ ω2,

ω1\ω2 e ω1\ω2 são simplesmente conexos, então ω1 = ω2.

Note que este teorema não garante a unicidade das soluções do Problema 5.1

para nenhuma classe �xada para ω.

Consideremos as funções vϕ : R2 → R conhecidas como ondas planas dadas por

vϕ(x) = eκ(cosϕ,sinϕ)·x,

para todo x ∈ R2, onde ϕ ∈ [0, 2π) e a constante κ como de�nida anteriormente.

Note que, restringindo o domínio de vϕ a Ω, temos vϕ ∈ V(Ω).

A primeira integral na equação (5.4) é

1

γ

∫
Ω

χω(x)e−
1
2γ
β·xvϕ(x) dx =

1

γ

∫
ω

e(κ(cosϕ,sinϕ)− 1
2γ
β)·x dx.

Seja x0 um ponto de ω. Podemos tomar x0 como centro de ω e, considerando as

parametrizações (5.5) e (5.6), fazer a mudança de variáveis x = x0 + r(cos θ, sin θ),

tendo assim

1

γ

∫
Ω

χω(x)e−
1
2γ
β·xvϕ(x) dx

=
1

γ

∫ 2π

0

∫ R(θ)

0

e(κ(cosϕ,sinϕ)− 1
2γ
β)·(x0+r(cos θ,sin θ))r drdθ

=
e(κ(cosϕ,sinϕ)− 1

2γ
β)·x0

γ

∫ 2π

0

∫ R(θ)

0

er(κ(cosϕ,sinϕ)− 1
2γ
β)·(cos θ,sin θ)r drdθ.
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Tomando-se ψ ∈ [0, 2π) tal que β = ||β||(cosψ, sinψ), temos

1

γ

∫
Ω

χω(x)e−
1
2γ
β·xvϕ(x) dx

=
e(κ(cosϕ,sinϕ)− 1

2γ
β)·x0

γ

∫ 2π

0

∫ R(θ)

0

er(κ cos(θ−ϕ)− ‖β‖
2γ

cos(θ−ψ))r drdθ

=
C(ϕ, x0)

γ

∫ 2π

0

1 + eR(θ)L(ϕ,θ) (R(θ)L(ϕ, θ)− 1)

L(ϕ, θ)2
dθ,

onde estamos denotando

L(ϕ, θ) = κ cos(θ − ϕ)− ‖β‖
2γ

cos(θ − ψ),

para todo par (ϕ, θ) ∈ [0, 2π)× [0, 2π], e

C(ϕ, ζ) = e(κ(cosϕ,sinϕ)− 1
2γ
β)·ζ ,

para todo par (ϕ, ζ) ∈ [0, 2π)× Ω, na última integral.

A segunda integral na equação (5.4) pode ser calculada com o dado de Neumann

fornecido no problema. Denotamos

P (ϕ) = −
∫
Γ

vϕhn d`, (5.7)

para ϕ ∈ [0, 2π).

Assim, nosso problema agora consiste em encontrar o ponto x0 e a função R que

satisfaçam a equação integral não-linear

C(ϕ, x0)

γ

∫ 2π

0

1 + eR(θ)L(ϕ,θ) (R(θ)L(ϕ, θ)− 1)

L(ϕ, θ)2
dθ = P (ϕ), (5.8)

para todo ϕ ∈ [0, 2π).

Vamos procurar uma solução aproximada para a equação (5.8) discretizando

as variáveis ϕ e θ. Sejam {ϕ1, . . . , ϕM+1} uma partição igualmente espaçada do

intervalo [0, 2π] tal que ϕ1 = 0 e ϕM+1 = 2π e {θ1, . . . , θN} uma outra partição de

[0, 2π] tal que θ1 = 0 e θN = 2π.

Usamos a notação

R(θj) = ξj,

L(ϕi, θj) = Lij, (5.9)

C(ϕi, ζ) = Ci(ζ) (5.10)
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e

P (ϕi) = pi, (5.11)

para 1 ≤ i ≤M e 1 ≤ j ≤ N , e

p = (p1, . . . , pM) (5.12)

e

ξ = (ξ1, . . . , ξN).

Para aproximar o lado esquerdo da equação (5.8) quando ϕ = ϕi, de�nimos as

funções Fi : Ω× RN → R por

Fi(ζ, ξ) =
1

γ
Ci(ζ)

N∑
j=1

wj
1 + eLijξj(Lijξj − 1)

L2
ij

, (5.13)

para 1 ≤ i ≤ M , onde w1, w2, . . . , wN são os pesos da regra de quadratura adotada

para a integral, e a função F : Ω× RN → RM por

F(ζ, ξ) = (F1(ζ, ξ), F2(ζ, ξ), . . . , FM(ζ, ξ)) ,

para todo (ζ, ξ) ∈ Ω × RN . Assim, para obter a solução desejada devemos resolver

a equação não-linear

F(ζ, ξ) = p. (5.14)

O método de Newton não é indicado para este caso, porque a matriz Jacobiana

de F é M ×N + 2 e podemos ter M 6= N + 2, então usamos o método de Levenberg-

Marquardt, dado pelas iterações

(rk, sk) =
(
JF(ζk, ξk)TJF(ζk, ξk) + λkI

)−1
JF(ζk, ξk)T

(
p− F(ζk, ξk)

)
(5.15)

(ζk+1, ξk+1) = (ζk, ξk) + (rk, sk)

onde I é a matriz identidade de ordem N + 2, λk é o fator de amortecimento na

k-ésima iteração e JF(ζ, ξ) é a matriz Jacobiana de F em (ζ, ξ), cujo elemento ij é

dado por

[JF(ζ, ξ)]ij =



(
κ cosϕi − ||β|| cosψ

2γ

)
gi(ζ)
γ

∑N
k=1wk

1+eLikξj (Likξk−1)

L2
ik

, se j = 1

(
κ sinϕi − ||β|| sinψ2γ

)
gi(ζ)
γ

∑N
k=1wk

1+eLikξj (Likξk−1)

L2
ik

, se j = 2

gi(ζ)
γ
wjξje

Lijξj , se j ≥ 3

,
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para 1 ≤ i ≤ M e 1 ≤ j ≤ N + 2. O método de Levenberg-Marquardt está bem

apresentado em [21] e em [33].

Observação 5.3 Podemos considerar o problema de reconstrução de fontes para

a equação de difusão-advecção para o caso onde a fonte procurada é formado

por K fontes pontuais localizadas em x1
0, x

2
0, . . . , x

K
0 ∈ Ω e com intensidades

c1, c2, . . . , cK > 0. Assim, a fonte considerada é da forma

f(x) =
K∑
i=1

ciδ(x− xi0),

onde δ é a função delta de Dirac.

É possível obter uma equação não-linear multiplicando o termo fonte do Pro-

blema 5.1 pela solução fundamental da equação modi�cada de Helmholtz e integrando

sobre seu domínio. Este problema foi estudado em [9] usando o Método de Elementos

de Contorno.

5.3 Simulações Numéricas

Todas as simulações apresentadas nesta seção foram feitas usando o COMSOL Mul-

tiphysics 3.5a integrado com o MATLAB 7.8.0. O principal objetivo delas é exem-

pli�car o método apresentado, por isso os coe�cientes adotados não representam

problemas físicos.

5.3.1 Recuperando uma fonte característica de um conjunto

convexo

Consideramos o Problema 2.5, sendo Ω a bola unitária com centro na origem e

com parâmetros α = 0.5, β = 3
(
cos 2π

3
, sin 2π

3

)
e γ = 1 para a equação. O termo

fonte investigado foi a função característica χω, onde ω é a parte interna da região

delimitada pela elipse de equação paramétrica{
x = 0.50 +

√
2

2
(0.4 cos θ − 0.2 sin θ)

y = 0.25 +
√

2
2

(0.4 cos θ + 0.2 sin θ)
,

para θ ∈ [0, 2π), o que representa a elipse com semi-eixos 0.4 e 0.2 e centro em

(0.50, 0.25), rodada de π
2
rad no sentido trigonométrico e em relação ao seu centro.

Para gerar dados para esta simulação resolvemos numericamente o problema

seguinte.
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Problema 5.6 Dado ω como descrito acima, encontre u : Ω→ R tal que{
−∆u+ 3

(
cos 2π

3
, sin 2π

3

)
· ∇u+ 0.5u = χω em Ω

u = 0 em ∂Ω
.

Foi utilizado o método de Galerkin com elementos Lagrangeanos quadráticos,

com uma malha de 1617 elementos, sendo 129 elementos de bordo. Na Figura 5.3,

temos a solução numérica para u obtida.

Figura 5.3: Solução numérica para o Problema 5.6.

Depois de encontrar u numericamente, utilizamos a fórmula

∂nu(x) = ∇u(x) · n(x)

em 500 pontos igualmente espaçados sobre ∂Ω, para usarmos como dados de entrada

para o problema inverso.

Fizemos quatro simulações numéricas com estes dados. A primeira usando os

dados obtidos numericamente para o problema sem adicionar ruído e os outros três

adicionando ruído consistindo de uma distribuição normal com desvios padrão de

2%, 4% e 7%. Na Figura 5.4, apresentamos os dados de entrada com e sem ruído

usados nos experimentos.

Utilizamos 100 pontos de colocação para a variável ϕ e 400 pontos para a variá-

vel θ. Aplicamos a regra do trapézio para a quadratura na integral de (5.13), isto

é,

wj =

{
1
2
, se j = 1 ou j = M

1, caso contrário
.
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Figura 5.4: Aproximação para ∂nu obtida numericamente com e sem ruído.

Figura 5.5: Vetor p obtido numericamente com e sem ruído.

A estimativa inicial (ζ0, ξ0) utilizada nas quatro simulações foi tal que ζ0 = (0, 0)

e ξ0 tem todas as entradas iguais a 0.1, o que representa uma circunferência de raio

0.1 centrada na origem, como mostrada em verde nas Figuras 5.6, 5.7, 5.8 e 5.9. O
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critério de parada adotado foi ‖(ζk, ξk)− (ζk−1, ξk−1)‖ < 10−3, limitando o número

de iterações em 1000. Além disso, adotamos os parâmetros λ0 = 1.7 e µ = 0.5 para

iniciar as iterações do método de Levenberg-Marquardt.

Nas Figuras 5.6, 5.7, 5.8 e 5.9, apresentamos em vermelho, para cada nível de

ruído, os resultados obtidos usando o método apresentado e, em azul, a solução

exata.

Note que, mesmo no caso onde o ruído acrescentado foi de 7%, o método nos

deu uma boa solução aproximada para o problema.

Na Tabela 5.1, apresentamos o número de iterações, os vetores encontrados para

ζk e seus respectivos valores para λk obtidos para cada nível de ruído.

ruído iterações (k) ζk λk

0% 70 (0.479158,−0.251310) 0.026562
2% 109 (0.462087,−0.263168) 0.053125
4% 115 (0.441397,−0.279112) 0.053125
7% 835 (0.353213,−0.034573) 0.053125

Tabela 5.1: Quantidade de iterações, os vetores encontrados para ζk e seus respectivos

valores para λk obtidos em para nível de ruído.

Figura 5.6: Fonte original em azul, estimativa inicial ξ0 em verde e reconstrução
obtida em vermelho.

Observe que a reconstrução obtida na simulação sem acréscimo de ruído foi muito

boa e as reconstruções nos demais simulações foram satisfatórias. Isto ocorre porque

o ruído acrescentado em ∂nu é suavizado pela integração feita em (5.7) para obter

o vetor p. Assim, o vetor p obtido após o acréscimo de ruído não é muito diferente

quando o ruído não é acrescentado, como podemos conferir na Figura 5.5.
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Figura 5.7: Fonte original em azul, estimativa inicial ξ0 em verde e reconstrução
obtida em vermelho. Neste experimento foi acrescido um ruído Gaussiano de 5%.

Figura 5.8: Fonte original em azul, estimativa inicial ξ0 em verde e reconstrução
obtida em vermelho. Neste experimento foi acrescido um ruído Gaussiano de 10%.

A escolha do fator de amortecimento λ0 pode in�uenciar na qualidade da apro-

ximação e na quantidade de iterações. Por exemplo, para λ0 = 0.5 e com os mesmo

parâmetros que nas outras simulações, mas sem acréscimo de ruído nos dados de en-

trada, o método não funciona, pois para k = 12, a matriz JF(ζk, ξk)TJF(ζk, ξk)+λkI

é mal-condicionada e assim a iteração em (5.15) não pode ser feita. Já para λ0 = 2.0,

obtemos o resultado da Figura 5.10, o que representa uma resposta muito pior para

um λ0 tão próximo do que foi utilizado na Figura 5.6.
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Figura 5.9: Fonte original em azul, estimativa inicial ξ0 em verde e reconstrução
obtida em vermelho. Neste experimento foi acrescido um ruído Gaussiano de 30%.

Figura 5.10: Fonte original em azul, estimativa inicial ξ0 em verde e reconstrução
obtida em vermelho. Neste experimento foi usado λ0 = 2 sem acréscimo de ruído
nos dados de entrada.

5.3.2 Recuperando uma fonte característica de um conjunto

estrelado

Consideramos o Problema 2.5, sendo Ω a bola unitária com centro na origem e com

parâmetros α = 1, β = 2 (cos π, sin π) e γ = 1.5 para a equação. O termo fonte

investigado foi a função característica χω, onde ω é a união da parte interna da
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região delimitada pelas elipses de equações paramétricas{
x = −0.5 + 0.2 cos θ

y = 0.3 + 0.1 sin θ
,

para θ ∈ [0, 2π), e {
x = −0.5 + 0.1 cos θ

y = 0.3 + 0.3 sin θ
,

para θ ∈ [0, 2π). A primeira equação representa a elipse com semi-eixos 0.2 e 0.1 e

centro em (−0.5, 0.3) e a segunda equação representa a elipse com semi-eixos 0.1 e

0.3 e mesmo centro.

Obtivemos uma aproximação para u resolvendo numericamente o problema se-

guinte.

Problema 5.7 Dado ω como descrito acima, encontre u : Ω→ R tal que{
−1.5∆u+ 2 (cosπ, sin π) · ∇u+ u = χω em Ω

u = 0 em ∂Ω
.

Para isso usamos o método de Galerkin com elementos Lagrangeanos quadráticos,

com uma malha de 859 elementos, sendo 73 elementos de bordo. A Figura 5.11

mostra a aproximação obtida.

Figura 5.11: Aproximação para a solução do Problema 5.7 pelo método de Galerkin.

A partir desta aproximação encontrada para u, utilizamos a fórmula

∂nu(x) = ∇u(x) · n(x)
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em 500 pontos igualmente espaçados sobre ∂Ω para obter uma aproximação para

∂nu.

Fizemos quatro simulações numéricas com estes dados. A primeira usando os

dados obtidos numericamente para o problema sem adicionar ruído e os outros três

adicionando ruído consistindo de uma distribuição normal com desvios padrão de

1%, 5% e 8%. Na Figura 5.12, apresentamos os dados de entrada com e sem ruído

usados nos experimentos.

Figura 5.12: Aproximação para ∂nu obtida numericamente com e sem ruído.

Utilizamos 50 pontos de colocação para a variável ϕ e 600 pontos para a variá-

vel θ. Aplicamos a Regra do Trapézio para a quadratura na integral de (5.13).

A estimativa inicial (ζ0, ξ0) utilizada nas quatro simulações foi tal que ζ0 = (0, 0)

e ξ0 tem todas as entradas iguais a 0.1, o que representa uma circunferência de raio

0.1 centrada na origem, como mostrada em verde nas Figuras 5.14, 5.15, 5.16 e

5.17. O critério de parada adotado foi ‖(ζk, ξk)− (ζk−1, ξk−1)‖ < 10−3, limitando o

número de iterações em 1000. Além disso, adotamos os parâmetros λ0 = 1.0× 10−3

e µ = 0.5 para iniciar as iterações do método de Levenberg-Marquardt.

Nas Figuras 5.14, 5.15, 5.16 e 5.17, apresentamos em vermelho, para cada nível

de ruído, os resultados obtidos usando o método apresentado e, em azul, a solução

exata.

Na Tabela 5.2, apresentamos o número de iterações, os vetores encontrados para

ζk e seus respectivos valores para ‖(ζk, ξk)− (ζk−1, ξk−1)‖ para cada nível de ruído.
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Figura 5.13: Vetor p obtido numericamente com e sem ruído.

ruído iterações (k) ζk λk

0% 255 (−0.498974, 0.299299) 1.25× 10−4

1% 191 (−0.471071, 0.289623) 1.25× 10−4

5% 196 (−0.428709, 0.273853) 2.5× 10−4

8% 50 (−0.372054, 0.249014) 2.5× 10−4

Tabela 5.2: Quantidade de iterações, os vetores encontrados para ζk e seus respectivos

valores para λk obtidos para cada nível de ruído.

Nas Figuras 5.14, 5.15, 5.16 e 5.17 podemos constatar que nesta simulação o

algoritmo nos deu como resposta um convexo próximo a ω em relação a localização

e dimensão do conjunto. Porém o bordo do conjunto obtido não é tão próximo ao

bordo de ω, o que nos leva a questionar se é possível desenvolver um algoritmo que

nos dê uma aproximação melhor que esta. Provavelmente, não. Vejamos um fato

que evidencia esta a�rmação.

Consideramos o Problema 2.5, com os mesmos coe�cientes de difusão, advecção e

decaimento utilizados nesta seção e com termo fonte χω∗ , onde ω∗ é a elipse de semi-

eixos 0.146492 e 0.256692 com centro em (−0.5, 0.3). Estes valores foram escolhidos

visando aproximar a fonte deste problema a fonte obtida na última simulação.

Obtivemos uma nova aproximação para u desta vez com a nova fonte χω∗ . Nas

Figuras 5.18 e 5.19 temos o grá�co de curvas de nível das aproximações para u

obtidas para as fontes χω e χω∗ , respectivamente. As aproximações para u obtidas
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Figura 5.14: Fonte original em azul, estimativa inicial ξ0 em verde e reconstrução
obtida em vermelho.

Figura 5.15: Fonte original em azul, estimativa inicial ξ0 em verde e reconstrução
obtida em vermelho. Neste experimento foi acrescido um ruído Gaussiano de 1%.

com estas duas fontes são muito semelhantes. E mais, os valores aproximados para

∂nu também são muito próximos, como podemos ver na Figura 5.20. Isto é um

indício de que o problema inverso de reconstrução de fontes aqui estudado não possui

unicidade de soluções quando esta é considera no conjunto das funções característica

de um conjunto estrelado.

Na Figura 5.21 temos o vetor p obtidos para as fontes χω e χω∗ . Este vetor é

usado como dado de entrada no método apresentado.
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Figura 5.16: Fonte original em azul, estimativa inicial ξ0 em verde e reconstrução
obtida em vermelho. Neste experimento foi acrescido um ruído Gaussiano de 5%.

Figura 5.17: Fonte original em azul, estimativa inicial ξ0 em verde e reconstrução
obtida em vermelho. Neste experimento foi acrescido um ruído Gaussiano de 8%.
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Figura 5.18: Curvas de nível da solução do problema direto com fonte χω.

Figura 5.19: Curvas de nível da solução do problema direto com fonte χω∗ .
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Figura 5.20: Grá�cos de ∂nu obtida para as duas fontes. Em azul, a função obtida
para a fonte χω e em vermelho, a função obtida para a fonte χω∗ .

Figura 5.21: Grá�cos de p obtidas para as duas fontes. Em azul, a função obtida
para a fonte χω e em vermelho, a função obtida para a fonte χω∗ .
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Capítulo 6

Perspectivas

Vimos que o problema inverso de identi�cação de fonte para a equação de difusão-

advecção a partir de dados no bordo é mal-posto. Porém, a estratégia de buscar

soluções para este problema usando a informação a priori de que ela se encontra na

classe de funções características se mostra viável devido aos métodos e simulações

para o problema unidimensional e bidimensional apresentados nesta tese.

No caso unidimensional apresentamos um método para recuperar o termo fonte

quando este é uma função característica de um intervalo. Além disso, testamos a

aplicação deste método na obtenção de aproximações por fontes característica para

problemas com fontes de suporte compacto. Para este último caso, apresentamos

duas simulações onde as aproximações obtidas foram boas.

No caso bidimensional apresentamos um método que se mostrou e�ciente para

recuperar o termo fonte quando sabemos que este se trata de uma função caracte-

rística de conjuntos convexos. O método foi testado também para obter o termo

fonte quando este é uma função característica de um conjunto estrelado. Neste caso

o resultado não foi tão bom, porém ele aproximou bem a localização e a dimensão

do conjunto procurado.

Na Subseção 5.3.2 apresentamos um experimento onde foi possível observar que

duas fontes características de conjuntos estrelados podem gerar dados no bordo do

domínio muito parecidos. Uma fonte era uma elipse (Figura 5.18) e outra a união

de duas elipses com mesmo centro (Figura 5.19). Isto sugere que o problema não

tem unicidade de solução quando considerado que temos informação a priori de que

ela se encontra na classe de funções características de conjuntos estrelados.

Pretendemos ainda fazer alguns experimentos visando obter aproximações por

fontes característica para problemas com fontes de suporte compacto no caso bidi-

mensional.

Alguns testes não apresentados aqui foram feitos para obter um candidato a

centro do conjunto o qual o termo fonte considerado é função característica. Preten-

demos estender este resultado para localizar o centro dos conjuntos ω1, ω2, . . . , ωK
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com fonte do problema dada por χω1∪ω2∪...∪ωK e tendo como informação a priori a

área de cada conjunto.

Um trabalho mais matemático a ser feito é a aplicação do Teorema 5.1 para

demonstrar boa colocação do problema inverso de determinação do termo fonte de

uma equação de difusão-advecção a partir de dados no bordo buscando soluções em

um espaço de Hilbert adequado, como indicado na Observação 5.1.
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